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VORWORT. 


Indem  ich  hierbei  eine  neue  Theorie  der  Quaternionen  der 
Öffentlichkeit  übergebe,  spreche  ich  zugleich  die  Ansicht  aus, 
dass  ich  durch  diese  Arbeit  einem  wirklichen  Bedürfnis  ent- 
gegen komme.  Wohl  stehen  denjenigen,  welche  dieses  neue 
mathematische  Hülfsmittel  studiren  wollen,  die  ausgezeichneten 
Arbeiten  des  groszen  englischen  Mathematikers,  welcher  die 
Quaternionen  zuerst  einführte  und  deren  Anwendung  zeigte, 
zu  Gebote.  Allein  die  beiden  Werke,  in  denen  Hamilton  seine 
Theorie  ausführlich  dargelegt  hat,  sind  des  hohen  Preises 
wegen,  nur  im  Bereiche  wissenschaftlicher  Gesellschaften  und 
einzelner  Studirenden. 

Seit  einigen  Jahren  ist  nun  zwar  eine  deutsche  Übersetzung 
der  UAMiLTON*schen  »Elements"  erschienen,  welche  diesem 
Mangel  abhelfen  sollte;  ich  glaube  jedoch,  dass  der  Umfang 
des  den  theoretischen  Teil  erörternden  Bandes  zumeist  davon 
abschrecken  wird,  die  Theorie  der  Anwendungen  wegen  zu 
studiren.  Es  gerät  deshalb  die  genannte  Arbeit  nur  in  die 
Hände  derjenigen,  welche  ein  specielleres  Studium  beabsichtigen. 
Die  Andren  greifen  zu  einem  weniger  ausführlichen  Werke 
and  in  dieser  Hinsicht  ist  gewiss  wohl  »An  elementary  treatise 
on  quaternions'*  von  Prof.  Tait  als  das  wichtigste  zu  bezeichnen. 

Es   will   mir  jedoch   scheinen,    dass   diese   Arbeit   des  nam- 


VI  VORWORT. 

haften  englischen  Physikers  nicht  den  beabsichtigten  Zweck 
erreichen  lässt  und  ich  neige  zur  Ansicht,  dies  finde  haupt- 
sächtlich  seineu  Grund  darin,  dass  die  Theorie  der  Quaternio- 
nen  in  dem  TAix'schen  Buche  nur  dürftig  berücksichtigt  worden 
ist.  Zahlreich  sind  die  Schwierigkeiten ,  welche  mit  der  Theorie 
verknüpft  sind,  die  Hamilton  jedoch  glänzend  zu  überwinden 
gewuszt  hat,  und  es  ist  notwendig,  dieselben  ganz  beseitigt 
zu  haben,  bevor  man  zu  den  Anwendungen  schreitet,  weil 
sonst  das  Vertrauen  auf  die  erhaltenen  Resultate  zweifelhafter 
Natur  ist. 

Ich  habe  deshalb  unternommen  an  der  Hand  Hamilton 's 
eine  ganz  einheitliche  Theorie  aufzubauen  und  die  wichtigeren 
Begriffe  und  Formeln  in  einfacher  Weise  aufzuklären.  Ob  das- 
selbe mir  gelungen  ist,  sei  Andrer  Urteil  überlassen.  Nur  möge 
in  Betreff  des  gewählten  Stoffes  noch  Folgendes  bemerkt  werden. 

Ich  meine  einerseits  behaupten  zu  können ,  dass  die  wichti- 
geren theoretischen  Untersuchungen  Hamilton's  sämtlich  in 
dem  vorliegenden  Bande  enthalten  sind.  Andrerseits  aber  be- 
anspruche ich  die  Priorität  der  Mitteilung  einiger  hier  sich 
vorfindenden  Resultate.  Es  sind  dieselben  hauptsächlich  in  den 
Artikeln  18—21,  78,  97—107  enthalten,  welche  die  Wirkung 
des  Symbols  V/^  an  einen  Vektor  und  an  einen  Quaternion 
deuten  und  wobei  meiner  Meinung  nach  der  Skalarcharakter 
des  Symbols  V/^  zuerst  deutlich  zu  Tage  tritt. 

Bekanntlich  hat  Gliffokd  in  seinen  >  Mathematical  Papers'' 
eine  Deutung  der  Biquaternionen  veröffentlicht.  Ich  bin  jedoch 
der  Ansicht,  dass  dieselbe  in  dem  Systeme  der  Quaternionen , 
wie  dasselbe  von  Hamilton  aufgebaut  worden  ist ,  keinen  Platz 
finden  kann. 

Durch  die  von  mir  gegebene  Deutung  ist  nicht  nur  eine 
geometrische  Erläuterung  der  HAMiLTON'schen  Bivektoren  und 
Biquaternionen   gewonnen,   sondern   es   wird   dadurch  zugleich 
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der  Begriff  der  aus  der  analytischen  Üeometrie  stammenden 
imaginären  Punkte  geometrisch  interpretirt. 

Dadurch  wird  weiter  auch  •  noch  ermöglicht  mit  denjenigen 
analytischen  Gleichungen ,  welche  complexe  Goefficienten  ent- 
halten,  eine  bestimmte  geometrische  Darstellung  zu  verknüpfen , 
wodurch  ein  Teil  meiner  Arbeit  den  in  der  letzteren  Zeit  von 
Hrn  Tabby  veröffentlichten  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete 
der  »geom^trie  g^n^rale*'  sich  anschlieszt. 

Bei  der  Auflösung  der  Quaterniongleichungen  hat  ebenfalls, 
wie  ich  meine,  manche  bisher  unerwähnte  Frage  Erledigung 
gefunden. 

Schlieszlich  sei  noch  mitgeteilt,  dass  ich  die  Absicht  habe 
der  jetzt  veröffentlichen  Theorie  möglichst  bald  eine  systematisch 
geordnete  Darstellung  der  Anwendungen  folgen  zu  lassen. 

P.  MOLENBROEK. 
Amersfort,  im  Mai  1891. 
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SUMMEN  UND  DIFFERENZEN 


VON 


VEKTOREN. 


1.  Wenn  eine  gerade  Linie  im  Baume  betrachtet  wird,  in 
Hinsicht  nicht  nar  auf  ihre  Grösze,  sondern  auch  auf  ihre 
Richtung,  so  nennt  man  dieselbe  einen  Vektor. 

Man  bezeichnet  einen  Vektor  durch  die  Angabe  zweier  den 
beiden  Endpunkten  hinzugefügten  Buch-  . 
staben ,  z.  B.  AB  ist  der  Vektor,  welcher 
den  Punkt  A  mit  dem  Punkte  B  ver- 
bindet. Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass 
die  Richtung  des  Vektors  von  dem  zuerst 
angegebenen  Punkte  gegen  den  zuletzt 
geschriebenen  verläuft.  ^ 

Dementsprechend  wird  der  mit  dem  zuerst  geschriebenen 
Buchstaben  bezeichnete  Punkt  Anfangspunkt  des  Vektors,  der 
mit  dem  nachher  geschriebenen  Buchstaben  bezeichnete  Punkt 
Endpunkt  des  Vektors  genannt. 

Der  Vektor  AB  ist  deshalb  verschieden  von  BA,  indem  die 
Gröszen  derselben  übereinstimmen,  die  Richtungen  jedoch  ein- 
ander entgegengesetzt  sind. 

Der  Kürze  halber   wollen   wir  im   Folgenden   die  Vektoren 

mehrmals  mit  den  griechischen  Buchstaben  « ,  /3 ,  y be- 

a&eichnen. 
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2.  Man  nennt  zwei  Vektoren  einander  gleich,  wenn  sie  sowohl 
hinsichtlich  der  Grösze  als  der  Richtung  übereinstimtnen ,  oder 
kürzer : 

Zwei  Vektoren  sind  einander  gleich,  wenn  sie  pa* 
rallei  und  an  Länge  einander  gleich  sind. 

Ungleiche  Vektoren  sind  an  Grösze,  oder  an  Richtung,  oder 
an  diesen  beiden  zusammen  verschieden. 

3.  Als  Grundsätze  betrachten  wir: 

1^.  Wenn  jeder  von  zwei  Vektoren  einem  dritten  gleich  ist, 
so  sind  die  beiden  ersteren  einander  gleich. 

2^.  Das  Resultat  mehrerer  Operationen ,  welche  man  an  einem 
Vektor  oder  an  mehreren  Vektoren  vollzieht,  kann  nicht  be- 
einfluszt  werden  dadurch,  dass  man  einige  der  Vektoren  durch 
andere,  welche  den  gewählten  gleich  sind,  ersetzt. 

4.  Ein  Vektor,  welcher  dieselbe  Richtung  hat  wie  ein  ge- 
gebener Vektor  «,  und  dessen  Länge  der  Längeneinheit  gleich 
kommt,  wird  Einheitsvektor  der  Richtung  x  genannt  und 
mit  ü»  bezeichnet. 

5.  Die  Vergleichung  von  Vektoren  derselben  Richtung  ist 
Gegenstand  der  Arithmetik  und  führt  zu  den  arithmethi- 
schen  Zahlen;  dieselben  nehmen  nur  auf  die  Grösze  Bezug. 

Gröszen,  bei  denen  keine  Richtung  in  Betracht  kommt,  wer- 
den im  Gegensatze  zu  den  Vektoren,  Skalargröszen  ge- 
nannt. Die  arithmetischen  Zahlen  heiszen  auch  kurzweg  Skalare. 

6.  Wenn  man  von  dem  Endpunkte 
^'  yf      B    eines   Vektors  AB  aus  einen  neuen 

Vektor  BO,  welcher  mit  AB  gleiche 
oder  von  ihm  verschiedene  Richtung 
hat ,  abträgt ,  so  nennt  man  den  Vektor 
AG  die  Summe  der  beiden  Vektoren 
AB  und  BC,  und  sagt,  dass  BO  za 
AB  addirt  ist  *). 

1)  Wir  leoken  besonders  die  Aufmerksamkeit  darauf,  dass  die  Terminologie  der 
Vektorenrechnang  mit  deijenigen  des  gewöholichen  Calcüls  ganx  übereinstimmt,  ob- 
gleich der  damit  in  der  neuen  Wissenschaft  verbundene  Begriff  im  allgemeinen  be- 
trächtlich Yon  dem  üblichen  abweicht,  wodurch  mancher  Satz  der  Algebra  eine 
Abänderung  erfahrt.  Der  Studirende  möge  dies,  damit  mancher  Irrtum  ihm  erspart 
werde,  bei  jeder  neu  eingeführten  Operation  beachten. 


Trägt    man    von    C   aas  einen   dritten    Vektor  CD   ab,   fio 
heiszt  AD  die   Summe   der   drei  Vektoren  AB,  BG,  CD.  Man 
schreibt  diese  beiden  Definitionen  in  Zeichen  wie  nachstehend: 
AC  =  AB  +  BC,  AD  =  AB  +  BC  +  CD. 

7.  Die  Summe  zweier  oder  mehrerer  Vektoren  ist  in  Bezug 
auf  ihre  Glieder  commutativ  und  associativ,  oder  wie 
man  auch  zu  sagen  pflegt: 

Die  Addition  von  Vektoren  ist  eine  commutatiye  und 
associative  Operation. 

Man  versteht  unter  dem  ersteren  Ausdrucke,  dass  die  Reihen- 
folge der  einzelnen  Glieder 
der  Summe  das  Resultat  ^i$-^ 
nicht  beeinträchtigt.  Der 
Satz  ist  offenbar  bewiesen, 
wenn  nur  gezeigt  wird, 
dass  zwei  aufeinanderfol- 
gende Glieder  der  Summe 
mit  einander  verwechselt 
werden  können. 

Es  sei  in  der  Figur  3 
AB=«,  BC  =  i3,  OD  =  y,  DE  =  S,EF  =  ^.  Zieht  man  CD' =// DB 
(d.  h.  der  Geraden  DE  parallel  und  gleich) ,  so  ist  nach  einem 
bekannten  Satze  der  Planimetrie  auch  D'E=//CD.  Man  hat 
deshalb  CD' =  5,  D'E==:r.  Es  ist  weiter 
AF=AB+BC+CD+DE+EF  und  AF^AB+BC+CD'+D'E+EF 
und  dadurch  auch 

AB+BC  +  CD  +  DE+EF  =  AB+BC  +  CD'  +  D'E  +  EF 
oder 


(a.l) 


Die  Aussage,  dass  die 
Addition  associativ  ist,  be- 
deutet ,  dass  man  zwei  oder 
mehrere  willkürlich  ge- 
wählte Glieder  der  Summe 
durch  ihre  Summe  ersetzen 
kann. 

In  der  Figur  4  sei  wieder 


F,^ 


AB  =  «,  BC  =  i3,  OD  =  y,  DB  =  3,  BF  =  «,  FG  =  ?.  Es  ist 
sodann 

AG  =  AB  +  BC  +  CD  +  DB  +  EF  +  FG 
und 

AG  =  AB  +  BO+OF  +  FG, 
mithin 

AB  +  BO  +  OD  +  DE  +  EF+FG=AB  +  BO+CF+FG. 
In  der  zweiten  Seite  dieser  Gleichung  wird 

GF  =  CD  +  DE  +  EF=y  +  S  +  « 
als  ein  einziger  Yektor  betrachtet.  Bezeichnen  wir  dies  wie  in 
der  Arithmetik  durch  Hinzufdgung  von  Klammem,  so  wird 

«  +  /3  +  y  +  5  +  ^  +  C=«  +  /3  +  (y  +  3  +  *)  +  ?.  .  (a.2) 
Als  dritter  Satz  der  Addition  kann  der  nachfolgende  gelten: 
Wenn   zwei  Vektoren  gleich  sind ,  so  sind  ihre  Summen  mit 

zwei  anderen  gleichen  Vektoren 
auch  einander  gleich.  Der  Satz 
kann  als  unmittelbare  Folge 
des  zweiten  Grundsatzes  be- 
trachtet, oder  auch  mit  Hülfe 
der  Figur  5  bewiesen  werden. 
Es  sei  AB  =//A'B',  BO  =//  B'O'. 
Hieraus  schlieszt  man  AJi!=//Bß' 
undBB=//CC',worausAA'=//CO' 
folgt,  und  deshalb  KG  =11  MG.  Die  Gleichung 

AO  =  A'C 
kann  auch  geschrieben  werden 

AB  +  BO  =  A'B'  +  B'C 
8.  Wie  in  der  Arithmetik  wollen  wir  anstatt 

«-["*"t~^-f- "h* 

kurz  ma  schreiben ;  m  soll  hierbei  eine  ganze  arithmetische  Zahl 

heiszen. 

Der  Vektor  x  heiszt  dadurch  mit  m  multiplicirt.  Bisweilen 
sagt  man  auch,  der  Vektor  «  könne  m-mal  auf  den  Vektor 
mx  abgetragen  werden. 

Wenn   n  ebenfalls  eine   ganze    Zahl   bedeutet,   so  sei  unter 

<s:n,  oder  -«,   ein  Vektor  verstanden,  der  mit  n  multiplicirt, 


et   ergibt.   Man    sagt  in  diesem  Falle  ^  der  Vektor  x  sei  durch 

n  dividirt ,  und  der  Vektor  « :  n  oder  -«  sei  der  n*"  Theil  von  «. 

n 

Unter  - a   endlich  sei  m(x\n)  oder  m(-  »]  verstanden.    - 
n  \n    /  n 

kann  hierin  ein  willkürlicher  echter  oder  unechter  Bruch  heiszen. 

Aus  diesen  Definitionen  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Vekto- 
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ren    m» ,  ain^  —ol    mit   x   dieselbe   Richtung  haben    und  nur 

n 

an  Grösze  von  demselben  verschieden  sind.    Die  arithmetischen 

Zahlen  wi,  -»  -  »   welche  die    Beziehung  der  Grosze  der  Vek- 
n    n 

toren    m».  -».     -et  zu  derjenigen  des  Vektors  et   ausdrücken, 

n         n 

1         wi 
werden   hier  auch  da»  Verhältnis  der  Vektoren  m«,   -ot.    -et 

n         n 

bzhw.  zum  Vektor  et  genannt. 

Wenn  zwei  Vektoren  gleicher  Richtung  a  und  ß  derart  sind, 
dass  kein  einziger  Vektor  derselben  Richtung  gefunden  werden 
kann,  der  auf  beide  Vektoren  eine  gauze  Anzahl  Male  abge- 
tragen werden  kann,  so  heiszen  die  Vektoren  et  und  ß  incom- 
mensurabel.  In  diesem  Falle  kann  man  et  erst  möglichst  viele 
Male  auf  ß  abtragen ;  auf  den  Rest  trage  man  yV  et  möglichst 
viele  Male  ab,  u.  s.  w.  Dadurch  gelangt  man  zu  einem  Aus- 
druck von  der  Form  ß=zxet,  wo  x  ein  incom  mensurabler 
Skalar  ist.  x  heiszt  wieder  das  Verhältnis  der  Vektoren  ß  und  et, 

9.  Wenn  man  in  diesem  Sinne  das  Verhältnis  des  Vektors 
a  zum  Einheitsvektor  derselben  Richtung  Uot  bestimmt,  so 
wird  das  Resultat  der  Tensor  des  Vektors  et  genannt.  Der- 
selbe ist  stets  eine  arithmetische  Zahl. 

Das  Zeichen  für  den  Tensor  des  Vektors  et  ist  Tx.  Man  hat 
demnach  die  Gleichung 

x  =  Txüx (a.  3) 

Unmittelbar  leuchtet  die  Richtigkeit  der  nachstehenden  Re- 
lationen ein 

2xx  =  X  Txy     Uxx  =  Z7« (ö«  ^) 

wo  X  eine  willkürliche  arithmetische  Zahl  ist. 
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Wenn  zwei  Vektoren  et  und  /3  einander  gleich  sind,  so 
müssen  ihre  Tensoren  and  aach  ihre  Einheitsvektoren  gleich 
sein.  Das  Letztere  findet  statt,  weil  die  Richtungen  der  Vek- 
toren, das  Erstere  weil  ihre  Längen  übereinstimmen. 

Umgekehrt  lässt  sich  aus  Tä  =  TiS ,  C/ä  =  Z7/3  schlieszen , 
dass  »  =  ß ,  weil  die  beiden  Gleichungen  aussagen ,  dass  Länge 
und  Richtung  gleich  sind. 

10.  Man  kann  demnach  einen  einem  Vektor  hinzugefügten 
Skalarcoefficienten  als  ein  Operationszeichen  oder  einen  Ope- 
rator betrachten,  an  den  Vektor  wirkend,  indem  derselbe  die 
Richtung  des  Vektors  ungeändert  lässt,  den  Tensor  jedoch 
vergrössert  oder  verkleinert. 

Wie  aus  dem  zweiten  Abschnitt  ersichtlich  wird,  ermöglicht 
diese  Deutung  eines  Skalarcoefficienten  denselben  als  einen 
besonderen  Fall  eines  Quaternions  zu  betrachten;  sie  ist  des- 
halb von  grosser  Wichtigkeit  für  unsre  Theorie. 

11.  Anstatt  x{ya.)y  eines  Ausdrucks,  welcher  bedeutet,  dass 
der  Skalar  x  an  den  Vektor  ya  wirkt,  wollen  wir  einfacher 
schreiben  xy».  Man  sagt  in  diesem  Falle  auch ,  das  Symbol  xy 
wirke  an  den  Vektor  «,  und  setzt  daher  bisweilen  statt  xy» 
das  nachfolgende  {xy)cc.  In  dieser  Weise  wird 

x{y»)  =  xy»  =  {xy)» (^*  ^) 

Wie  in  der  Arithmetik  beweist  man,  dass 

x{ya)  =  y{x») (a.  6) 

oder  symbolisch 

xy  =  yx  oder  {xy)  =  {yx) (a.  7) 

Weil  za  ein  Vektor  bedeutet,  so  ist  weiter  auch 

xyzot  =  {xy)z»  =  {t/x)z»  =  yxzx   \ 
und  j .  .  .  .  (a.  8) 

xyzx  =  x(yz)a  =  x{zy)»  =  ayzx  ) 
Den   Ausdruck    {x'\-y)x  wollen  wir  als  gleichbedeutend  an- 
nehmen mit  Ä«-|-j/«,  oder 

{x  +  y)»  =  xat-{^yx 
und  allgemeiner 

(^  +  y  "t"  ^)^  ^=  xa -{- ya -\-  z» (a.  9) 

Es  sind  diese  Gleichungen  als  die  Definition  der  Summe 
der  Zahlen  x ,  y  oder  x^  y  ^  z  za  betrachten. 


Weil  aber 

(a?  -f-  y  4"  *)*  =  ^»  -|-  jÄ  4"  -2^«  = 

=  ««  +  ir«  +  y«  nach  (a.  1)  == 
=  (a?  +  £r  -f-  y)«  nach  (a.  9) 
BO  schlieszt  man,  dass  wie  in  der  Arithmetik 

{^  +  y  +  z)^  =  {^  +  z  +  y)cc (a.9*) 

oder  symbolisch 

und  ebenso,  weil 

««  +  yÄ  +  ^a  ==  a?«  -f"  (ü^  ~\~  ^*)  nach  (a.  2)  = 

=  a?«  +  (y  +  ^)ä  nach  (a.  9)  = 

=  l«4(y +  -2?)!«  nach  (a.  9), 

schlieszt  man  dass  auch 

xa  -]-  y»  -{-  zx  =  \x  -^  (y  -]-  z)\a   .  .  .  .  (a,  9**) 
oder  symbolisch 

Mit  Hülfe   der  Figur  6  ist  es 
ein   Leichtes   die   Gültigkeit  des       ^'S 
durch  die  Gleichung  (a.  10)  aus- 
gesprochenen Satzes  darzuthun. 
x(i  +  xß=a{x'\-ß)  .  (a.  10) 
Es  sei 

0A  =  «,  AB  =  i3, 

wodurch  zugleich  ausgesprochen  wird,  dass  A'BV/AB. 
Zieht  man  noch  OB  und  OB',  so  ist  A  OAB  =  A  OA'B', 


weil  ^^  =  ^^  =  x    und     Z  OAB  =  Z  OA'B'.      Hieraus 

schlieszt  man 

-2g!  =  -J^'  =  ^  und  ZBOA  =  ZB'OA', 
OB         OA 

sodass   OB   und   OB'   der   Richtung  nach    zusammenfallen.   Es 
ist  deshalb 

OB'  =  j?.OB  oder  0A'  + A'B'  =  aj .  AB 

oder  Bchlieszlich 

xx-\'  aß  =  x(x  +  /3). 
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Als  Grenzfall  lässt  sich  der  Fall  betrachten,  wo  ß  mit  « 
gleiche  Richtung  hat.  Es  wird  dadurch 

und  allgemeiner 

xa»  -|-  xb»  =  x{ax  4"  ^*)- 

12.  Wenn  ein  Vektor  gezeichnet  wird,  welcher  die  nämliche 
Grösze  wie  »  aber  eine  der  Richtung  jenes  Vektors  entgegen- 
gesetzte Richtung  hat,  so  wollen  wir  denselben  mit  —  »  be- 
zeichnen und  den  negativen  Vektor  des  Vektors  a  nennen. 

Wird  »  durch  AE  dargestellt,  so  ist  BA  eine  Veranschau- 
lichung von  —  «. 

Aus  der  Definition  folgt  sogleich,  dass  der  Negative  eines 
negativen  Vektors  der  ursprüngliche  Vektor  ist,  oder  in  Zeichen 

—  (—«)  =  « (a.  11) 

Weiter  erhellt  auch  unmittelbar  aus  der  Definition,  dass 

T{—(i)=T(i,   ü{—x)  =  —  üct  .  .  .  .  (a.  12) 

Man  kann  deshalb  wieder  das  Zeichen  —  vor  einem  Vektor 
als  einen  Operator  betrachten,  welcher  dessen  Tensor  unge- 
ändert  lässt,  die  Richtung  des  Vektors  jedoch  umkehrt. 

Die  Addition  der  beiden  Vektoren  AB  und  BA  führt  zum 
Anfangspunkte  A  zurück.  Demnach  schreiben  wir 

AB  +  BA  =  0      oder     «  +  (— «)  =  0.  .  .  (a.  13) 

Wenn  zwei  Vektoren  gleich  sind ,  so  ist  einleuchtend ,  dass 
ihre  Negativen  auch  einander  gleich  sein  müssen. 

Unter    —  («  +  /3  + )    sei    der   Negative    des    Vektors 

(«  +  /3  + ),   unter   — x»   der  Negative  des    Vektors    x» 

verstanden. 

13.  Anstatt  zu  schreiben  «  +  ( — ß)  wird  einfacher  geschrie- 
ben »  —  /3 ,  und  man  sagt  sodann ,  dass  der  Vektor  ß  von  x 
subtrahirt  wird,  a  heiszt  Minuendus,  ß  Subtrahendus  und 
das  Resultat ,  d.  h.  die  Summe  der  Vektoren  »  und  —  ß ,  wird 
die  Differenz  der  Vektoren  a,  und  ß  genannt. 

Nach  dieser  Definition  der  Subtraction  gilt  die  nachstehende 
Gleichung 

a  +  {—ß)  =  »  —  ß (a.  14) 

14.  Als  erster  Satz  der  Subtraction  ergibt  sich: 
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Die   Differenz  zweier  Vektoren  a  und  ß  ist  ein  Vektor  der- 
art, dass  ß  zu  demselben  addirt,  »  als  Summe  ergibt. 
Denn  es  ist 

Ä  — /3  +  /3  =  «  +  (— /3)  +  iS,  nach  (a.  14) 

=  «  +  [(-^)  +  /3],  nach  (a.  2) 
=  » ,  nach  (a.  13). 
Ein   zweiter   Satz  lautet:   Wenn  zwei  Vektoren  gleich  sind, 
so    sind   ihre  Differenzen  mit  gleichen  Vektoren  auch  einander 
gleich. 

Denn  die  Negativen  gleicher  Vektoren  sind  einander  gleich, 
und  die  Summen  der  gegebenen  Vektoren  mit  diesen  Negativen 
können  nach  einem  Satze  der  Addition  nicht  verschieden  sein. 
Aus  dem  ersten  Satze  folgt  noch,  dass  wenn 

AC  =  AB  +  BC, 
auch 

AB=:AO  — BO 
und 

BC  =  AO  — AB 
sein  muss.  / 

Wenn    verschiedene   Operationen  (Additionen  und  Subtracti- 

onen)   nach   einander   ausgefiihrt   werden    sollen,   so   kann  die 

Reihenfolge  willkürlich  geändert  werden.  Man  hat  nämlich  die 

nachfolgenden  Transformationen : 

«-/3  +  y  +  J-*=«  +  (-^)  +  y  +  5  +  (-Oi  nach  (a.  14) 

=  «  +  y+(-0  +  3  +  (-/3),  nach  (a.  1) 
und  deshalb 

Ä-i3  +  7  +  J~»  =  «  +  y-«  +  5-i3,  nach  (a.  14)  .  .  (a.  15) 

In  gleicher  Weise  kann  bewiesen  werden 

«  —  /3  =  —  iS  +  « (a.  16) 

Mit  Hülfe  der  Figur   7    gelingt 

es  weiter  leicht  den  nachstehenden   ^Z 

Satz  zu  beweisen. 

-(«  +  l3)=-«-/3  .  (a.l7) 

Ea  sei  AB  =  *,  BC  =  i3,  so  ist 

AC  =  «  +  |3  und  CA=-(«  +  j3). 

Man  hat  jedoch  auch 

CA  =  CB  +  BA  =  — /3  — «  = 

=  —  «  —  /3 ,   nach   (a.  16) 
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und  somit  durch  Yerbindang  der  beiden  Werte  von  CA 

—  («  +  0)  =  — «  — /3. 
Mit  geringer  Mühe  lässt  dieser  Satz  sich  Terallgemeinern  z.  B. 

10.  _(«  +  /34-y)  =  -[(»  +  /3)  +  y]  = 

=  — («  +  j3)  — y  nach  (a.  17) 
=  —  »  —  ß  —  y. 

2«.  -(«-^-y  +  8)=-L«  +  (-/3) +  (-/)+$],  nach  (a.  14) 

=-«-(-/3)-(-y)->,  nach  (a.  17) 
=  -«+j-(-/3)j  +  j-(-y)j-J, 

nach  (a.  14) 
oder  schlieszlich 

-(Ä-i3-y  +  3)=-«  +  /3  +  r-J,  nach  (a,  11)  .  (a.  18) 
Sehen  wir  weiter  zu,  wie  das  associative  Princip  sich  hier 
gestaltet.  Dasselbe  wird  darch  die  beiden  nachfolgenden  Bei- 
spiele erläutert,  und  man  ersieht  daraus,  dass  die  Anwendung 
des  Princips  auf  dieselbe  Weise  stattfindet,  wie  in  der  Arithmetik. 
1«.  cc+ß  -  y  -  3+5  =  «+/3+(  -  y)4-(  -  J)+«,  nach  (a.  1 4) 

=  ^+iß+{  -  r)+(  -  i)+il  nach  (a.  2) 
oder 

«-f-|3— y-3+5==Ä-f-[/3-.y_J4.5],  nach  (a.  14).  .  .  (a.  19) 

20.  «+/3~y_3+5  =  «+i3+(-r)+(-J)+5,  nach  (a.  14) 

=  ^+ß+[{  -  y)+(  -  5)+*],  nach  (a.  2) 
=  «+/3+(-y-3+0,  nach(a.  14) 
=  «+/3-f[-(y+J-f)],  nach  (a.  18) 
oder  schlieszlich 

«+i3— r— J+f  =  Ä+/3-(y+S-6),  nach  (a.  14)  .  .  .  (a.  20) 

15.  Wir  wenden  uns  jetzt  einigen  Sätzen  anderer  Art  zu, 
ausgesprochen  durch  die  Gleichungen  (a.  21),  (a.  22),  (a.  24), 
und  (a.  25). 

P.  a{—ß)=^  -  a/3 (a.21) 

wenn  a  ein  Skalar  ist.  Denn  es  ist 

r.a(—  ß)  =  a  71(—  ß) ,  nach  (a.  4)  =  a  2]3 ,  nach  (a.  12) 
i7.a(—  i3)  =  J7(—  /3),      nach  (a.  4)  =  -  üß,  nach  (a.  12) 
r  (—  aß)  =Taß,         nach  (a.  12)  =  a  T/S ,  nach   (a.  4) 
J7  (—  a/3)=  —  JJa/S,     nach  (a.  12)  =^  —  17/3,  nach  (a.  4). 

Tensor  und   Einheitsvektor   stimmen,   wie  man   hieraus  er* 
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sieht ,   bei   a  ( —  ß)  und    —  aß  überein ,  woraus  die  Gleichheit 
der  Vektoren  a{—  ß)  und  — aß  unmittelbar  folgt. 

20.  a  («  —  /S  —  p'  +  J)  =  a«  —  a/3  —  ay  -}-  aJ  .  .  (a.  22) 

Denn  es  wird 

a(«_/3-y  +  3)  =  a[«  +  (-^)  +  (-r)+JL  nach  (a.  14) 

=  a«  +  a{-ß)  +  a  (~y)  +a3,  nach  (a.  10) 
=  aÄ  +  (— a/3)  +  (-ay)  +  aJ,  nach  (a.  21) 
=  a«  — ajS  — ay  +  öJ,  nach  (a.  14). 
Wie  bei  der  Addition  wollen  wir  den  Ausdruck  {a—b)ot  als 
gleichbedeutend  annehmen  mit  aa  —  &« ,  also 

(a  —  b)oL  =5  a«  —  J« , 
eine  Gleichung,  welche  vorläufig  nur  einen  Sinn  hat  für  a  >  6. 
Und  diese  Schreibweise  verallgemeinern  wir  zur  nachstehenden 
(a  —  J  +  c  —  d)a  =  ax  —  b»-\-  ex  —  dx  .  .  .  (a.  23) 
Auch   diese   Gleichung   hat   vorlaufig   nur   einen   Sinn,  falls 
a  >  6  und  a  —  b-\'  cy  d. 
Es  ist  weiter 

30.  xx  —  xß  —  x{x  —  ß) (a.  24) 

weil 

XX  —  xß^=^xx-\-  ( —  xß) ,  nach  (a.  14) 
==  a?«  +  j?  ( —  ß) ,  nach  (a.  21) 
=  0?  [ä  +  (—  /3)] ,  nach  (a.  10) 
=  x(x  —  /3) ,  nach  (a.  14). 
Eine  Folge  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  (a.  20)  ist: 
40.  x{a--b-\' c  —  d)  xzsz{xa  —  xb -\' xc—xd)  X,  .  •  (a.  25) 

Denn  nach  (a.  23)  ist 
X  (a  — 6  +  c— d)  x=^  X  (ax  —  bx  -^  cx  —  dx) 

=  xax  —  a?6«  4  -  xcx  —  a?^«,  nach  (a.  24) 

=  (ora  —  fljft  4"  ^^'^  ^^  * »  nach  (a.  23). 
Für  das  Symbol  x(a  —  b-}-  c  —  d)  gilt  demnach  wie  in  der 
Arithmetik  die  Formel 

x{a  —  b-\-  c  —  d)  =  xa  —  xb -{-  xc  —  xd. 
16.  Bisher  definirten  wir  nur  noch  die  arithmetischen  Zahlen 
als  Symbole,  welche  die  Länge  eines  Vektors  ändern. 

Wenn  nun  y  eine  solche  Grösze  ist,  so  kann  man  stets  den 
Vektor  —  yx  denken. 

Man    pflegt    hiebei    auch   zu   sagen,   das   Symbol   oder  die 
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algebraische   negative  Zahl  ( — y)  operire  an  den  Vek- 
tor «,  sodass  nach  dieser  Redensart 

(—  y)  «  =  —  J/« (a.  26) 

Diese  Gleichung  ist  als  Definition  der  negativen  Zahlen  zu 
betrachten ;  man  kann  eine  solche  Zahl  auch  mit  einem  einzigen 
Symbole  z.B.  x  bezeichnen,  womit  x-=—y  gemeint  ist.  j/ wird 
sodann  der  absolute  oder  der  numerische  Wert  der  negativen 
Zahl  genannt. 

Bei  dieser  Voraussetzung  gelten,  wie  unmittelbar  ersichtlich, 
die  Relationen: 

Txa  =  yTxt   Uxa  =  —  üa  (wenn  x=  —  y)    .  .  (a.  27) 

Der  negative  Skalar  x  vor  einem  Vektor  kann,  wie  wir 
hieraus  entnehmen ,  als  ein  Operator  betrachtet  werden,  welcher 
den  Tensor  des  Vektors  verkleinert  oder  vergröszert-  nach  dem 
Masstabe  des  numerischen  Wertes  des  Skalarcoefficiinten  und 
welcher  zugleich  die  Richtung  des  Vektors  entgegengesetzt 
macht. 

Es  behält  nunmehr  die  Gleichung 

a«  —  6«  =  (a  —  b)  a 
auch  einen  Sinn  in  dem  Falle ,  wo  a  und  b  arithmetische  Zahlen 
sind ,   und   6  >  a.   Denn   es   ist   sodann   die  zweite   Seite  jener 
Gleichung   gleichbedeutend   mit  —  (6  —  a)  a.  Der  Beweis  kann 
leicht  gegeben  werden  wie  folgt: 

(a  —  6)  Ä  =  a«  —  bct  = 

=  —  bx-}-  axy  nach  (a.  16)  = 
=  —  {bat  —  ax) ,  nach  (a.  18)  = 
=  —  (6  —  a)  « ,  nach  (a.  28). 

Weil  XX  auch  bei  negativem  x  ein  Vektor  ist,  so  behalten 
das  distributive  und  das  associative  Princip  der  Addition  und  Sub- 
traction,  wenn  Glieder  von  der  Form  xx  dabei  vorkommen, 
ihre  Gültigkeit. 

Man  weist  weiter  leicht  nach,  dass  auch  die  Gleichungen 
(a.  7),  (a.  8),  (a.  10),  (a.  21),  (a.  22),  (a.  24),  (a.  25),  bei  nega- 
tiven Skalaren  richtig  bleiben.  Man  kann  zu  dem  Zwecke  stets 
X  durch  —  y  ersetzen.  Indessen  überlassen  wir  dies  dem  Stu- 
direnden. 

17.  Wenn   ein   Vektor  xxx    construirt    wird,  so  wollen  wir 
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denselben  kürzer  mit  a^ot,  bezeichnen.   Indem  man  noch  setzt 

x^tt  -=  y» , 

wird   die   Identität   der   Symbole   x^   und  y  angenommen   und 

man  pflegt  zu  sagen:  die  Zahl  x  mit  zwei  potenzirt,  ergebe  y, 

oder  y  sei  die  zweite  Potenz  von  x. 

Umgekehrt,  wenn  man  setzt 

x^ot   oder  xxx  =  y» , 

so   bezeichnet   man   den   Vektor  x»   auch   mit    VyOL   oder  mit 

y^oL    und   pflegt  zu   sagen,   die  Zahl   x  sei  die   zweite  Wurzel 

aus  der  Zahl  y.  Man  erhält  somit,  wenn 

«*«  =  ya, , 
so  ist 

xoL  =  v'y« (a.  27*) 

und  es  enthalten  diese  Gleichungen  die  Definitionen  der  Potenz 
und  der  Wurzel  einer  arithmetischen  Zahl. 

In  gleicher  Weise  kann  die  Definition  höherer  Potenzen  und 
Wurzeln  (aus  arithmetischen  Zahlen),  als  die  zweiten,  erhalten 
werden ,  und  man  ersieht  leicht  die  Richtigkeit  der  nachstehen- 
den Formeln 

Aus  der  Algebra  übernehmen  wir  die  Schreibweisen 


.2?.  =  K  «"  ,    Ä"  "  =  . 

Der  Beweis  der  auf  die  Wurzeln  algebraischer  Zahlen  be- 
züglichen Sätze  kann  wie  in  der  Algebra  gegeben  werden. 

18.  Die  Deutung  des  Symbols  Vy»  hat  keine  Schwierig- 
keit, wenn  y  eine  arithmetische  Zahl  ist. 

Aus  (a.  27*)  kann  nämlich  unmittelbar  geschlossen  werden , 
dass 

Es  ist  somit  l/ y  ein  Operator ,  welcher  zwei  Male  nach  ein^ 
ander  wirkend  den  Tensor  in  einem  bestimmten  Verhältnis 
ändert,  die  Richtung  des  Vektors  jedoch  ungeändert  lässt. 

Anders  jedoch  verhält  sich  die  Sache,  wenn  y  eine  alge- 
braische negative  Zahl  z.  B.  —  x  ist ;  denn  es  soll  sodann  die 
zweimalige  Anwendung   des   Symbols  V^—  x  die  Richtung  des 
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Vektors  umkehren.  Man  pflegt  zu  sagen:  die  Zahl  ]/-^x  sei 
imaginär  und  wir  wollen  uns  mit  der  Deutung  der  Wirkung 
dieses  Symbols  in  diesem  Artikel  weiter  beschäftigen.  Der  Ein- 
fachheit wegen  sehen  wir  zunächst  nur  nach  der  Deutung  des 
Ausdrucks   l/— i  »  um. 

Dabei  soll  beachtet  werden ,  dasz  wir  im  Einklänge  bleiben 
müssen  mit  der  Formel 

V/IIT{l/==T«)  =  — « (a.  28) 

Die  zweimalige  Anwendung  der  Operation  V—i  soll  deshalb 
den  Tensor  des  Vektors  »  ungeändert  lassen,  die  Richtung 
JAdoch  umkehren. 

Es   kann  dies  nur  der  Fall  sein,  wenn  die  Operation  V—\ 
ebenfalls   den    Tensor   ungeändert  lässt  und  eine  Drehung  des 
Vektors   um  einen   rechten   Winkel   aus  seiner  ursprünglichen 
Lage  bewirkt. 

Die  Ebene,  in  der  die  Drehung  stattfinden  soll,  bleibt  unbe- 
stimmt. Es  kann  dazu  nicht  eine  tüülkürliche  durch  den  Vek- 
tor gehende  Ebene  gewählt  werden,  weil  sodann  die  zweimalige 
Anwendung  der  Operation  nicht  zu  — «zu  fähren  braucht. 
Andrerseits  hat  aber  keine  durch  «  gehende  Ebene  einen  Vor- 
zug vor  einer  anderen  Ebene,  welche  ebenso  »  enthält. 

Wir  schlieszen  daraus,  dass  unter  V — i  a  zu  verstehen  sei 
das  Complez  der  Vektoren,  erhalten  durch  Drehung  des  Vek- 
tors »  um  einen  rechten  Winkel  in  allen  durch  x  gehenden 
Ebenen.  Die  sämtlichen  Vektoiren  bilden  eine  Ebene  und 
zwar  eine  Ereisoberfläche ,  beschrieben  um  den  Anfangspunkt 
des  Vektors  a  in  einer  zu  a  senkrechten  Ebene  mit  einem  Ra- 
dius =s  T»,  Der  Vektor  wird  deshalb ,  durch  die  Operation 
V/— 1 ,  wie  wir  es  nennen  wollen,  zu  einem  circularen Strahlen- 
complez  gespalten. 

Wir  schlagen  vor  dasselbe  einen  Vektorkreis  zu  nennen, 
und  der  Anfangspunkt  des  Vektors  et  heisze  der  Mittelpunkt 
des  Vektorkreises. 

Unter  der  Richtung  des  Vektorkreises  V — 1 »  sei  diejenige 
des  Vektors  »  verstanden.  Der  Tensor  des  Vektorkreises  sei 
derjenige  eines  jeden  Radius.  Einen  Vektorkreia^  der  Richtung 
«,  dessen   Radius  der  Längeneinheit  gleichkommt,  wollen  wir 
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einen   Einheitsvektorkreis   nennen   und  mit   {/.V/HTac  bezeich- 
nen. Man  erhält  dadurch  die  nachstehenden  Formeln 

!r.V/:3r«==!n»,     (7.  VCTT«  =  V/I:T  tr«  .  .  .  (a.29) 

19.  Das  Symbol  2r(v^l—r«)  sei  gleichbedeutend  mit  \/~i{za)^ 
V-^x»  mit  V—  1  {Vx»)^  also 

z(V^^a)=  \/Z:T{zx)  und  l/ir^Ä=  \/Zri{\/xx)  .  (a.30) 
Die  beiden  ersteren  Ausdrücke  deuten  wir  daher  als  das 
Resultat  der  Anwendung  der  Operationen  V/— i  an  den  Vektor 
za.  Es  ist  dasselbe  ein  Yektorkreis,  dessen  Richtung  mit  der- 
ienigen  des  Yektorkreises  V/— i«  übereinstimmt,  dessen  Radius 
jedoch  im  Verhältnis  z :  1  vergrössert  erscheint. 

Endlich  sei  (y-\'Z  i^— i) »  gedeutet  durch  die  Gleichung 

{y  +  z  |/irr)Ä=y«+  l/HTC;?«)    ....  (a.  31) 

20.  Sehen  wir  zu,  ob  wir  durch  die  Definition  des  Symbols 
l/HT «  wirklich  mit  der  Gleichung  (a.  28)  im  Einklang 
bleiben. 

Wir  wenden  daher  auf  l^  — 1  «,  d.  h.  auf  das  Complex  der 
Radien  des  Kreises ,  den  Operator  l/— 4  an.  Aus  jedem  Radius 
OP  des  Vektorkreises  (Fig.  8)  ent- 
steht dadurch  ein  Vektorkreis  in 
einer  zu  OP  senkrechten  Ebene 
mit  dem  Radius  T«  beschrieben. 
Diese  Ebene  muss  OA  enthalten, 
weil  OAJ.OP.  Die  sämtlichen 
ans  den  Radien  entstandenen  Vek- 
torkreise haben  somit  die  beiden 
Vektoren  OA  und  OA'  gemeinsam 
oder  das  durch  sämmtliche  Vektor- 
kreise erhaltene  Gebilde  besteht  aus  den  beiden  Vektoren  OA 
and  OA'.  (Es  bedeutet  OA'  der  Negative  des  Vektors  OA). 
Die  zweimalige  Anwendung  der  Operation  V/—i  führt  demnach 
auf  OA,  oder  auf  OA',  oder  auf  beide.  Es  ist  indessen  leicht 
diese  Zweideutigkeit  au&uklären. 

Wenn  wir  nämlich  an  OA  mit  -  V^— 1  operiren,  so  haben 
wir  jeden  aus  OA  durch  Anwendung  der  Operation  V—\  er- 
haltenen Strahl  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  nehmen. 
Es  resultirt  daher  aus  der  Anwendung  der  Operation  —  V — i 
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im  ganzen  genommen  dieselbe  Figur,  wie  ans  der  Operation 
V—i ;  daher  auch  zweimalige  circulare  Spaltung  des  Vektors 
aufgefasst  werden  kann  als  die  Anwendung  einer  der  vier 
nachfolgenden  Operationen : 

v/:^T(  V:^^),  v/=T(-  v/:=T),-  V:^T(  v/=D,-  V::^{-  v/=T), 

deren  erste  und  letzte  der  Operation  — -1,  deren  beiden  mitt- 
leren der  Operation  +  1  gleich  kommen,  wodurch  auch  die  zwei- 
malige circulare  Spaltung  sowohl  auf  —^  als  auf  «führen  muss. 

21.  Schlieszlich  wollen  wir 
noch  ganz  allgemein  das  Sym- 
bol Ä  +  V—i  ß  deuten.  Es  sei 
darunter  verstanden  das  Gom- 
plex  der  Strahlen  erhalten  durch 
die  Addition  des  Strahles  a  zu 
jedem  der  Strahlen  des  Yektor- 
kreises  v/— i  /3. 

In  der  Figur  9  sei  0A  =  «,  AB=j3.  Der  Vektorkreis  V^^ß 
ist  in  der  Figur  gezeichnet.  Es  sei  AP  einer  der  Radien  des- 
selben ,  so  ist  OP  =  OA  -|-  AP  einer  der  in  «  +  V—  1  ß  ent- 
haltenen Vektoren.  Lassen  wir  AP  den  Vektorkreis  beschrei- 
ben ,  so  beschreibt  OP  die  Seitenfläche  eines  Kegels ,  dessen 
Mittelpunkt  0,  dessen  Grundfläche  der  Kreis  A  ist. 

Das  Symbol  a  +  V  —  1  ß  stellt  daher  die  sämtlichen  Seiten- 
linien des  schiefen  kreisförmigen  Kegels  vor,  dessen  Scheitel 
der  Anfangspunkt  von  »  und  dessen  Grundfläche  der  Vektor- 
kreis  V—\  ß  ist. 

Wir  schlagen  vor  dieses  Gebilde  einen  Vektorkegel  zu 
nennen. 

Ein  Vektorkegel  wird  daher  stets  durch  die  sämtlichen 
Seitenlinien  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  (der  analytischen 
Geometrie)  gebildet. 

Wenn  ß  =  x»^  wo  o?  eine  positive  oder  negative  algebraische 
Zahl  ist,  wenn  ß  daher  in  die  Richtung  von  »  fällt,  so  wird 
der  Vektorkegel  «  -|-  V^^xx  oder  (1  +  ^  V^^^)  ot,  ein  rech- 
ter, indem  die  Grundfläche  in  diesem  Falle  senkrecht  steht 
zur  Richtung  des  Vektors  OA  oder  »^  welcher  mit  der  Achse 
des  Kegels  zusammenfällt. 
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Aus  dem  im  vorhergehenden  Artikel  Angeführten  ist  einleuch- 
tend, dass  die  beiden  Vektorkegel  «-[-  V^— 1  ß  und  «— V/— 1/3 
identische  Gebilde  darstellen. 

Die  Summe  und  die  Differenz  zweier  Vektorkegel  wollen 
wir  durch  die  beiden  nachfolgenden  Gleichungen  definiren: 

{a  +  l/=rr/3)  ±  («'  +  V^=Tß')  =  {a±  «')  +  V:^{ß  ±  ß')  {a.  32) 

Mit  der  Deutung  des  Symbols  V^— i »  sind  wir  schon  ganz 
auf  das  Gebiet  der  Quaternionen  hinübergegangen,  deren  ein- 
gehendre  Behandlung  erst  in  den  nächsten  Abschnitten  erfolgt. 
Wir  werden  dort  Gelegenheit  finden  noch  näher  auf  obige 
Deutung  zurück  zu  kommen.  (Siehe  den  4^°  Abschnitt,  Art.  97). 

22.  Wir  wenden  uns  jetzt  der  Erörterung  einiger  sehr  wich- 
tiger Sätze  zu: 

P.  Jeder  Vektor  y  in  der  Ebene  zweier  gegebenen  Vektoren 
a  und  ß  kann  linear  in  et  und  ß  ausgedrückt  werden;  d.  h. 
es  findet  eine  Relation  statt  von  der  Form 

y  =  xa  -\'  yß  oder  a«  -|-  6/3  -|-  ^  =  0  .  .  .  .  (a.  33) 

wo  ^ ,  2^ ,  a ,  6 ,  c  positive  oder  negative  Skalare  sind. 

Die  drei  Vektoren  ^,  j3,  y,  denken  wir  uns  aus  einem  gemein- 
schaftlichen Anfangspunkte  0  ge-  ^r 
zogen.   Es  sei  0A  =  «,   0B=j3,    ^'^ 
00  =  y  (Kg.  10). 

Wenn  y  mit  a  und  ß  in  einer 
Ebene  liegt,  so  werden  Gerade, 
aus  G  parallel  zu  a  und  ß  ge- 
zogen, die  Vektoren  ß  und  a 
bzhw.  oder  deren  Verlängerungen  schneiden  müssen  z.  B.  in 
C,  (y  bzhw. 

Es  ist  sodann 

00 = ocr' + cr'o  =  oo" + oo'. 

Man  kann  jedoch  setzen 

OO'^x»,  0(y=yß, 

wenn  j;,  y  positive  oder  negative  Skalare   sind.  Deshalb  wird 

y  =  «»  +  yß- 

Die  Groszen  j?,  y  stellen  die  Verhältnisse  der  Längen  der 
Componenten  von  y  in  die  Richtungen  »  und  ß  zu  den  Längen 

2 
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der  Vektoren  »  und  ß  selbst  vor.  Man  ersieht  daraus  sogleich, 
dass  der  Vektor  00 
bei  positivem  x  und  positivem  y  in  dem  Winkel  AOB  liegt 

>  negativem^    >    negativem y  >     >    Gegenwinkel  A'OB', 
»  >        ^    »    positivem  y  ^     >    Nebenwinkel  A'OB , 

>  positivem  o;   >    negativem  ^  »     >  >  AOB\ 

Es  ist  unschwer  die  Coefficienten  x  und  y  auf  andre  Weise 
zu  deuten.  Man  findet  leicht  die  Transformation 

_  OO;^  _  Flache  A  00"B 


OA        Flache  A  OAB 

Es  ist  weiter  Flache  aOC"B  =  AOOB,  weil  0"0//0B.  Un- 
terscheiden wir  noch  die  gleichen  Flächen  OOB  und  OBO  dadurch , 
dass  wir  setzen 

AO0B=  — AOBO 

und  bezeichnen  die  Flachen  der  Dreiecke  OBO ,  OOA ,  OAB  mit 
0./3y,  O.y«,  0.«/3,  so  wird 

O.ßy         .     ,  O.y« 

X  ==  —  7c — TT»  oJid  ebenso  v  =  —  -7c — ^. 

Die  Gleichung  y  =zxoL'\-yß  lässt  sich  hiernach  in  die  nach- 
folgende symmetrische  Gestalt  bringen 

«0.,Sy  + /30.yÄ  +  yO.«/3  =  0 (a.  34) 

Vektoren  in  einer  Ebene  werden  complanar  genannt* 

Man  kann  nun  auch  leicht  den  umgekehrten  Satz  beweisen: 
Wenn  zwischen  drei  Vektoren  »^  ß^  7  eine  Relation  statt- 
findet von  der  Form  (a.  33) ,  so  müssen  dieselbe  complanar  sein. 
Denn  weil  y  z=:ixx-{-yß  ^  so  liegen  die  beiden  Endpunkte  von 
^  in  der  Ebene  von  »  und  ß;  somit  sind  ct^  ß,  y  complanar. 
Die  Gleichung  (a.  33)  drückt  daher  die  Bedingung  aus .  unter 
welcher  drei  Vektoren  complanar  sind.  Dieselbe  wird  daher  die 
Bedingung  der  Complanaritat  genannt.  In  dieser  Bedingung 
sind  nach  (a.  34)  die  Coefficienten  a^  b^  c  proportional  zu  den 
Gröszen  O./S7,  O.^ä,  0.«/3, 

2^.  Jeder  Vektor  im  Räume  kann  linear  ausgedrückt  werden 
in  drei  willkürlich  gewählte  nicht  complanare  Vektoren. 
Es  sei  in  der  Figur  11 

0A=:«,  0B  =  /3,  00  =  y,  0D  =  >. 
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Bringen    wir   eine  Ebene  durch   OC    und   OD,    welche  die 
Ebene    AOB    schneide    in    OD". 
Ziehen  wir 

DD" //CO  und  DD'//D'U 
Endlich  sei 

D"Di"//AO  und  D"D;'//B0, 
so  ist 
0D  =  0D"  +  D"D  = 

=  OD."  +  D,"D"  +  D'T)  = 
=  OBI"  +  OD,"  +  OD'. 
Es  kann  jedoch 
OD,"  =  xa,  ODj" =yß,  OD'  =  -^r 
gesetzt  werden ,  wenn  x,  y,  z  po- 
sitive oder  negative  Skalare  sind. 
Demnach  wird 

i  =  afa  +  yß-^zy 
Wir   wollen   noch   die   Bedeutung   der  Coefficienten  x,  y,  z 
näher  erörtern.  Es  ist  nämlich 


(a.  35) 


j:  = 


OD," 


Fläche  A  OD,"B       Volumen  ppd.  OD,"BC 


OA     ^  Fläche  A  OAB     '^  Volumen  ppd.  OABC 
wo   ppd.    OABC   abgekürzt   steht  statt   des  Parallelepipeds  auf 
den  Seiten  OA,  OB,  OC  construirt.  Man  hat  weiter 
Vol.  ppd.  OD,"BC  =  Vol.  ppd.  OD"BG,  weil  D,"D"//  der  Ebene  OBC 

=  Vol.  ppd.  ODBC,    >     D"D//    >       >      OBO. 
Setzen  wir  wieder: 

Vol.  ppd.  ODBC  =  —  Vol.  ppd.  OBOD , 
so   wird 

x  =  —  Vol.  ppd.  OBCD  :  Vol.  ppd.  OABC. 

Demnach  geht  die  lineare  Gleichung  für  3  (a.  35)  über  in 

a  V.  0BCD  +  i3  F.  OODA+y  F.ODAB  +  J  r.OABC  =  0.  (a.  36) 

wenn    mit    F.  OBCD    das  Volumen  des  Parallelepipeds  auf  den 

Seiten  OB,  OC,  OD  construirt,  gemeint  ist. 

3^.  Jeder  Vektor  y ,  welcher  mit  zwei  anderen  a  und  ß  den- 
selben Anfangspunkt  0  hat  (oder  coinitial  ist),  während 
die  drie  Endpunkte  C,  A,  B  in  einer  Geraden  liegen  (drei 
solche  Vektoren  werden  terminocollinear  genannt),  lässt 
sich  darstellen  durch 
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y=      T^   ,   oder  y=  ,"V.     («-37) 

oder  ist  mit  diesen  anderen  Vektoren  «  und  j3  verbunden  durch 
eine  Relation  von  der  Gestalt 

aÄ  +  6j3  +  ^  =  ö »  ^^  zugleich  a  +  ^  +  c  =  0  .  (a.  38) 
^«  y,  u,  a,  6,  c  sind  hier  wieder  Skalare,  positive  oder 
negative. 

Es  sei,  um  dies  darzutun,  in 
der  Figur  12  0A=«,  06  =  /?, 
00  =  ^,  so  findet  man  daraus 
OB=00+CB,  OA=00  +  OA 
somit 
CB  =  OB- 00  =  /3  — y, 
OA  =  OA  — 00  =  «  — y. 
.^       Weil    OB    und    OA    gleiche 
oder  entgegengesetzte  Richtun- 
gen haben,  so  kann  man  setzen 

OA  =  t?.OB, 

wo  ü  ein  Skalar  ist,  positiv,  wenn  OB  und  OA  gleiche  Rich- 
tungen haben  d.  h.  wenn  0  auf  der  Verlängerung  der  Geraden 
AB  liegt,  negativ,  wenn  0  auf  der  Geraden  AB  selbst  liegt. 
Es  wird  hierdurch 

«  —  y  =  t?  (^  —  y) 

OL T/S 

Indem  man  v  durch  —  u  ersetzt,  findet  man,  dass 

»'=-iT^ (-»«) 

einen  Vektor  00  darstellt,  für  welchen  bei  positivem  u  der 
Punkt  0  auf  AB  selbst ,  bei  negativem  u  auf  der  Verlängerung 
der  Geraden  AB  liegt. 

Die   Gleichung   (a.  38)  ist  nur  eine  andere  Gestalt  der  Glei- 
chung (a.  37).  Setzt  man  nämlich  in  (a.  39)  u  =  y :  ^,  so  wird 

a?  +  y 
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oder 

oder  auch 

««  +  y/3  +  iry  =  0, 
wenn 

z^^  —  (^  +  y)  d.  h.  jj-|-y  +  ;er  =  0 

gesetzt  wird. 

Die  Bedeutung  der   Goefficienten  x,  y,  ^  in  der  zuletzt  er- 
haltenen Gleichung  läset  sich  leicht  angeben.  Denn  es  war 


CA    ^  CA 

t,  =  gg0der  u ^- 


Deshalb  ist  auch 


y  __OA_OA        JL  _  y_ 

x~     OB~BO  BO~"OA* 


und  hieraus  leitet  man  her: 


-?-=: X -=   ^+y   _  —  ^_ 


z 


BC  ■"  CA  ~  B0  +  CA  "^  BA  ~  AB 
oder  schlieszlich 

X         y    z 

BÖ  ~  CA  ■"  AB' 

Dieselbe  Bedeutung  haben  die  Goefficienten  a,  6,  c  in  der 
Gleichung  (a.  38).  Dabei  müssen  die  Richtungen  der  Geraden 
BC,  CA,  AB  beachtet  werden. 

4^.  An  das  Vorhergehende  schlieszt  sich  die  Frage  au,  einen 
Vektor,  welcher  mit  drei  anderen  gegebenen  Vektoren  coini- 
tial  ist  und  seinen  Endpunkt  in  der  Ebene  der  Endpunkte 
dieser  drei  gegebenen  Vektoren  hat,  mittelst  derselben  aus- 
zudrücken. 

Es  seien  0A  =  «,  0B  =  /3,  OC  =  y  die  gegebenen  Vek- 
toren, OP  =  p  der  gesuchte  Vektor,  so  müssen  die  Vektoren 
et  —  p  =  PA,  ß  —  p  =  PB,  7— jö  =  PC  complanar  sein;  daher 
muss  nach  (a.  33)  irgend  eine  Relation  von  der  Form 

^{»  —  p)+y{ß-p)  +  ^{r-p)=^o 

stattfinden,  und  hieraus  erhält  man  unmittelbar 

xcc  +  yß  +  zr 

' x  +  y  +  z       ^"*') 

wodurch  die  gestellte  Frage  gelöst  ist. 
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23.  Geometrische  Örter.  Im  vorigen  Ä.rtikel  sahen  wir, dass 

wenn  man  u  alle  möglichen  Werte  beilegt,  einen  geometrischen 
Ort  darstellt,  nämlich  die  Verbindungsgerade  der  Endpunkte 
der  Vektoren  «  und  ß. 

Allgemeiner  können  wir  sagen,  dass 

p=f{u)x  +  (p{u)ß (a.41) 

wo  u  ein  Skalar  und  »  und  ß  gegebene  Vektoren  bedeuten, 
einen  geometrischen  Ort,  eine  gewisse  Curve,  in  der  Ebene 
von  X  und  ß  darstellt. 

Denn  die  Gleichung  (a.  41)  sagt  aus,  dass  p  aus  den  beiden 
Componenten  f{u)x  und  (p{u)ß  zusammengesetzt  gedacht  wer- 
den kann.  Wählen  wir  daher  die  Richtungen  der  Vektoren  a 
und  ß  als  X  und  Y  Achse  eines  recht-  oder  schiefwinkligen 
Goordinatensystems,  dessen  Anfangspunkt  der  gemeinsame  An- 
fangspunkt der  Vektoren  «  und  /3  sei,  so  können  wir  für  irgend 
einen  Punkt,  dessen  Vektor  p  der  Gleichung  (a.  41)  genügt, 
schreiben 

x=f{u)Tc^,     y  =  (p{u)Tß (a.42) 

und  die  Elimination  von  u  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen 
führt  auf  eine  Gleichung: 

F{xy)=C, 
die  analytische   Gleichung   der  fraglichen  Curve  im  gewählten 
Goordinatensystem. 

Es  wird  in  diesem  Falle  p  eine  Funktion  des  Skalars  u  genannt. 

In  derselben  Weise  erkennt  man,  dass 

p  =  tp{u,ü)Ä+/(M,ü)/3  +  (p(M,t?)y.  .  .  .  (a.  43) 
wenn  «,  ßj  y  drei  nicht  complanare  Vektoren  sind,  eine 
Oberfläche  darstellt,  und  dass  man  die  Gleichung  derselben  in 
analytischen  Raumcoordinaten  in  Bezug  auf  « ,  j3 ,  p^  als  Coor- 
dinatenachsen  erhält  durch  die  Elimination  von  u,  v  zwischen 
den  drei  Gleichungen 

x  =  ^{u,v)Tx,  y=f{u,v)Tß,  z=:<p{u,v)Tr    .  (a.44) 
Und  ebenso  wird  mit 

p  =  rP(u)c^+f{u)ß  +  (p{u)y (a.45) 

eine  Raumcurve  bezeichnet,  weil  man  zwischen  den  Gleichungen 
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^=V(ii)r«,  y=f{u)Tß,  z  =  <p{u)Ty.  .  .  {a.46) 

den  Skalar  u  zweimal  eliminiren  kann. 

Man  hätte  dies  auch  ohne  die  Zuhülfenahme  der  analyti- 
schen Geometrie  leicht  ersehen  können. 

Wenn  man  nämlich  dem  Skalar  u  in  (a.  45)  nach  einander 
alle  möglichen  Werte  erteilt,  so  wird  der  Endpunkt  des 
Vektors  0  dieser  Gleichung  eine  Raumcurve  beschreiben  müssen, 
weil  im  allgemeinen  auf  jeden  der  Gleichung  (a.  45)  genügen- 
den Wert  von  p  nur  ein  einziger  Wert  von  p  folgen  wird. 

Bei  der  Gleichung  (a.  43)  jedoch  kann  man,  indem  ein 
bestimmter  Wert  der  Grösze  u  beigelegt,  v  dagegen  ver- 
änderlich gelassen  wird ,  den  Endpunkt  des  Vektors  p  erst  eine 
Curve  beschreiben  lassen ;  wählt  man  nachher  einen  andren 
bestimmten  Wert  für  u,  so  beschreibt  auch  der  Endpunkt 
des  Vektors  p  eine  andre  Curve.  Wiederholt  man  dies  für  alle 
möglichen  Werte  der  Grosze  u,  so  werden  alle  in  solcher 
Weise  erhaltenen  Gurven  eine  Oberfläche  bilden. 

Noch  sei  erwähnt ,  dass  mit  der  Gleichung  (a.  43)  die  nach- 
stehende 

aequivalent  ist ,  wenn  überdies  eine  bestimmt.e  Relation  zwischen 
^9  2^9  ^  gegeben  ist.  Und  in  derselben  Weise  ist  (a.  45)  mit 
jener  Gleichung  aequivalent,  wenn  ausserdem  noch  zwei  be- 
stimmte Relationen  zwischen  x,  y ,  z  stattfinden. 

24.  Einige  Beispiele  mögen  das  Vorhergehende  erläutern: 

10.  p  =  u«  +  ^1  —  ^^ß  ^^^  ^^^  Bedingung  —  1  <  w  <  1 
stellt  eine  Ellipse  dar;  wenn  man  Tx  =  a^  Tß  =  b  nimmt,  so 
werden  die  Gleichungen  (a.  42)  für  diesen  Fall 

.r  =  Möt ,  y=  VX  —  u^h  oder  x'=aco8  6 ,  y  =  b  sini 

und  diese  Gleichungen  gehören  jedem  Punkte  einer  Ellipse  an, 
in  welcher  die  Vektoren  a  und  ß  als  conjugirte  Durchmesser 
vorkommen. 


20.  p  =  tt«  +  ü/S  +  V'^l  —  u^  —  u^  y ,  mit  der  Bedingung 
—  l  <V/u*  +  t>*<  1»  ist  die  Gleichung  eines  Ellipsoids,  mit  «, 
j3,  ^  als  conjugirten  Durchmessern. 

30.  p  =  tt^Ä  +  ü^/3 -f  (m  +  t?) V    führt    zur    Elimination    von 
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Uj  V  aus 


^  =  tt^a ,  y=^v^b^  -?  =  (tt  +  t?)*  c  =  (m*  +  2wt?  +  v^)c. 
Es  ist  hierdurch 

a  0  c        a        0 

und  die  Elimination  ergibt 


\c        a        b) 


4ay  __ 


=  0 


ab 

einen    Kegel   zweiten   Grades,   der   durch   die  Ebenen  a;  =  0, 
t/  =  0,  -2:  =  0,   oder  OBO,   OOA,   OAB,   wie   unmittelbar   er- 
sichtlich, berührt  wird. 
40.  Ebenso  fährt 

a    .   ß  y 


UV         u-^-v 
zur  Elimination  Ton  u,  v  aus 


a 


•»  =  -»  ^  =  -1   ^ 


u     "       V  u+ V 

Dadurch  ergibt  sich 

— I 1 —  =0  oder  ayz  -|-  bzx  +  cxy  =  0. 

X       y       z 

Die  gegebene  Gleichung  gehört  somit  wieder  einem  Kegel 
zweiten  Grades  an,  welcher  jedoch  in  diesem  Falle  die  Durch- 
schnitte der  Ebenen.  a:  =  0,  y  =  0,  ^r  =  0,  zu  je  zwei  genom- 
men, d.  h.  die  Geraden  OA,  OB,  OC,  enthält, 

25.  Differentiale  von  Vektoren,  Wenn  ein  Diffe- 
rential eines  Vektors  a  ohne  weitere  Nebenbedingung  gebildet 
werden  soll,  so  wird  damit  gemeint  ein  willkürlicher  Vektor 
aus  dem  Endpunkte  des  Vektors  »  gezogen. 

Es  erscheint  aber  weiter,  wie  aus  den  drei  vorhergehenden 
Artikeln  einleuchtet,  ein  Vektor  p  manchmal  als  Funktion  an- 
derer  gegebenen   Vektoren    «,   j8,    y  und  einer  oder  mehrerer 

Skalarvariabeln   u ,   v Wir   wollen   diese  Funktion  ganz 

allgemein  denken 

p  =  (p  (ä,  /3,  y,  tt,  t? ) (a.  47) 

Es   kann    nun  gefragt  werden,  welche  Änderung  p  erleidet, 

wenn  man  eine  oder  mehrere  der  Gröszen  « ,  /3 ,  ^,  u ,  t; 

eine  Änderung  erfahren  lässt. 
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Dies  ZQ  yeranschaulichen  ist  die  Figur  13  gezeichnet  0  ist 
der  Yektorenanfangspunkt ,  die  gezeichnete  Corve  der  von  dem 
Endpunkte  des  Vektors  OP  =  p  beschriebene  geometrische  Ort. 

Bei  demselben  wollen  wir  ct,^  ß^  y  constant  erhalten  und 
nur  eine  Änderung  der  Grösze  u 
erteilen.  Die  Gleichung  (a.  47) 
hat  nämlich  bei  einer  Raumcurre, 
wie  wir  in.  Art.  23  sahen,  die 
Gestalt  p  =  cp  («,  iS,  y,  tt);  weil 
« ,  /3 ,  y  constant  bleiben ,  so  wol- 
len wir  hierfür  ein&cher  schreiben 

P  =  ^  (tt). 
Eine   Änderung   der   Grösze   u  ^^ 
allein  bewirkt,  dass  der  Punkt  P 
die    Curve   entlang  sich    bewegt, 
z.  B.   nach  Q.   Es  ist  deshalb   OQ  -^  OP   oder  PQ  die  durch 
Änderung  von  u  bewirkte  Änderung  von  p  oder 

PQ  =  Ap  =  ^(u+At*)  — t^u). 

H/LMiLTON  wählt  nun  als  Definition  des  Differentials  des 
Vektors  p 

dp  =  d\p (ii)  =  Lim.  n  j vM  w -| )  —  ^{u) | ,  fttrn  =  oo  .  (a.  48) 

und  diese  Definition  hat  den  Vorteil  vor  der  üblichen ,  dass 
mit  derselben  die  Gröszen  dp  und  du  nicht  notwendig  als  un- 
endlich klein  betrachtet  zu  werden  brauchen.  Andrerseits  ist 
dieselbe  für  diesen  Fall  mit  der  üblichen  Definition  im  Ein- 
klang, wie  leicht  ersichtlich. 

Ist   nämlich  du    nicht   unendlich  klein,  so  nähert  sich  doch 

bei  wachsendem  n  die  Grösze  —  der  Null.   Man  kann  deshalb 

n 

bei    sehr   grossem    n   die    Grösze    ^  ( u  -j ]  durch 

t^(u)  +  ,^'(«)^J-r(«).i(^y4-.... 

ersetzen ,  wobei  i//^  if"  die  Deriyirten  der  Funktion  ^  bedeuten. 
Es  wird  deshalb 
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dp  =  Um.n  U'(m)— +  ^»i(^)    + \=rlj\u)du. 

Das  80  definirte  Differential  von  p  hat  auch  eine  leicht  an- 
gebbare geometrische  Bedeutung.  Bei  wachsendem  n  nähert  sich 

nämlich  der  Vektor  ip  (m  +  — )  dem  Vektor  i^(m)  oder  OP d.h. 

in  der  Figur  13  nähert  der  Punkt  Q  die  Gurve  entlang  sich  dem 

Punkte  P.  Es  wird  deshalb  tp(iiH )— ^(w)   bei  wachsendem 

n  als  ein  unendlich  kleines  Bogenelement  der  Gurve  betrachtet 

werden   können,  und  Lim.  n    v^(w-| )— ^(w)     oder  rfp  wird 

ein  endlicher  Vektor  in  der  Richtung  der  Tangente  im  Punkte 
P  sein. 

Der  Tensor  dieser  Vektors  ist  du.T4^'{u);  den  Wert  dieses 
Tensors,  wenn  du  der  Einheit  gleich  genommen  wird,  wollen 
wir  den  Tensor  des  Tangentialvektors  im  Punkte  P  nennen, 
und  den  Vektor  mit  diesem  Tensor  einfach  den  Tangen- 
tialvektor  im  Punkte  P.  Derselbe  ist  eine  Funktion  von  u, 
nämlich  i^'(u). 

Aus  dem  Taogentialvektor  können  wir  sodann  wieder  einen 
anderen  Vektor  herleiten,  nämlich 

d\p^{u)  =  Lim.  n }  \^'(  tt  -| )  —  ^\u)  | ,  für  n  =  oo  , 

I      \  n  /  I 

und  dieser  wird  das  zweite  Differential  des  Vektors  p  genannt. 

Die  oben  definirten  Differentiale  dp  und  du  sind  von  Hamilton 
simultane  Differentiale  genannt  worden. 

26.  Die  Länge  s  des  Bogens  der  Gurve,  von  einem  bestimmten 
Punkte  Pq  derselben  bis  zum  Punkte  P  gemessen,  kann  als 
eine  Funktion  F{u)  des  Skalars  u  betrachtet  werden.  Man  kann 
demnach  die  Grösze  da  nach  der  Formel 

ds  =  Lim.  n    fIu-] j  —  F{u)    ,  Lim.  n  =  oo    .  (a.  49) 

berechnen ;  und  das  in  dieser  Weise  bestimmte  ds  ist  ein  Skalar, 
weil  dasselbe  von  s  oder  F(u)  gilt.  Es  lässt  sich  nun  aber 
leicht  ersehen,  dass  das  in  diesem  Sinne  genommene  ds  der 
Grösze  Tdp  gleich  kommt,  so  dass  mau  die  Relation 
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•      •      •      4      « 


.  (a.  50) 


ö 


ds  ==  Tdp 

hinschreiben  kann. 

Denn   es   sei   in   der  Figur  14,  wo 
PqP  =  « ,  OP  =  p  genommen  ist 

T.P„F=^«+^),OPw(u  +  ^) 
somit 

T.fF'=F(u  +  ^^  —  F{u)  .  (a.  51) 

PF=tP^u  +  ^)  — *(i*)  .  (a.  52) 

Es  ist  sodann  nach  (a.  49) ,  (a.  51) 

ds  =  Lim.  nZPF 

=  r.Lim.n.PF  nach  (a.  4) 
=  2ldfp  y   nach    (a.  52)  in  Verbindung  mit  der 
Definitionsgleichung  der  Grösze  dp. 

Die  Gleichung  {a.  50)  wird  bei  späteren  Anwendungen  mehr- 
mals benutzt  werden. 

27.  Wenn    p   zu   einer   Oberfläche  gehört,   daher   der   Glei- 
chung (a.  43) 

p  =  iKu,  t?)  «  +/(w,  v)ß-^<p  (tt,  t?)  y  =  F{uj  v) 
genügt,  so  kann  man  auch  partielle  simultane  Differen- 
tiale von  p  bilden 

duP  =  Lim.  n    i^f  ii  +  — ,  v)  —  F{u,v)  L 

dpP  =  Lim.  n    F(u^v-\ )—  F{u,v)    , 

Yektoren,   welche   beide   in   der   Tangentialebene  des  Punktes 
mit  dem  Vektor  p  liegen. 


QUOTIENTEN  VON  VEKTOREN. 

QÜATERNIONEN. 


28.  Die  Operation,  durch  welche  ein  Vektor  »  in  einen 
anderen  ß  übergeführt  wird,  heisst  der  Quotient  der  Vek- 
toren  ß    und  a  oder  der  Quaternion  ß  dividirt  durch  «  ^). 

Man  schreibt  denselben 

ß 
ß:  x  =  q  oder  -  =  y (*•  1) 

und    nennt,    dem   bisherigen   Sprachgebrauch   gemäsz,   ß  den 
Dividendus  oder  Zähler,  x  den  Divisor  oder  Nenner. 

Dass  der  Operator  q  an  einen  Vektor  a  wirkt  und  dass 
daraus  ß  resultirt,  bezeichnen  wir  wie  nachstehend, 

ß  =  q» (6.2) 

Die  Operation  der  Überführung  eines  Vektors  in  einen  an- 
deren besteht  aus 

1^.  einer  Ausdehnung  oder  Zusammendrückung  des  Vektors 
«,  bis  dessen  Tensor  demjenigen  des  Vektors  ß  gleich  ge- 
«worden  ist. 

2^.  einer  Drehung  in  der  Ebene  der  beiden  Vektoren  a>  und 
ß  d.  h.  um  eine  Achse  senkrecht  zu  dieser  Ebene,  während 
der  Drehungswinkel  dem  Winkel  zwischen  den  Vektoren  « 
und  ß  gleich  kommt. 

Ein  Quaternion  ist  deshalb  bestimmt  durch: 


1)  Man  Mhe  die  Anmerkung  aof  S.  2. 
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P.  die   Grosze  der  Aasdehnung  oder  Contraction,  d.  h.  das 

Verhältnis  der  Tensoren  der  beiden  Vektoren,  also 

Tß 
Ti3  :  T(t  oder   ~. 

Dieses    Verhältnis    wird   Tensor   des   Quaternions  q  ge- 
nannt  und  mit  Tq  bezeichnet  Es  gilt  demnach  die  Gleichung 

Tq  =  f^ (fe.3) 

Weil  Tot  und  Tß  nach  dem  Yorigen  Abschnitt  arithmetische 
Zahlen  sind,  so  ist  anch  Tq  stets  eine  solche. 

20.  Die  Ebene,  in  der  die  Drehung  stattfinden  soll.  Anstatt 
dieser  Ebene  pflegt  man  das  Lot  dazu  in  einem  bestimmten 
Sinne  gezogen  zu  geben.  Wir  wollen  die  Verabredung  machen , 
dass  die  Senkrechte  zur  Ebene  der  beiden  Vektoren  stets  nach 
der  Seite  gezogen  wird,  von  welcher  aus  gesehen  die  Drehung 
Ton  OL  nach  ß  entgegengesetzt  der  Bewegung  der  Zeiger  einer 
Dhr  erscheint. 

Das  so  bestimmte  Lot  soll  die  Achse  des  Quaternions 
q  heiszen  und  mit  Ax.q  bezeichnet  werden.  Dieselbe  ist  ein 
Vektor  unbestimmter  Länge. 

30.  Die  Grosze  des  Drehungs winkeis  des  Quaternions,  welchen 
wir  mit  ^  q  bezeichnen  wollen.  Wir  setzen  vorläufig  fest ,  dass 
derselbe  stets  zwischen  0  und  t  enthalten  sein  soll. 

Weil  die  Achse  des  Quaternions  durch  zwei  Gröszen  bestimmt 
wird,  z.  B.  durch  die  beiden  Winkel  mit  zwei  gegebenen  Vek- 
toren in  einem  bestimmten  Sinne  gezählt,  so  braucht  man  zur 
Bestimmung  eines  willkürlichen  Quaternions  im  ganzen  yier 
Gröszen,  daher  Hamilton  auch  den  Namen  »Quaternion*'  de- 
riyirte. 

29.  Zwei  Quaternionen  sollen  einander  gleich 
heiszen,  wenn  dieselben  in  Tensor,  Achse  und  Drehungswin- 
kel übereinstimmen. 

Wenn  wir  demnach  die  beiden  Vektoren  OA  und  OB  eines 
Quaternions  OB :  OA  in  der  Ebene  OAB  drehen ,  während  die 
Tensoren  der  Vektoren  nngeändert  bleiben  oder  beide  in  demsel- 
ben Verhältnis  geändert  werden,  und  solches  während  der  Winkel 
zwischen  den  Vektoren  constant  erhalten  wird,  so  bleibt  auch 
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der  Quaternion   ungeändert.   Oder  kürzer   kann  mau  auch  sa- 
gen:  Wenn   das   Dreieck   OAB   in   seiner  Ebene  gedreht  wird 
und   zugleich    deformirt,   so   dass  es  sich  selbst  ähnlich  bleibfc, 
so  bleibt  der  Quaternion  OB :  OA  ungeändert. 
Es  folgt  hieraus  noch  die  Formel 

OB  _  ^.OB 

OA  ""  x.OA 
wenn  x  einen  Skalar  bedeutet. 

Auch  bei  Quaternionen  wollen  wir  die  Gültigkeit  der  beiden 
Qrund«ätze  des  ersten  Abschnittes  (Art.  3)  annehmen. 

"Wenn  —  =  q  und  '-,=zq\  während  g  =  q\  so  braucht  noch 

nicht  ß=^ß'  und  x=^  x*  zu  sein.  Es  ist  vielmehr  nur  not- 
wendig, dass  die  Vektoren  ff  und  «'  (OB'  und  OA')  mit  ß 
und  X  (OB  und  OA)  in  derselben  Ebene  oder  in  parallelen 
Ebenen  liegen,  wodurch  Ax.q  mit  Ax,q  übereinstimmt,  und 
dass  die  Dreiecke  OAB  und  OA'B'  ähnlich  sind.  Denn  es  ist 
hierdurch  Z,q=Z,q   und  Tq=  Tq\ 

30.  Die  beiden  Operationen,  aus  welchen  nach  Art.  28  ein 
Quaternion  zusammengesetzt  ist,  können  wir  auch  i;iach  ein- 
ander ausgeführt  denken;  zuerst  die  Drehung,  nachher  die 
Ausdehnung  (oder  Zusammendrückung)  oder  umgekehrt. 

Wir  wollen  die  im  Quaternion  q  enthaltene  Drehung  den 
Yersor  des  Quaternions  nennen  und  mit  Uq  bezeichnen. 
Dass  dieser  Operator  an  einen  Vektor  x  wirkt,  geben  wir 
dadurch  zu  erkennen,  dass  wir  das  Symbol  Uq  vor  das  Zei- 
chen X  setzen,  durch  einen  Punkt  von  einander  getrennt. 

Uq  ist,  wie  aus  dem  Vorigen  ersichtlich,  ein  Quaternion, 
der  einen  Vektor  in  einen  anderen  gleicher  Länge  überführt. 
Die  absolute  Grösze  dieser  Länge  kommt  nach  dem  Vorigen 
nicht  in  Betracht.  Wir  können  deshalb  die  Formel  hinschreiben 

^^1  =  ^ (^•3-) 

Ein  solcher  Quaternion  wird  von  Hamilton  Radial  genannt. 
Wir  haben  somit 

TUq=l,   UUq=Uq (&.4) 

üq  ist  bestimmt  durch  Aa.q  und  ^  q. 
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81.  Nach  dem  vorigen  Artikel  ist  Uq,»  ein  aus  x  entstan- 
dener Vektor.  Lassen  wir  noD  an  diesen  den  Skalaroperator 
Tq  wirken  d.  h.  unterwerfen  wir  den  in  die  neue  Lage  ge- 
ratenen Vektor  einer  Ausdehnung,  so  wird  dies  durch  das 
nachfolgende  Zeichen  ausgedrückt:  Tq  üq,x. 

Es  hat  nun  aber  die  ganze  Operation  q  stattgefunden;  das 
Resultat  ist  somit  auch  qx  nach  (6.  2)  und  wir  können  des- 
halb symbolisch  schreiben: 

q  =  TqUq (&.  5) 

und  sagen  sodann ,  dass   üq  mit  Tq  multiplicirt  ist  ^). 

32.  Soll  ein  Vektor  in  einen  anderen  gleicher  Richtung 
übergeführt  werden,  so  wird  dies  schon  durch  die  alleinige 
Anwendung  der  Operation  Tq  bewirkt.  Es  ist  demnach  in  diesem 
Falle   q=^Tq  zu  setzen,  und  zugleich,  nach  (fr.  5),   27^  =-1. 

Soll  ein  Vektor  in  einen  anderen  entgegengesetzter  Richtung 
übergeführt  werden,  so  wird  dies  ebenso  durch  die  alleinige 
Anwendung  der  Operation  —  Tq  bewirkt.  In  diesem  Falle  ist 
daher  zu  setzen  j=— Ty  und  zugleich,  nach  (6.5),  1/^=— 1. 
Es  erscheinen  hiernach  die  positive  und  die  negative  Einheit 
als  eine  besondere  Art  von  Versoren. 

In  diesem  Sinne  kann  die  Wirkung  einer  positiven  oder  ne- 
gativen algebraischen  Zahl   -f-  x  oder   —  a^  wo  x  eine  arith- 
methische  Zahl  bedeutet,  wie  nachstehend  gedeutet  werden 
(-j-  x)  x  =  a  {-]-  1.«)  und  ( —  x)x  =  ( —  1.«). 

33.  Wie'  üq  so  ist  auch  Tq  ein  Qaaternion,  nämlich  ein 
solcher,  der  einen  Vektor  in  einen  anderen  gleicher  Richtung 
überführt.  Es  ist  deshalb 

TTq  =  Tq,   UTq  =  l (&.  6) 

Hamilton  führt  in  seine  Rechnungsweise  auch  noch  den 
Ausdruck  Norm  eines  Quaternions  ein  mit  dem  Zeichen 
Nq  und  mit  der  Definition 

Nq  =  {Tqy=Tq^ (J.  7) 

Diese  Gleichung  besagt  zugleich,  dass  wir  bei  {Tq)^  die 
Klammern  der  Einfachheit  wegen  fortlassen  wollen. 


1)  Man  sehe  die  Anmerkang  aaf  S.  2. 
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34.  Wenn   der  Quaternion  q  den  Vektor  »  in  ß  überführt, 

so  sei  mit  -  derjenige  Qaaternion   bezeichnet,   welcher  umge- 

9 
kehrt  den  Vektor  ß  m  »  übergehen  macht. 

Weil    Uq   den  Einheitsvektor  der  Richtung  »  in  denjenigen 

der  Richtung  ß   überführt,   so   wird  -jj-     den    Übergang    des 

Einheitsvektors   üß  in   üx  bewirken. 

Es    sind    wohl    unmittelbar   die   nachfolgenden   Gleichungen 
einleuchtend 

Ax-  =  —  ÄX.  (7,    Z-  =  -^?f     T-  =  -=-,     ü  -rrsz  —-  .    (&.  8) 

q  ^         q  ^         g         Tq         q        Uq     ^       ' 

Die  dritte  dieser  Gleichungen  wird  übrigens ,  wie  nachstehend, 
bewiesen : 


q  ß       Tß       Tß  ß       Tq 

Man  schlieszt  hieraus  noch 

^^ = (^-)' = (i)' -  ^  -  W  ■•■<'• '■' 

-  wird   der  reciproke   Quaternion   des  Quaternions  q 

genannt. 

Es   ist   unmittelbar  ersichtlich,  dass  der  Reciproke  eines  re- 

ciproken  Quaternions,  der  ursprüngliche  Quaternion  ist. 

1 
Die  Quatemionen  g  und  —  können  deshalb  reciprok  zu  ein- 

? 

ander  genannt  werden. 

In  einer  Formel  heiszt  dies 

\  =  g (i-9) 

35.  Zwei  Quatemionen  mit  gleichem  Tensor,  gleichem  Dre- 
hungswinkel aber  entgegengesetzter  Achse  werden  conju* 
girte  Quatemionen  genannt,  und  wenn  q  der  eine  der- 
selben ist|  so  wird  der  andere  mit  Kq  bezeichnet« 
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Führt  q  den   Vektor  OA  in  OB  über,  oder  ist  y==^,  bo 

OB 

können  wir  in  der  Ebene  OAB  einen 

Vektor  OB'  zeichnen  (Figur  15),  welcher      ^^^ 

mit  OA  nach  der  andern  Seite  einen 

Winkel  bildet,  der  dem  Winkel  AOB 

gleich  kommt  und  dessen  Tensor  der 

Relation  genügt  ^"x^  f    A 

T.OS!  =  r.OB. 

OB' 
Es  wird  sodann  -7^-r-    den   Quater- 

OA 

nion  Kq  darstellen  oder  Kq  führt  OA  ^ 

in  OB'  über.  Die  nachfolgenden  Formeln  gelten  demnach : 

Ax.Kq  =  -Äx.q,ZKq=^q,  TKq=Tq,    ÜKq=ü-=j^ .  (6.10) 

Aus  TKq  =  Tq  folgt  noch 

NKq=Nq (6.11) 

Ans  den  Relationen  (6. 10)  ergibt  sich 

Kq=.TKqUKq=Tq.^ (6.11*) 

Unmittelbar  wird  die  nachstehende  Formel  einleuchten: 

K{Kq)  =  q (6.12) 

oder   in  Worten,  der  Gonjugirte  eines  conjugirten  Quaternions 
ist  der  ursprüngliche  Quaternion. 

Der  Kürze   halber   wollen   wir   anstatt   K{Kq)  einfach  KKq 
oder  K^q  schreiben. 

Man  ersieht  dann  auch  weiter  die  Richtigkeit  der  Formeln 

E}'^q  =  q,  K^^-^^q  =  Kq, 
wenn  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Die   Symbole  K  und    ü  an  einen     FidJu  ^^ 

Quaternion   nach  einander  operirend,  B< 

sind  commutativ,  oder 

KUq=  ÜKq   ...  (6.  13)       _^ 

Denn,  wenn  in  der  Figur  16  y=OB:OA,  ^^-  '     IAA 

Kq  =  OB' :0A,   während   OB,,   OA,, 

OB/  Einheitsvektoren  sind,  so  ist  B!^ 

8 
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Durch  die  Verbindung  der  Begriffe  dieses  Artikels  mit  denen 

des  vorigen   erhält  man   noch  mit 
Hülfe  der  Figur  17,  bei  welcher 

Z  A'OB  =  Z  BOA  =  Z  AOB, 
und 

r.0A'=r.0A,  r.0B'=r.0B: 

K-=^K  — —  —  —  -—=  ^ 


q  OB~OB  ""OB'      Kq 

op    oder  kürzer  K-=  r^^  .  .  .  {b.  14) 
-^  q      ji.q 

36.  Unter  xq ,   wobei  wir  voraussetzen  7  =  p—  ,  während  x 

ÜA 

ein  positiver  oder  negativer  Coefficient  ist,  wollen  wir  verstehen 

den  Quaternion,  welcher  den 
Vektor  OA  in  den  Vektor  «.OB 

Ti^.ß         \/  überführt,    wodurch    wir    die 

Gleichung  erhalten 

'»?=-^ÖÄ'  '  •  ^**^^^ 
In     dem    besonderen    Falle 
a?==  —  1 ,  schreiben  wir  einfacher 
—  OB      OB,    .^,        ^Q. 

Wir  können  im  allgemeinen 
zwei  Fälle  unterscheiden 

1^.  X  ist  ein  positiver  Skalar.  Es  ist  sodann 
Ax.xq  =  Ax.q^  Axq^^q^  Txq  =  xTq,  üxq  =^üq   ..(6.1 6) 
2^.  X  ist  ein  negativer  Skalar,  nämlich   — y.  Bei  dieser  An- 
nahme wird 

Ax.xq  =  —  Ax.q^  Z.xq  =  ir—Z.q,  Txq=yTq^  üxq^—  Uq  (6.  17) 
Die  letztere  dieser  Formeln  ist  nachstehend  bewiesen. 

üxq  =^  U{  —y)q  =  U  —^-r—    iiach     der    Definition    (6.  15)  = 
=  U.y^-^^^  nach  (a.  21) 
=  U.  -^  nach  (J.  16)=  U(-q). 
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Es  ist  jedoch  ^•(—7)  ein  Quaternion,  welcher  den  Einheits- 
vektor Oa  (Fig.  18)  in  O^^  überführt,  nnd  dieser  ist  der  Ne- 
gative des  Radiais  ^r- ;  deshalb  ist 

f^(-?)  =  —  ^9 (6.  18) 

and  schlieszlich 

Uxq  j=  —  Uq. 

Als   besondere  Falle  der  Gleichungen  (b.  16)  {b,  17)  können 

betrachtet  werden 

wenn  x  eine  arithmetische  Zahl  ist,  nnd 

Tx  =  y 
wenn  x  die  algebraische  negative  Zahl  — y  bedeutet. 
Denn  es  ist  in  dem  ersten  Falle 

T.x=T{x.l)  =  aTl  nach  {b.l6)  =  x 
und  in  dem  zweiten  Falle 

Ta:=5T[y.-l)=yr.-l  nach  (6.  17)=:y, 
weil  das  Verhältnis  der  Längen  der  Vektoren  bei  dem  Quater- 
nion   -1  der  Einheit  gleich  kommt. 

Die  Ausdrücke  x{yq)^  xyq  und  {xy)q  betrachten  wir  als 
identisch. 

Wenn  an  einen  Vektor  »  zuerst  die  Operation  x  und  nach- 
her die  Operation  q  vollzogen  werden  soll,  so  wollen  wir  dies 
schreiben  qxx. 
Es  gilt  der  Satz 

qxx  =  xqa (618*) 

Denn  es  ist  offenbar  gleichgültig,  ob  wir  erst  den  Tensor 
des  Vektors  im  Verhältnis  x  ändern ,  sodann  den  erhaltenen 
Vektor  drehen  und  wieder  den  Tensor  im  Verhältnis  Tq  ändern, 
oder  ob  man  erst  den  Vektor  dreht,  und  sodann  den  Tensor 
nach  einander  in  den  Verhältnissen  Tq  und  x  sich  ändern 
lässt. 

Ebenso  ersieht  man  leicht,  dass 

xyq=yxq {b.  18**) 

weil 

OB     xyOB      ,,,-.,     y^OB       ,,    -,         OB 
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und  im  allgemeinen  wird  einleuchtend  sein,  dass  die  arithme* 
tischen  Zahlen  an  einen  Qaaternion  operirend  dieselben  Gesetze 
befolgen  müssen,  denen  sie  bei  ihrer  Operation  an  Vektoren 
gehorchen. 

Einige  weiteren  Formeln  sind 

^'     ^    9)        ["OAJ  OA   ~      OA  OA     9'(^'^^) 

Man  nennt  —q  den  negativen  Quaternion  von  q. 
Es  ist  deshalb  der  Negative  eines  negativen  Quaternions  der 
ursprüngliche  Quaternion. 

20.  —  igt  ein  Quaternion,  welcher  den  Vektor  or.OB  in  OA 
xq 

überführt,  wenn 

q  =  OB:  OA. 

Es  sei 


so  ist 


OB'  =  Ä?.OB , 


OA 


aq        OB' 

Ziehen  wir  B'A  und  BAV/B'A,  so  erhalten  wir 

OA        OA' 


Weil  aber 


so  ist 


OB'  ~  OB 


T.OA':  T.OA=  T.OB  :  0B'  =  1 :  ä, 


r.OA'  =  -  T.OA  und  demnach  OA'  =  1  OA. 


X 


X 

Es  wird  hierdurch 

J_0A'_^_10A_11_ 
xq~0^  ~  OB  ~x  OB~x  q  '  ^  ' 
3".  K.xg  =  xKq.  Dies  zu  bewei- 
sen, setzen  wir  erst  voraus,  x  sei 
ein  positiver  Skalar.  Wir  nehmen 
an ,  dass  in  der  Figur  20  9  =  OB :  OA, 
jrj  =  OB,  :0A,  ZAOB'  =  ZBOA, 

3'   r.oB'  =  r.oB  und  r.oB, '  =  r.oB, . 
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Es  wird  dadurch 

^  ^OB,      OB,'     X.OB'         OB'        ^ 

Weiter  wollen  wir  zeigen,  daas 

K(^q)=^Kq (6.21) 

Zu  diesem  Zwecke  haben  r   7i  y^n 

wir  nur  in  der  Figur  1 8  OB,    "X^  S 

durch  den  negativen  Vektor 
von  OB ,  von  dem  Punkte  0 
aus  gezogen,  zu  ersetzen,  wie 
in  der  Figur  21,  in  welcher  y^^ 

r.OB  =  r.OB'  = 
=  r.OB,  =  T.OB/. 
Es  ist  jetzt,  wie  bei  dem      ^  -  , 

vorigen  Beweise  •^' 

_,.      ,      _,0B,'      OB,      -OB'         OB'  _. 

Allgemeiner  ist  dadurch,  wenn  y  positiv  ist 

^i-yq)  =--  Kyq  =  —  yKq, 
sodass  für  alle  positiven  und  negativen  Werte  von  x  die  Formel 

Kxq^xKq (i.  22) 

bewiesen  ist. 

Wenn  wir  den  Ausdruck  -  als  gleichbedeutend  annehmen  mit 
x—1  wie  wir  durch  die  Gleichung  (i.  23)  aussprechen  wollen, 

'  X     1 

SO   lässt  die   Gleichung  (6.11*)  sich  auch  in  die  nachstehende 
Gestalt  bringen 

^^-% (^-2*) 

and  weil 

q~  TqUq~  (Ty)*   Uq  ~  Nq  Uq ' 
so  kann  auch  erhalten  werden 

l  =  :p.oderiry=^ (6.24«) 

q         Nq  ? 
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37.  Die  Summe  zweier  Quaternionen  mit  gleichem  Nenner, 
wollen  wir  durch  die  Gleichung  {b.  25)  definiren 

»+''=!+!=^ <'-^^) 

Es  ist  leicht  diese  Definition  geometrisch 
zu  interpretiren    Wenn  in  der  Figur  22, 

«  =  0A,  /3  =  0B,  ß'  =  OB\ 
so  sei  BC//=OB'  gezogen. 
Es  wird  dadurch 

,     ,_0B  ,  OB'     00 

Die    Summe    zweier    Quaternionen   mit 
gleichem  Divisor  ist  somit  ein  neuer  Quaternion. 

Aus  der  Definition  der  Summe  folgt  sogleich ,  dass  dabei  der 
Satz  gilt 

y  +  V  =  ^ili?!  =  ^J±i(nach  a.l)  =  q'  +  q. 

Und  allgemein  ist  wegen  der  Gleichung  (a.  1),  wenn  q,  q\ 
q"j , .  J.  Quaternionen  mit  gleichem  Divisor  sind 

?  +  y'  +  ?"  +  r  +  ---  =  <?  +  ?"'  +  ?"  +  ?'  + (i-26) 

Wegen  der  Gleichung  (a.  2)  wird  auch  die  nachstehende 
Gleichung  einleuchtend  sein 

?  +  ?'  +  ?"+?'"  +  ..••  =  ?  +  ?'  +  (?"  +  ?"'  +  •.••)  .  (ft-27) 

Die  Summe  zweier  willkürlichen  Quaternionen  q  =  OB :  OA 
und  q  =  OB' :  OA'  sei  so  verstanden : 

Wenn  die  Quaternionen  q  und  q  in  verschiedenen  Ebenen 
(d.  h.  in  nicht  parallelen  Ebenen)  enthalten  sind ,  so  kann  man 
die  beiden  Nenner  der  Quaternionen  nach  der  diesen  Ebenen 
gemeinsamen  Geraden  überbringen,  indem  man  nach  Art.  29 
die  beiden  Vektoren  eines  jeden  der  Quaternionen  so  lange 
dreht,  bis  die  Nenner  in  jene  Durchschnittsgerade  der  Ebenen 
zusammenfallen. 

Nach  demselben  Artikel  können  nachher  die  Tensoren  der 
beiden  der  Richtung  nach  zusammenfallenden  Nenner  einander 
gleich  gemacht  werden ,  indem  man  auch  den  Tensor  des  Zählers 
eines  jeden  der  Quaternionen  in  demselben  Verhältnisse  ändert, 
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in  welchem  der  Nenner  dieses  Qaatemions  eine  Änderung  er- 
fahren hat. 

Efi  sind  dadurch  die  beiden  Quaternionen  auf  einen  gemein- 
samen Nenner  reducirt  und  die  Summe  kann  nunmehr  nach- 
dem Anfang  dieses  Artikels  bestimmt  werden. 

Wenn  die  beiden  gegebenen  Quaternionen  in  derselben  Ebene 
-oder  in  parallelen  Ebenen  wirken ,  so  kann  jeder  in  einer  dieser 
Ebenen  enthaltene  Vektor  zum  gemeinsamen  Nenner  gewählt 
und  nach  der  Reduction  der  beiden  Quaternionen  auf  diesen 
Nenner  die  Summe  unmittelbar  bestimmt  werden. 

Auch  die  Summe  zweier  willkürlichen  Quaternionen  ist  hier- 
nach commutativ. 

Der  Ausdruck  ?+?'  +  ?"  +  9"H"—>  i^  welchem  5,  <j[^  q\  q"\ ... 
willkürliche  Quaternionen  bedeuten,  gibt  zu  erkennen,  dass 
zu  dem  Quatemion  q'\-q'  der  andere  q'  addirt  werden  soll, 
nachher  zum  Qaaternion  J  +  j'  +  q"  der  andere  q'"  u.  s.  w. 

Es  können  nicht  mehr  als  zwei  willkürliche  Quaternionen 
zugleich  auf  denselben  Nenner  reducirt  werden ,  weil  drei  Ebenen 
im  allgemeinen  nicht  eine  gemeinsame  Gerade  enthalten. 

Im  Art.  71  wird  der  Studirende  einen  einfachen  Beweis 
finden,  dass  auch  bei  der  Summe  mehrerer  willkürlichen  Qua- 
ternionen das  commutative  und  das  associative  Princip  gültig 
bleiben,  daher  wir  hier  nicht  länger  dabei  verweilen  wollen. 

38.  Es  können  leicht  mit  Hülfe  des  vorigen  Artikels  einige 
weiteren  Sätze  bewiesen  werden: 

1^  ?  +  (-?)  =  0  •  •  •  • (*-28) 

Denn  es  ist 
,  ,      ,      OB   ,/    0B\       OB  ,    -OB       ,    ,.   -., 

=  ^^  +  ^""^^)  nach  (Ä.  25)  =  0  nach  (a.  13). 

2«.  «?  +  y?  =  («+yk (*-29) 

Denn  man  erhalt 
:^^^q=^^j^y^J'Aj^  „ach  (6. 15)=^Ö^  nach  {b.  25)  = 

^(£±Mnach  (o.  9)  =  («+y)^  nach  (b.  15). 
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3^.  Allgemeiner  erhält  man  in  derselben  Weise: 

^9  +  yi  +  ^i  +  —  =  {x  +  y  +  ^  +  — )  ?  •   (*.  29*) 

{x  +  y  +  z  +  ....)q  =  {x'{-z  +  y  + )ql  ^^^^. 

{x  +  y+z+ )?==[«  +  (y  +  ^)  +  ....]?|  ' 

ß  .       ßl        aß        xß'        xß  +  xff 

X  X  (K  X  X 

X  X 

Oder  kürzer 

«?  +  *?'  =  (?+?') .  •  •  (»-SO) 

Wenn  zwei  Quaternionen  q  und  q  einander  gleich  sind, und 
auch  q'  =  q''\  so  wird  daraus  geschlossen  werden   können 

Dieser  Satz  kann  als  unmittelbare  Folge  des  zweiten  Grund- 
satzes im  Art.  8  betrachtet  oder  auch  auf  geometrischem  Wege 
bewiesen  werden.  Wir  überlassen  indessen  dieses  letztere  dem 
Studirenden. 

39.  Die  Differenz  zweier  Quaternionen  q  und  /  definiren  wir 
durch  die  Gleichung 

?-?'  =  ?  +  (-?') ....(6.31) 

Sind  die  beiden  Quaternionen  anf  den  nämlichen  Nenner 
reducirt,  also 

q  =  ß:a,  q'  =  ß':a, 
so  ist 

=  ^+^~^)  nach  (6.  25)  =  ^.^iK  nach  (a.  14) .  (6.  82) 

X  X 

Es  ist  daher  die  Differenz  zweier  Quaternionen  ein  neuer 
Quaternion. 

In  gleicher  Weise,  wie  in  Art.  14  ftlr  Vektoren  bewiesen 
ist,  kann  man  auch  hier  zeigen,  dass  die  Differenz  zweier 
Quaternionen  zu  dem  Subtrahendns  addirt,  den  Minuendus  ergibt. 

Ebenso  ergibt  sich,  wie  in  Art.  14,  dass  die  Differenzen 
zweier  einander  gleichen  Quaternionen  mit  zwei  anderen  glei- 
chen Quaternionen ,  wieder  einander  gleich  sein  müssen. 

Aus  der  Definition  (&.  31)  kann  wie  in  dem  schon  mehrmals 
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genannten  Artikel  die  CommutatiyilSt  der  einzelnen  Glieder  bei 
der  Addition  und  der  Sabtraction  hergeleitet  werden. 
Es  ist  weiter 

-(?  +  ?')  =  -?-?' (J-38) 

Denn 

^^       ^  \«        «/  et  a 

-ß—ff  -ß       ß' 

=      ^     ^  nach  (a.l7)  =  — ^^-  nach  (6.32)  = 
ot  et  et 

ß       ff 


et        et 
Die  Verallgemeinerung  lautet  sodann  wieder 

-(?+?'+?")=-  !(?+?')+?'  \=-(t^i')-q" q-q'-q"[bM) 

und 

-iq-q'-i+f) — [?+(-?0+( -?")+?'"],  "«»chCft.  31), 

?-(-?')-(-?")-?"'.  nach  (6.  34), 

?-|-|  -(-?')!+!  -(-?")!  -?"',nach(01) 

oder 

_(y_^'_^"+y"')=_j  +  /  +  /'_j"',  nach  (6.19).  .  .  (6.35) 

Wie    die    Gleichnngen    (a.  19) ,    (a.  20)    können    weiter   die 
nachstehenden  bewiesen  werden. 

?  +  ?'-?"-?"'+?'^  =  ?  +  (?'-?"-?"'+?").  .  •  (^-86) 
?  +  ?'-?"-?'".+  ?"  =  ?  +  ?'-(?"+?'"-?")•  .  •  (*-37) 
Noch  wird 

x{^q)  =  —  xq (6.38) 

Denn 

^(-?)  =  ^(-f)  =  ^-=^  =  ^^^  nach  (6.15)  = 

= nach  (a.  21)  = =  —  «  —  =  —  ^tö^. 

Weiter 

j?(y--5''4" /')  =  ^?  —  «j^'  +  ä/'.  .  .  .  :   .  (6.39) 
weil 

^  (?-?'  +  ?")  =  -H?  +  (-?')  +  '^4') = ^?  +  *(-?')  +  "4'  =■■ 

=  xg-\-  {— ^/)  +  ^?''  =  ^<?  —  .2?<?'  +  .2??". 

Schlieszlich 

(jj  —  y  +  -?)  y  =  a?j  — .  yj'  +  ^j (6.  40) 

Man  hat  nämlich  die  Transformationen 
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CC  OL 

=  ^-y^  +  -^nacb(a.23)  =  ^-g^  +  ^  = 

Es  sind  alle  diese  Formeln  analog  den  in  der  Arithmetik 
gültigen  Relationen.  Wir  wenden  uns  jetzt  aber  einigen  speciell 
hierher  gehörigen  Formeln  zu. 

40.  Wenn  wir  die  Figur  23  nehmen,  so  finden  wir 

_  (T.OB)»  +  (r.OB')*  +  2  (r.OB)  (r.OBQ  cot  A  B^OB 

^^®^  ^(?+?') = iV^  +  iVj'  +  2  7'|?  T4  cos  Z  B'OB .  {b.  41) 

Es  lässt  sich  hieraus  unmittelbar 
1$   ^g'^ — ""^  schlieszen,  dass 

N{qJ^(^)  und  Nq  +  N^ 
nur  in  dem   Falle  einander  gleich 
kommen,  wenn 

co«ZB'OB  =  0, 
d.  h.  wenn 

Z  B'OB  =  J. 

Es  ist  weiter  T^q-^-q')  nur  dann  gleich  Tj' 4"  ^?'i  wenn 
co«ZB'OB=l,  d.  h.  wenn  die  Quaternionen  q  und  /  nur 
an  Tensor  verschieden  sind,  oder  wenn  q'=^xq  {x  sei  ein 
positiver  Skalar)  geschrieben  werden  kann. 

Es  ist  endlich  r(^  +  /)=  Tq-Tq  wenn  co«ZB'OB=-l, 
d.  h.  wenn  q'  :=i^xq  ist. 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  im  allgemeinen  auch  nicht 
U{q  4"  /)  dem  Symbol   Uq  +  Uq   gleich  sein  kann. 

Wenn  wir  nämlich  in  der  Figur  23  um  0  als  Mittelpunkt  eine 
Kugel  mit  der  Läogeneinheit  als  Radius  beschreiben ,  welche  die 
Geraden  OA,  OB,  OC,  OB'  in  A^,  B],Ci,B/  bzhw.  schneide,  so  ist 
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üq  =  OB,  :  OA, , 

Uq'  =  OB/  :  OA, , 

U{q  +  q')  =  OC^  :  Ok,. 

Wenn    wir  weiter  das   Parallelogramm   OBiCB/   beschreiben, 

so  wird 

üq+  Uq'  =  OG\Ok,. 

Im   allgemeinen   ist   dieser   Ansdrack  nicht  einmal  ein  Yersor. 
Es  kann  deshalb  nur  dann 

Uq  +  Uq' =  ü{q  +  q') 
sein,   wenn   OC   und   OG  der  Richtung  nach  zusammenfallen, 

and  wenn 

T.OG  =  1. 

Die  letztere  Bedingung  erfordert,  weil  sodann 

T.oo'  =  r.OB,  =  r.B,C' 

2 
dass  der  Winkel  B/OB  =  -  s-  sei ,  und  die  erstere  Bedingung 

erfordert,  dass 

T.OB  =  T.OB'  oder  Tq  =  Tq\ 

Wir  erhalten  deshalb  den  Satz: 

Nur  wenn  Tq=Tq  und  wenn  nach  der  Reduction  auf  glei- 
chem Nenner  die  Zähler  der  Quaternionen  einen  Winkel  von 
120^  einschlieszen ,  kann 

U(q+^)=^Uq+V^ 
sein. 

Analoge  Betrachtungen  sind  auf  T(q—q')  und  U{q^^)  an- 
wendbar. 

Gehen  wir  nunmehr  zu  ir(j4"/)  über.  Es  gilt  der  Satz: 

K(q  +  ^)=^Kq  +  Kq' (6.42) 

Dies  zu  beweisen,  setzen  wir  vor- 
aus, es  sei  in  der  Figur  24 

?  =  0B:  OA, 
j'  =  OC:OA, 
^?  =  OB':OA, 
Kq'  =  OC  :  OA. 
Construirt   man  die  beiden  Parallelo- 
gramme 

OBDC  und  OBD'C 
so  ist 
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und  es  ist  ein  Leichtes  zu  zeigen ,  dass 

K{q  +  q')  =  OJ)':OA. 

Die  dreiseitigen  körperlichen  Ecken  OABO,  OA'B'C  sind 
nämlich  congruent,  weil  den  Voraussetzungen  gemäss 

ZBOA  =  ZB'OA,  ZOOA'=ZO'OA, 
während   der   Winkel  zwischen   den  Ebenen   OOA,   BOA   der 
Scheitelwinkel   desjenigen   zwischen   den   Ebenen   C'OA,   B'OA 
ist.   Es   sind   deshalb   die   Neigungswinkel   auf  den  Seiten  OB , 
OB'  einander  gleich  und  Z  BOG  =  Z  B'OC. 

Dadurch  werden  die  dreiseitigen  körperlichen  Ecken  OABD , 
OA'B'D'  congruent  (ZBOA  =  ZB'OA,  ZDOB  =  ZD'OB, 
weil  die  Parallelogramme  OBCD,  OB'O'D'  congruent  sind, 
und  der  Neigungswinkel  auf  OB  =  demjenigen  auf  OB'). 
In  denselben  sind  deshalb  die  Winkel  zwischen  den  Ebenen 
DOA,  AOB  und  zwischen  D'OA,  AOB'  einander  gleich  und 
hieraus  folgt ,  dass  D'O  in  der  Ebene  DOA  liegt.  In  den  letzeren 
congruenten  körperlichen  Ecken  ist  ausserdem  Z  DOA  =ZD'OA, 
wodurch  wirklich  OD' :  OA  =  K{q  +  q)  ist.  Es  ist  nunmehr 

^,     ,     .      OD'       OB'  +  OC       OB'   .   00'       ^    ,    ^, 

Hieraus  kann  man  leicht  herleiten 

K(^^q')  =  Kq^Kq' (6.43) 

Denn  es  wird 
K{q  -  q')=K\  q+{  -  /)  (  nach  (6.  31)= Kq+K{  -  /)  nach  {b.  42)= 
^Kq  +  i-Kq')  nach  {b.  21)  =  Kq-Kq'  nach  (6.  31). 

Allgemeiner  folgt  aus  (&.  42)  und  (6.  43) 
K{q-q'-q''-{-f'+...)  =  Kq-Kq'-Kq"  +  Kq'''  +  ...  (6.44) 

41.  Wenn  an  einem  Vektor  x  erst  die  Operation  q  und  an 
dem  dadurch  entstandenen  Vektor  nachher  die  Operation  ^ 
vollzogen  werden  soll,  so  schreibt  man  dafür  ^qx  (bisweilen 
auch  q\q»)  und  sagt,  dass  an  den  Vektor  x  der  Operator  gf^g 
wirkt. 

Derselbe  wird  das  Produkt  des  Quaternions  q  mit  q  ge- 
nannt, oder  auch  das  Produkt  des  Quaternions  q    durch  q. 

Und  man  pflegt  zu  sagen,  dass  in  diesem  Falle  qmitq'  und 
gf  durch  q  multiplicirt  ist.  Den  zuletzt  operirenden  Quatemion 
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wollen  wir  den  Multiplicator ,  den  zuerst  operirenden  den  Mul- 
tiplicandos  nennen. 

Es  seien  q  und  /  ganz  willkürlich  gegeben.  Man  kann  so- 
dann stets  die  Darchschnittsgerade  der  Ebenen  dieser  Qaater- 
nionen  bestimmen  und  den  Quaternion  ^  so  lange  in  seiner 
Ebene  drehen,  bis  dessen  Zähler  längs  dieser  Durchschnitts- 
geraden fallt.  Es  sei  sodann 

y  =  OB :  OA 
in    der    Figur    25,   wo   OB   die 
Richtung    der    den    Ebenen    der 
Quaternionen  q  und  ((  gemeinsa- 
men Geraden  ist. 

In   gleicher   Weise   kann  man 
;'  solange  in  seiner  Ebene  drehen, 
bis   dessen   Divisor   mit   OB   der   ^ 
Richtung    nach    zusammenfallt ; 
nachher  kann  man   den   Tensor   des  Nenners  des  Quaternions 
q    auf  r.OB  bringen.  Es  werde  dadurch 

/  =  00  :  OB. 

Der  Operator  qq  führt  somit  erst  OA  nach  OB  und  nachher 
OB  nach  OC  über.  Das  Resultat  ist  deshalb 

iq  =  00  :  OA. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  das  Produkt  zweier  Quaternionen 
im  allgemeinen  ein  neuer  Quaternion  ist.  In  diesem  Sinne 
aufgefasst,  schreibt  man  bisweilen  anstatt  des  Operators  ^q 
auch  (/^)- 

Hat   man  im   allgemeinen   dem    Obigen  gemäss  q  und  /  so 

ß       .       y 
gestellt,  dass  j'  =  -,  q-^^^^  so  wird  die  Formel  gelten: 

^^-\\  =  \ (^•^^) 

42.  Es  ist  augenscheinlich,  dass  dasselbe  Resultat  erhalten 
werden  mus»,  welches  mit  (fq  erhalten  wird,  wenn  man  jeden 
der  beiden  Quaternionen  in  Versor  und  Tensor  zergliedert  und 
die  vier  so  entstandenen  Operationen  in  solcher  Reihenfolge 
aasführt,  dass  zuerst  die  Drehungen,  nachher  die  Verlängerun- 
gen stattfinden.  Man  kann  deshalb  schreiben : 
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q'q  =  {Tq'  Uq'){Tq  üq)=Tq  Uq' Tq  üq  =  Tq' Tq  Uq  Uq  (6.46) 
Es  ist  hieraus  ersichtlich ,  dass  die  in  qq  enthaltene  Drehung 

durch   das   Operationszeichen    Uq'  Uq^  die  Verlängerung  durch 

Tq'  Tq  bewirkt  wird  oder  in  Formeln 

T.^q  =  Tq'  Tq  =  Tq  Tq'  und    ü.q'q  =  U^  Uq.  .  {b.  47) 

wo  T.q'q  und    U.q'q  statt  7T[/^),    U{q'q)  geschrieben  wird. 
Es   ist   besonders  der  Beachtung  wert,  dass   die  Reihenfolge 

der   Drehungen   nicht   umgekehrt   werden    darf,    wie   wir   bald 

beweisen    werden,    während   die   Reihenfolge   der   Dilatationen 

nach  dem  Vorhergehenden  abgeändert  werden  kann. 

Ein  anderer  Beweis  der  Formeln  {b.  47)  ist  der  nachstehende. 

In  der  Figur  23  ist 

OA  ~  r.oß  WX  ^  (  ^-ÖB/  (  ^'ÖÄ/  ^  ^^''  ^^' 
.^  ,        ^,00      Ü.OG       .  ,.   „,,       U.OG  U.OB       ,  „    .^. 


^  ,        ^00      r.OC  TOB 


=(-i)(0=-^-»- 


Weil 

T^q=Tq'Tq=TqTq'=Tq^ 
80  gilt  die  einfache  Formel 

Tq'q=Tq^ (*•  ^8) 

Weil  aber   Uq  Uq  nicht   Uq  Uq'  gleich  kommt,  so  ist 

Uq^  ^  Uq'q. 
48.  Wenn   die   Quaternionen  q'  und  q  einander  gleich  sind, 
so  wollen  wir  qq  durch  q^  ersetzen,  und  sagen  der  Quaternion 
q  sei  mit  zwei  potenzirt. 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Sym- 
bols q^  ist  leicht  zu  veranschaulichen.  Es 
sei  in  der  Figur  26 

y  =  OB:OA. 
Construirt    man   in   derselben   Ebene  auf 
l3  OB  das  Dreieck  OBOoo  A  OAB,  so  ist 

00:OB  =  OB:OA  =  ? 
und 

00      00  OB 


Tid.z6 


ÖA^OBÖA 


=  M==r 
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Statt  T{q^)  wollen  wir  T.q^  schreiben.  Nach  (6. 47)  wird 
sodann 

T.q*  =  ( Tq)'  =  7V»  =  Nq  nach  {b.  7)  1 

U.q^  =  {üqy=Uq*  \    '   '  '  ^  **  ^ 

wobei  die  letztere  Gleichong  zugleich  aussagt,  dass  wir  bei 
(Uq)*  die  Klammern  fortlassen  wollen. 

Ein  weiterer  besonderer  Fall  ist  derjenige,  dass  q'  und  q 
reciprok  zu  einander  sind.  Ea  ist  sodann 

1  OBOA  OB  ,  j  1  OAOB  OA  ,  „  ^^, 
^y  =ÖÄÖB  =  ÖB  =  ^  ""^  ^^  =  ÖBÖÄ  =  ÖÄ  =  ^  '  ^^- ^^^ 

Setzen  wir  voraus,  dass  q  =  Kq'.  Es  wird  sodann 

^Kq'  =  Tq'  TKq'  Uq  UKq'  nach  (6.  46)  = 

=  r/  Tq'  U4  -=^  nach  (6.  10).  =  (T/)»  nach  (6.  50) 

oder  kürzer 

qKq=Tq^=:.Nq (6.51) 

Ebenso  findet  man 

{Kq)q  =  Nq. 

44.  Wenn  nach  der  Vollziehung  de  Operation  gfq  noch  ein 
Skalar  x  wirkt ,  so  wollen  wir  dies  schreiben  xgfq.  Wir  werden 
nun  die  nachstehenden  Sätze  beweisen 

xq'q  =s  (xq')q  =  q'{xq)  =  q'qx (6.  52) 

Denn  wenn  wir  wieder  die  Figur  25  betrachten,  so  ist 

,   _    00  _  x.OG  _  jy.OC  OB 
■***~'0A~"0A   ~   OB    ÖA 

00      af.OO       a;.OCa!.OB      00  «.OB        .     ._^   „« 
*??  =  *ÖÄ  =  l)r  =  ^B  ÖA=ÖB-OÄ    «"»«l»  Art.  29  = 

00/  0B\       ,,    - 

x^q  =  X  (g'q)  =  (q'q)x  nach  (6.  18*)  =  q'qx. 

45.  Wir  wollen  jetzt   die  Aufeinanderfolge  der  Operationen 

1      "      1 

-  and  -  näher  ins  Auge  fassen  und  dadurch  die  Formel  nach- 

/  ? 

weisen 

4-  =  -  -, (i.  58) 

qq        q  q 


I   00\OB        .     ,. 
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Tp.         ß     ,     r         ,.  ,l«l/3 

M  sei  ^  =  - ,  ^  =  7j  1   so   hat   man    auch  -  =  7; ,  -.  =  - , 

»p  ?P?y 

und  q^q  =  -.  Es  wird  deshalb 

»        ß  » 
womit  der  Beweis  geliefert  ist. 

Wir  können  aber  den  Studirenden  nicht  genug  darauf  auf- 
merksam machen  diesen  Beweis,  so  wie  die  vorangegangenen 
und  nachfolgenden ,  wie  nachstehend  zu  lesen : 

Es  führe  q  den  Vektor  ä  in  ;S,  j-'  den  Vektor  ß  in  y  über, 

so  wird  -  den  Vektor  /3  in  »  und  -,  den  Vektor  y  in  i3  über- 
führen  und  auch  wird  q'q  den  Übergang  von  a  nach  y  voll- 
ziehen. Man  kann  hieraus  schlieszen ,  dass ,  zuerst  die  Über- 

führung  von  y  in  ß  und  nachher  von  |3  in  «  vermittelt,  d.  h. 
auch   die   Überführung   von   y   in    ».   Dasselbe   tut  aber  auch 

und  somit  ist  -7—  =  — ,> 


qq  qq     q  q 

Eine  einfache,  sehr  wichtige  Formel  ergibt  sich  bei  der  Be- 
trachtung von  K.q'q^  einen  Ausdruck,  den  wir  wieder  der 
Kürze  halber  statt  K{q'q)  setzen.  Es  ist  nämlich 

K.^q  =  ^^  nach  (i.  24)  =  ~^-j^  nach  (6.  47)  = 
U»q  q  ^  '        Uq   Uq 

=  ^^'  ^^  Wü-q  ^^"^  ^*-  2^)  =^^^^  ^  I^  """^^  ^*-  ^^)  = 

=  ^  ^  nach  (6.  52)  =  Kq.K^  nach  (6.  24). 

oder  kürzer 

K4q  =  KqXi (6.54) 

46.  Es  gibt  eine  sehr  einfache  Darstellungs weise  des  Versors 
eines  Quaternions,  die  wir  im  Folgenden  mehrmals  bedürfen 
werden,  und  die  wir  deshalb  hier  kurz  erwähnen  wollen. 

Wenn  ein  Quaternion  q  gegeben  ist ,  ^  =  OB  :  OA  ,  so  kann 
man   stets   aus    dem   gemeinschaftlichen    Anfangspunkte   0   der 
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beiden  Vektoren  eine  Kugel  beschreiben  mit  einem  Radius, 
dessen  Lange  der  Längeneinheit  gleich  kommt.  Eine  solche 
Kugel  wollen  wir  eine  Einheitskugel  nennen.  Dieselbe 
schneide  die  Vektoren  OA  und  OB  in  den  Punkten  A|  und  B|. 
Wenn  wir  sodann  einen  gröszten  Kreis  durch  A|  und  B|  brin- 
gen, so  wird  der  Punkt  A|  des  Vektors  OA,  bei  der  Drehung 
nach  OB,  den  Bogen  A|B|  dieses  gröszten  Kreises  beschreiben 
und  der  Versor  des  Quaternions  ist  bekannt,  sobald  dieser 
Bogen  gezeichnet  vorliegt,  weil  sodann  unmittelbar  Ax.q  und 
^  q  gefunden  werden  können.  Man  sagt  deshalb  der  Bogen 
AjB|  stelle  den  Versor  des  Quaternions  OB :  OA  dar  und  man 
nennt  diesen  Bogen  den  Versorbogen  A|B|. 

Damit  Ax.q  unzweideutig  aus  diesem  Versorbogen  hergeleitet 
werden  kann,  ist  notwendig,  dass  die  Richtung  bezeichnet 
werde,  nach  welcher  die  Drehung  den  Bogen  entlang  erfolgt,  und 
dieselbe  werde  im  Folgenden  durch  einen  dem  Bogen  hinzugefüg- 
ten Pfeil  oder  durch  die  Reihen-  

folge   der  Buchstaben  erkannt.      iS    •    ^.^     ^^^^*"^^\\ 
Es  ist  deshalb  der  Versorbogen  /^       /  \a\ 

AB  verschieden  von  BA.  /         /  \      \ 

Wenn  z.  B.  in  der  Figur  27         /         /  J_      \ 

der    Versorbogen   AB  gegeben 
ist,  so  errichte  man  im  Mittel-         \ 
punkte  0  der  Kugel  eine  Senk-  \ 

rechte   zur  Ebene  des  gröszten  \ 

Kreises  AB  nach  beiden  Seiten  \\         y^    ^/ 

hin  und  stelle  sich  an  diß  Seite 

der  Ebene,  von  welcher  aus  gesehen  der  Pfeil  in  positiver 
Richtung  (entgegengesetzt  der  Bewegung  der  Zeiger  einer  Uhr) 
rundläuft.  Jeder  Punkt  auf  der  Einheitskugeloberfläche  bezeichnet 
einen  Einheitsvektor,  nämlich  denjenigen,  aus  0  nach  diesem 
Punkte  gezogen. 

Zwei  Versorbogen  auf  der  nämlichen  Kugeloberfläche  sind 
einander  gleich,  wenn  dieselben  gleiche  und  in  gleicher  Rich- 
tung durchlaufene  Theile  eines  gröszten  Kreises  sind.  Im  Fol- 
genden werden  wir  den  Versorbogen  AB  mit  AB  bezeichnen. 

47.  Mit  Hülfe   der   Versorbogen   wollen   wir   uns  jetzt   den 

4 
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11^.  Z8 


Yersor    der   Summe    und    des   Prodaktes   zweier  willkürlichen 
Quaternionen  veranschaulichen. 

Auf  der  Oberfläche  der  Einheitskugel  um  0  sei  der  Bogen 
AB  =  Uq ,  AO  =  Z7/,  so  führt  q  einen  Vektor  aus  der  Rich- 
tung OA  nach  der  Richtung  OB  über^  und  ebenso  vollzieht 
gf  die  Überführung  eines  Vektors  aus  der  Richtung  OA  nach 
der  Richtung  00.  Wenn  die  gegebenen  Versorbogen  nicht  von 
einem  Punkte  ausgehen ,  so  kann  man  dieselben  längs  der 
gröszten  Kreise ,  von  denen  sie  Teile  sind ,  bewegen  lassen ,  bis 
einer  der  Schnittpunkte  der  gröszten  Kreise  der  gemeinschaft- 
liche Anfangspunkt  der  Bogen  wird. 

Wenn  ?=OB':OA  und  ?'=OC:OA  so  wird  ^  +  j'=OD':OA, 
wobei  OD'  ein  Diagonal  des  Parallelogramms  ist,  auf  OB'  und  00' 
beschrieben.  Die  Gerade  OD'  liegt  somit  in  der  Ebene  B'OO', 
und  diese  Ebene  ist  dieselbe  wie  die  Ebene  BOG;  es  folgt 
hieraus,   dass   OD'   den   Bogen  BO  des  gröszten  Kreises  durch 

B   und  C  schneiden  muss,  z.B. 

in  D.  Der  Bogen  AD  wird  somit 

^(?  +  ?')  darstellen. 

Die  Lage   des  Punktes   D  in 
BO  ist,  wie  unmittelbar  ersicht- 
lich, von  der  Grösze  der  Tensoren 
von  q  und  q'  wesentlich  abhängig. 
Nur  wenn    Tq  =  Tq\  fällt  D  in 
die  Mitte  des  Bogens  BO. 
Wie   wir  vorher   sahen ,   (Art.  88)   ist    Uq  +  ü^  im  allge- 
meinen  nicht   ein   Versor  und 
(3   9  y^''^  """Vs.  ^   kann   dieser  Ausdruck  des- 

halb auch  nicht  als  Versorbogen 
dargestellt  werden. 

Wir  wenden  uns  jetzt  znr 
Darstellung  von  TJqq  und  'öqg[ 
(Fig.  29)  und  werden  dadurch 
den  wichtigen  Satz  erhalten,  dass 
im  allgemeinen 

Ü^q  ^  U,q4  .  (6.  55) 
oder       U^Uq^UqU^. 
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Es  fähre  üq  den  Vektor  OA  nach  OB  über  und  U^  den 
Vektor   OB  nach   00,   so  wird   UqUq  OA  nach  00  bringen, 

oder:  wenn   t/j-ssAB,   ?7(/  =  B0,  so  ist 

U^Uq  =  KG. 

Nehmen  wir  0'B  =  BG  und  BA'  =  AB,  so  kann  auch  leicht 
die  Operation  Uq  Uq'  dargestellt  werden.  Denn  Uq'  führt  so- 
dann 00'  nach  OB ,  Uq  weiter  OB  nach  OA',  sodass  Uq  U^ 
den  Vektor  00'  nach  OA'  führt,  oder  kürzer 

UqUq'  =  ül^. 

Es  ist  nunmehr  unmittelbar  ersichtlich,  dass  U^  und  A& 
nicht  Bogen  eines  einzigen  gröszten  Kreises  sein  können ;  denn 
enthielte  der  groszte  Kreis,  durch  C  und  0'  gebracht,  auch 
A  und  A',  so  würde  der  Bogen  AA'  den  gröszten  Kreis  CC 
entlang  fallen  d.  h.  es  würden  die  gegebenen  Quaternionen 
in  derselben  Ebene  operiren,  ein  Ergebnis,  das  mit  der  Vor- 
aussetzung, q  und  q'  seien  willkürlich,  streitig  ist. 

Nach  Art.  44  muss  somit  Mj  ^  O'A   sein ,  und  deshalb  auch 

Uq'  Uq^UqU^. 

Weil  die  sphaerischen  Dreiecke  BAC  und  BA'O'  congruent 
sind,  so  stimmen  die  Bogen  AC  und  O'A'  wohl  an  Qrösze  überein. 

Man  kann  somit  allgemein  sagen: 

Z.  U.^q  =  ^  U.qqfj  aber  Aa.  U.qfq  ^  Ax.  Uqq' ,  .  (J.  56) 

Und  weil ,  die  Tensoren  an  die  Drehungen  nichts  ändern 
können,  so  ist  auch 

^q'q  =  ^  q^  und  Ax.  q'q  ^  Ax.  q^ (6.  57) 

Hiermit  ist  zugleich  gezeigt,  dass 

oder  in  Worten  der  wichtige  Satz: 

Die  Multiplikation  zweier  Quaternionen  ist  in  Bezug  auf  die 
Faktoren  nicht  commutativ. 

Wenn  jedoch  die  Quaternionen  q  und  q  in  einer  und  der- 
selben Ebene  wirken,  oder  complanar  sind,  so  können  die 
Faktoren  des  Produktes  mit  einander  umgetauscht  werden, 
oder  kurz: 
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Wenn  ?|||/0i  s^  i^^  qq'  =  q'q (b.58) 

Dieser  Satz  ist  aus  dem  Vorigen  und  der  Figur  27  zu  ent- 
nehmen ;  mau  ersieht  ausserdem ,  dass  in  diesem  Falle 
Ax.{qq')  =  Ax,q=Ax.q^  =Ax,{q'q),  A  {qq')=A  q -{•  Aq'=  A{q q)' 
Haben  wir  in  dieser  Weise  gezeigt,  dass  im  allgemeinen 
Ungleichheit  besteht  zwischen  qq'  und  qq^  so  kann  man  auch 
schlieszen,  dass 

sein  muss,  weil  nach  der  Definition 

y_ß  ^7^ 
ß  »        » 

ist.  Wir  richten  die  besondere  Aufmerksamkeit  des  Studirenden 

auf  dieses  Ergebnis. 

48.  Wenn  die  Multiplikation  zweier  Quaternionen  eine  nicht 
commutative  Operation  ist,  so  muss  bei  drei  und  mehr  Facto- 
ren  dasselbe  gelten.  Dabei  wird  allgemein  unter  q44'4'  ^®''" 
standen,  dass  an  einen  Vektor  erst  der  Quaternion  ^"  operirt, 
sodann  an  den  resultirenden  Vektor  c[\  nachher  an  den  neuen 
Vektor  /  und  schlieszlich  q  an  das  zuletzt  erhaltene  Resultat. 
Ganz  anders  als  mit  dem  commutatiyen  Princip,  verhält  es 
sich  mit  dem  associativen. 

Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  Produkte,  welche  aus 
drei  Faktoren  bestehen,  z.  B.  qqq'.  Der  Bedeutung  nach  ist 
dieser  Ausdruck  identisch  mit  q(qq*')* 

Wir  wollen  nun  weiter  zeigen,  dass  auch  die  Gleichung  gilt 

d.  h.  dass  man  gleich  gut  mit-  dem  Operairor  q  auf  das  Symbol 
^y,  als  mit  dem  Operator  {qq')  auf  das  Symbol /'operiren  kann. 
Weil 

??V'  =  9  {Tq'Tq"Uq'Uq")  nach  (6.  46)  = 
=  Tq'Tq"q{üq'U^')  nach  (6.52)  = 

=^Tq'Tq"Tq  UqUq' Uq" 
und 

{qqy  =  {TqTq'  UqUq')q"   nach    (i.  46)  = 


1)  Du  Zeichen  |l|   drookt  nach  Hakutoii  die  Complanarität  von  Vektoren  oder 
Qaaternionen  aas. 
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=  TqTq'(üqUq')q"  nach  (A.  52)  = 
=  TqTq{UqUq)T^- Uq"  nach  {6.  5)  = 
=  TqTq'Tq"{UqU^)Uq"  nach  (6.52), 
nährend   die  Tensorfaktorea  noch  dam  VoTheFgehenden  {&■  18**) 
commatativ  sind,  ao  haben  wir  nur  zn  zeigen,  dass 

Uqü^Uq"  =  {Uqüq')U^' (6.60) 

and   dieser  Beweis  ist  von  Hamilton  mit  Hülfe  einiger  Eigen- 
schaften der  sphaerischen  Kegelschnitte  gegehen  worden. 

Wir   wollen   deshalb   den   Beweis   dieser   Eigenschaften  TOr- 
anschicken. 

49.  Es  sei  in  der  Figur  30  der  Kreis  M  die  Grundfliche 


■ri£.y} 


eines  schiefen  K^els,  dessen  Scheitel  in  C  lieg«. 

Ziehen  wir  aus  G  die  Seitenlinien  des  Kegels,  z.B.  CP  und 
bestimmen  wir  auf  diesen  Geraden  Punkte  p,  die  der  Relation 

CP.Cp  =  con8tant (Ä.  61) 

Genflge  leisten,  so  ist  der  Ort  der  Punkte  p  leicht  zq  finden. 

Wenn  wir  nämlich  das  Lot  CD  auf  die  Ebene  der  Grund- 
flSche  des  Kegels  fallen  lassen ,  und  in  der  Ebene  PCD  ans  p 
eine  Senkrechte  zu  CP  errichten ,  welche  CD  in  d  schneide , 
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so  ist  A  Gpd  OD  A  CPD ,  und  dadurch  Op  :  CD  =  Od :  CP  oder 
in  Verbindung  mit  (b.  61) 

CD.  Cd  =  constant. 

Wenn  der  Punkt  P  den  Kreis  M  entlang  sich  bewegt,  so 
ändert  sich  auch  die  Stelle  des  Punktes  p\  es  bleibt  jedoch 
der  Schnittpunkt  von  CD  mit  der  Senkrechten  pd  zu  CP  un- 
geändert,  woraus  unmittelbar  sich  folgern  lässt,  dass  der  Punkt 
p  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  sich  bewegt,  deren  Durch- 
messer Od,  deren  Mittelpunkt  deshalb  die  Mitte  E  von  Od  ist. 

Denken  wir  uns  weiter  eine  Kugel  0,  auf  welcher  der  Kreis 
M  ein  kleiner  Kreis  ist  und  die  durch  einen  der  Punkte  p 
geht,  so  muss  die  Kugeloberfläche  auch  alle  anderen  Punkte p 
enthalten,  weil  für  alle  Punkte  dieser  Kugelfläche 

OP.Op  =  Constant. 

Der  Ort  der  Punkte  p  ist  deshalb  der  Durchschnitt  der  beiden 
Kugeln  0  und  E,  somit  ein  Kreis  m,  welcher  auf  der  Kegel- 
fläche liegt. 

Natürlich  ist  jeder  Schnitt  parallel  diesem  Kreise  m  ebenfalls 
ein  Kreis,  und  somit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Bei  jedem  schiefen  kreisförmigen  Kegel  sind  zwei  Reihen 
paralleler  kreisförmiger  Durchschnitte  vorhanden. 

Wenn  man  durch  den  Scheitel  0  zwei  Ebenen  anbringt, 
parallel  diesen  zweien  Reihen  kreisförmiger  Durschschnitte,  so 
werden  dieselben  die  cyclischen  Ebenen  des  Kegels 
genannt. 

Wir  denken  zwei  neue  Seitenlinien  CQ  und  CR  des  Kegels 
gezogen  und  die  Ebenen  OPQ  und  OPR  angebracht;  OQ  und 
CR  mögen  den  kreisförmigen  Durchschnitt  durch  p  in  q  und 
r  bzhw.  schneiden. 

Es  seien  OF  und  0/  die  Durchschnittslinien  der  Ebene  OPQ 
mit  den  beiden  cyclischen  Ebenen;  dieselben  sind,  wie  unmit- 
telbar einleuchtend,  parallel  zu  PQ  und  pq  bzhw. 

Weil  PQp^  ein  in  einem  Kreise  beschriebenes  Viereck  ist  (es 
liegen  nämlich  die  Punkte  PQp^  auf  einer  Kugel  und  in  einer 
Ebene)  so  ist 

ZO?p=ZOPQ 
und  man  kann  dann  weiter  erhalten 
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und  hierdurch 

ZQO/=ZPOF (6.62) 

Wenn  in  gleicher  Weise  CQ  und  Cg  die  Dorchschnittsgeraden 

der  Ebene  GPB  mit  den  beiden  cjclischen  Ebenen  rind,  sodass 

CG//Pß  und  Cg//pr 

so  ist,  wie  bei  der  Torigen  Gleichung 

ZB0<7  =  ZPCa (6.62') 

Auch  ist 

ZQPR  =  ZFCG  und  Z,qpr  =  Z.fOg  .  .  .  (6.63) 

Wenn  mau  dann  weiter  die  Geraden  GQ  und  CBungeandert 
lässt,  GP  jedoch  den  Teil  der  Seitenfläche  des  Kegels  zwischen 
GQ  und  GB  beschreiben  lässt,  so  bleiben  die  Winkel  QPBund 
qpr  constant.  Während  GP,  G/,  GG,  Gg  fortwährend  sich 
ändern ,  müssen  jedoch ,  den  Gleichungen  {b.  68)  zufolge ,  die 
Winkel  FGG  und  fCg^  jeder  für  sich,  constante  Grösze  behalten. 

Diesen  Satz  und  den  durch  die  Gleichung  [b,  62)  ausgespro- 
chenen ^  wollen  wir  nun  auf  einen  sphaerischen  Kegelschnitt 
übertragen. 

Ein  sphaerischer  Kegelschnitt  ist  der  Durchschnitt 
eines  schiefen  kreisförmigen  Kegels  mit  einer  Kugel,  deren 
Mittelpunkt  in  dem  Scheitel  des  Kegels  liegt. 

Die  Durchschnittsgeraden  dieser  Kugel  mit  den  beiden  cy- 
clischen  Ebenen  des  Kegels  werden  die  cyclischen  Bogen 
des  Kegelschnittes  genannt. 
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In  der  Figur  31  ist  ein  sphaerischer  Kegelschnitt  mit  dessen 
beiden  cycliscfaen  Bogen  gezeichnet.  Es  seien  P^Q^E^  die  Punkte, 
wo  der  sphaerische  Kegelschnitt  von  den  Seitenlinien  CP,  CQ, 
OK  bzhw.  des  Kegels,  Fj,  /p  Gj,  ^^  die  Punkte,  in  denen  die 
cyclischen  Bogen  von  den  Geraden  OP,  0/,  CG,  Gg  geschnit- 
ten werden. 

Weil  OP,  OQ,  OP,  0/  und  ebenfalls  OP,  OK,  OG,  0^  in 
einer  Ebene  enthalten  sind,  so  müssen  die  Punkte  P^  Q|,  Fj,/| 
und  ebenso  P^  K|,  G|,  ^|  in  einem  gröszten  Kreise  der  Kugel 
um  0  liegen. 

Die  Gleichungen  {b.  62)  und  (b,  62*)  sagen  nunmehr  aus,  dass 

und  dasselbe  gilt  für  die  Abschnitte  eines  jeden  durch  P  gehen- 
den gröszten  Kreises. 

Nach  der  Gleichung  (6.  68)  und  dem  daraus  Hervorgehenden 
muss  weiter,  wenn  die  Punkte  Q^Kj  constant  erhalten  werden 
und  Pj  den  sphaerischen  Kegelschnitt  entlang  sich  bewegt, 
jeder  der  Abschnitte  f^gi  und  FjGj  der  cyclischen  Bogen  con- 
stant bleiben. 

50.  Wir  wollen  diese  Sätze  dazu  verwenden,  die  Gleichung 
(6.  60)  j  welche  das  associative  Princip  für  Versorenmultiplika- 
tion  ausspricht,  darzutun.  Zu  diesem  Zwecke  seien  in  der  Figur 
32    auf  der  Einheitskugel  die  gröszten  Kreise  D^Gj,  G|^|,  dig^ 


gegeben,    längs    denen   die   gegebenen   Versoren   Uj^',  U/,  Uj 
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wirken,  sammt  den  GrSszen  der  Winkel  dieser  Versoren.  Wir 
tragen  nun  ab 

SO  ist 

Verlängern  wir  nun  den  Kreis  G-|P,,  bis  derselbe  den  Kreis 
des  Yersors   Uq  in  ^,  schneidet,  und  nehmen  wir 

^,=^,=  Uq- 
und 

5^1«!  =  Uq 
so  wird  ßj^j  den  Versor   üqüq   darstellen. 

Wir  wählen  weiter  die  Kreise  F^Gj  und  g^Sy  als  cyclische 
Bogen  eines  dnrch  P|  gehenden  sphaerischen  Kegelschnitts.  Es 
ist  dieser  letztere  dadurch  vollständig  bestimmt;  denn  wenn 
man  durch  P,  alle  gröszten  Kreise  zieht,  wie  z.  B.  G-,^|,  und 
jedesmal   auf    denselben    einen    Punkt   B|    so  bestimmt,   dass 

Bj^i  =  G^Pi ,  so  wird  der  Punkt  B,  den  fraglichen  Kegelschnitt 
beschreiben. 

Wenn  wir  nachher  den  Bogen  P^P,  verlängern,  bis  derselbe 
in  Q|  den  Kegelschnitt,  in  f^  den  cyclischen  Bogen ^|«,  schnei- 
det, so  hat  man  nach  dem  ersten  Satze  der  sphaerischen  Ke- 
gelschnitte 

Q,=F^,  =  U^Uf. 
Man  kann  sodann 

fA=9i^i=  Uq 
abtragen,  und  erhält  dadurch 

qid,  =  üq{ü^  Uq"). 
Es  lässt  sich  weiter  sehr  leicht  zeigen ,  dass  der  Schnittpunkt 
S|  der  Kreise  £?]Q],  e,B|  ein  Punkt  des  sphaerischen  Kegel- 
schnitts sein  muss.  Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall  und  schnitte 
^]Qi  ^^^  Kegelschnitt  in  S,  so  konnten  wir  SB,  ziehen,  wel- 
cher sodann  nicht  mit  S^B^  zusammenfallen  könnte.  Es  würde 
daher  auch  SB|  den  cyclischen  Bogen  nicht  in  e^ ,  sondern  in 
einem  andern  Punkte  e  schneiden.  Weil  aber  P^  und  Sauf  dem 
Kegelschnitt  liegen,  so  wäre  nach  dem  zweiten  Satze 
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9if\  =  ^\    <>der   g^e  =fxd^, 

wahren d  f^d^  gleich  g^e^  genommen  ist.  Es  muss  somit  e  mit  «j, 
d.  h.  auch  S  mit  S^  zusammenfallen. 

Nach  dem  ersten  Satze  ist  weiter,  da  wir  nun  wissen,  dass 
Sj  auf  dem  Kegelschnitt  liegt: 

^S;  =0^^  =  üq{üq'Uq")  und  E^,  =K^  =  üqü^  .  (b.  64) 
Und   dem   zweiten   Satze   zufolge  ist ,  wenn  P^ ,  Sj  als  con- 
stanty  Qj,  K|  als  variabel  betrachtet  werden. 

und  deshalb  auch 

d3,  =  F^G;  =  üq\ 

Der  Bogen  D,S|,  aus  D^Ej  und  E|S|  entstanden  gedacht, 
stellt  somit  auch  ( üq  Uq')  üq"  vor ,  und  durch  die  Verknüpfung 
dieses  Resultats  mit  [b.  64)  wird  erhalten : 

üq{  Uq'  Uq")  =-  ( Uq  Uq')  U^' 

51.  Nachdem  hiermit  die  Frage  nach  der  Gültigkeit  des  as- 
sociativen  Princips  bei  Produkten,  welche  drei  Faktoren  ent- 
halten, bejahend  entschieden  ist,  können  wir  dasselbe  leicht 
auf  Produkte ,  welche  aus  mehr  als  drei  Faktoren  bestehen , 
ausdehnen. 

Es  können  nämlich  in  jedem  Produkte  zwei  auf  einander 
folgende  Factoren  durch  einen  einzigen  Quaternion,  das  Pro- 
dukt derselben,  ersetzt  werden.  Nehmen  wir  z.  B.  den  Satz 

Weil  q'^q^"^  als  ein  einziger  Quaternion  betrachtet  werden 
kann,  so  ist  nach  dem  vorigen  Artikel 

und   nachher  mit  q  an  beide  Seiten  operirend,  entsteht  unser 
Satz. 

Es  können  aber  auch  drei  aufeinanderfolgende  Factoren 
durch  ihr  Produkt  ersetzt  werden ,  z.  B. 

?/?Y"  =  to'?")?'". 

Denn 

52.  Wir  sind  jetzt  zu  dem  Quotienten  zweier  Quater- 
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nionen   q  und  /  angelangt.   Wir  stellen  dafOr  die  nachfol- 
gende Definition  auf: 

Anstatt  o  —.  wollen  wir  schreiben  %  oder  girf  \  in  Zeichen 

1  =  ?^ (6.65) 

and  wir  sagen  der  Qaaternion  q  werde  darch  ^dividirt,  wobei  j' 

der  Zahler,  q*  der  Nenner,  %  der  Quotient  heiszt. 

Weil  q  und  ->  Quatemionen   sind ,   so  muss  nach  Art.  39  -. 

4  4 

oder   der   Quotient  zweier   Quatemionen   auch   ein   Quatemion 
sein. 

Man  kann  zuerst  den  nachsiehenden  Satz  beweisen: 

Der  Quotient^  zweier  Quatemionen  ist  ein  Quaternion,  der 

i 
durch  q[  multiplicirt ,  q  als  Produkt  ergibt. 

Es  sei  nämlich  f  =  -,  /  =  -,    sodass    vorausgesetzt    wird, 

dass   q   und  /   auf  denselben  Nenner  reducirt  sind,  wie  nach 

Art.  35  stets  möglich  ist.  Dadurch  wird  -;  =  -  und 

q         y 

-,  =  ^-^  = =  -  nach  (6.  45). 

q       4     ^  y     y 

Es  ist  jedoch  weiter 

I?'"'?  1  =  !  "^"^  (6.45)  =  j (6.66) 

q  y  OL       ctß 

und  hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Aus  der  Definition  erhellt  auch  sogleich: 

^  :  ^  =  ^  -  =  ^  nach  (6.  45) (&.  67) 

OL     ot        et  y       y 

Oder  in  Worten:  der  Quotient  zweier  Quatemionen  mit  glei- 
chem Divisor  ist  dem  Quotienten  der  Zähler  gleich. 

Wenn  man  ^  mit  c[  multiplicirt,  so  ist  im  allgemeinen  das 

Produkt  nicht  q.   Denn  es  ist  bei  den  obigen  Voraussetzungen 

q=^ß:ctj  gf  =  y  :a. 
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,'£,  =  ?:  ^ 

und  dieser  Ausdruck  ist  nicht  derselbe  wie  -. 
In   derselben  Weise  schlieszt  man,  dass,  weil  nach  der  De- 

•  n  1 

finition  -/==^-m  die  Ungleichheit  bestehen  muss 

Einige  wenigen  Formeln  mögen  noch  hinzugefügt  werden: 
r|,  =  ^(?^')=  Tq  rl,  nach  (6.  47)  = 

==TqL  nach  (6.8)  =  ^, (6.69) 


U%=  u(q-)=  UqU-,  nach  (6.  47)  = 


=  Uq^  nach  (b.  8)  =  ^  nach  (6.  59).  (6.  70) 
JT^,  =  kL  -,)  =  ^/-,)  iT?  nach  {b.  54)  = 

=  J_  iT?  nach  (6. 14) (6.  71) 

Kq 

Nehmen  wir  wieder  die  Bezeichnung  auf 

q  =  ß:cc,   q'  =  y:» 

80  ist 

-  =  ^  (siehe  oben)  =  ^  =  ^i^  nach  (b.  67)  =  ^  .  .  .  (6.  72) 

q         ß  y        X      et  q 

q       7 

Noch   wollen   wir  den   besonderen   Fall   q'=^Kq  erwähnen. 

Es  wird 

Uq 

^  Tq Uq  ^  aach  (6.72)  =  (ü?)» (6.73) 

und  für  den  letzteren  Ausdruck  kann  noch   Uq*  oder  ü.q*  ge- 
setzt werden  nach  (6.  49). 
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Ein  letzter  Satz  ist  der  nachstehende:  Ein  Quotient  zweier 
Qaaternionen  bleibt  UDgeändert,  wenn  Dividendus  und  Divisor 
durch  denselben  Quaternion  multiplicirt  werden ,  oder  in  Zeichen 


/^// 


^-  =  % (6.73-) 

9         ii 


Denn  es  ist 


^-^  =  gW^  —r,  nach  der  Definition  =  da"  —fr  -  nach  (6.  53) 

=  4(i'^^-   nach  Art.  49  =  /  -  =  ^. 

Ein  besonderer  Fall  der  Gleichung  (6.  73*)  ist 

X        xq" 

Man    ersieht  leicht,  dass  der  Satz  nicht  gültig  bleibt,  wenn 
Zähler  und  Nenner  mit  demselben  Quaternion  multiplicirt  werden. 
Auch  ist 


weil  nach  (6.  73*) 


^  =  i_ (6.  73") 


1 

i 

1 

i 

i 

1  " 

4' 

f 

58.  Bechte  Quaternionen.  Eine  besonders  wichtige  Art 
der    Quaternionen    ist    diejenige,    bei    welcher    ^^  =  -.    Ein 

solcher  Quaternion,  dessen  Winkel  recht  ist,  soll  ebenfalls 
recht  genannt  werden;  mehrere  rechten  Quaternionen  werden 
im  Folgenden  mit  r,  /,  r"  . .  . .  bezeichnet. 

Wenn  ausserdem  der  Tensor  des  Quaternions  der  Einheit 
gleich    ist,  so  haben  wir  es  mit  einem  rechten  Radial  zu  tun. 

Mit  geringer  Mühe  wird  man  ersehen,  dass  der  Reciproke 
und  der  Conjugirte  eines  rechten  Quaternions  ebenfalls  recht 
sind,  und  dass  auch  das  nämliche  für  einen  Ausdruck  der 
Form  xr  {x  Skalar)  gilt. 
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Wir  wollen  nun  zuerst  zeigen 


ü-^—ür 

r 


{b.  74*) 


0 


Fi^JS 


In  der  Figur  33  sei 

r  =  OB:OA, 


A' 


a 


and 

r.OA'=r.OB'=l; 

wenn  wir  BO  verlängern,  und 

T.OB,  =  1 

nehmen,  so  ist 

l^OA^^OB,  __0F  ^ 
r~OB'"~OA'""     OA' 


ür. 


Ist  r  ein  rechter  Radial,  so  kann  man  einfach  schreiben 

1 


r 


Wie  unmittelbar  aus  den  Definitionen  erfolgt ,  gilt  die  Formel 

Kr=  —  r (5.74) 

und   die  allgemeine   Formel   K,q^q  =  KqK^  (6.  54)   geht  dem- 
nach über  in 

Kji^t^tt' (5.75) 

Denn  es  wird  nach  (5.  74)  , 

K.rr  =  KtKt'  =  -  r.  -  /  =  (  - 1)  ( -  l)rr'  nach  (&.  52)  =  rr' . 
Wir  wollen   die  Formel  (6.  75)  auch  noch  durch  eine  Figur 
veranschaulichen. 

Es  seien  (Fig.  34) 

AÖ=  C/r,  ^=Ut\ 
so  dass 


Man  erhält  dadurch  nach  Art.  45 

XI  =  ür.  W 

Es  ist  aber  aSj  der  reciproke 
oder  auch  der  conjugirte  Ver- 
sor  von  EA  und  dieser  Bogea 
kann  als  das  Produkt  der  Ver- 


soren  Eu ,  G'A  betrachtet  werden ,  während 


63 


Es  wird  deshalb 

^^^K.{Ur'.ür)^Ur.Ur'. 

Und  hieraus  erhält  man  weiter: 

K.t't  =  K(Tr'Tr  W  Ur)  =  Tr'TrK.  Ur'  Ur  nach  {b.  22) 

=  TrTrUrUr  nekch  der  zuletzt  bewiesenen  Gleichung 
=^  w  • 

Man  ersieht  hieraus  zugleich ,  dass  wenn  der  Winkel  zwischen 
den   Ebenen  der   Quaternionen   r  und  r'   ein  rechter  ist,  der 

Versor  AE  von  rr   und  deshalb  auch  der  Quaternion  rr  selbst 
recht  wird. 

54.  Wir  werden  später  häufig  einem  System  dreier  rechten 
Radiale,  so  construirt,  dass  die  Ebenen  von  je  zwei  dieser  Radiale 
unter  sich  rechtwinklig  sind ,  begegnen ,  das  wir  deshalb  hier 
einigen  einfachen  Betrachtungen  unterwerfen. 

Hamilton  bezeichnet  die  drei  rechten  Radiale  mit  den  Sym« 
holen  ij  jj  k. 

Dieselben     mögen    durch        n^.yj 
die  drei  Yersorbogen 

Ä,  Ki,  Ü  (Fig.  35) 
yeranschaulicht  werden  und 
dazu  möge  man  annehmen^ 
Ol  sei  die  Achse  des  Yersors 

JK ,  OJ  diejenige  des  Yersors 

^,    endlich   OK  die  Achse 

des  Yersors  IJ. 

Durch  diese  Annahmen  ist  das  System  der  rechten  Radiale 
Yollständig  bestimmt.  Wir  führen  noch  die  Gegenpunkte  T, 
i\  K'  der  Punkte  I,  J,  E  auf  der  Einheitskugel  ein.  Man 
erhält  sodann  die  nachstehenden  einfachen  Formeln 

._0K_0J'_0K;       OJ 
*"'0J  ""OK^OJ' 

.    Ol     OK'     or 


OK'  ' 
OK 


•^~OK~"OI 


OK'       Ol 


7    1 
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oj  _or_oj'_oi 

Ol  ~  OJ  —  Ol'  ~  OJ'" 

Dadurch  erhält  man  weiter: 

1,_0J  0J^_      .     1  _0K_      OK'  . 

t~OK  OK""      *';•""  Ol  Ol  ^' 

1_0I__0I' 

A  —  0  J  ""      0  J  ~ 
oder  kurz 

—  =  —  t ,  -r  =  —  j,  -r-  =  —  k (b.  76) 

t  ;  '     «  ' 

^      ..      OJ'OK      OJ'       ,    ..    ._.  . 

*  ="=ÖKÖJ  =ÖJ  ""^^  (i.45;  =  -l, 

.,      . .     OK'  Ol        OK'        ,   ,.    .-,  , 

k*=)ek=7yj  j=r=r  =  -^  nach  {b.  45)  =  —  1 , 

oder  kurz 

»"■•=/  =  /{:»  =  — 1 (6.77) 

.,      OK'  Ol        OK'        .   ,.    ._,      . 
, .     Ol'  OJ         Ol'         ,   ,.    .  _,      . 

..      OJ'  OK      OJ'        ,    ,.    .„,      , 

•  ^-^  "^  OK  Ör  ""  ÖT  (t.45)  =  *, 

oder  kurz 

jk  =  i,    ki=j,    ij  =  k   .......  {b.  78) 

kj=K.jk,  nach  (6.  75)  =  Ki,  nach  (6.  78)  =-t,  nach  {b.  74) ; 

ik=  KM,    nach  (6.  75)  =  Kj,  nach  (6.  78)  =-;,  nach  {b.  74)  , 

ji  =  jST.tV,  nach  (6.  75)  =  Ä"/!:,  nach  (6.  78)  =-/fc,  nach  (6.  74) , 

oder  kurz 

kj=  —  t,  ik= — j,ji=  —  k (6.79) 

ijk  =  i{jk)  =  ii  nach  {b.  78)  =  —  1  nach  {b.  77)  , 

jki=jiki)  =jj  nach  (6.  78)  =  — 1  nach  (b  77), 

kij  =  k{ij)  =  kk  nach  (6.  78)  =  —  1  nach  (6.  77), 
oder  kurz 

ijk=jki  =  kij  ^ — 1 (6.80) 

Cyclische    Umtauschung  der  Faktoren   ändert  demnach   das 

Symbol  ijk  nicht. 
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jik  =:J{ik)  =;■(-;■)  nach  (6.  79)  =  —  /  =  1  nach  (b.  76) , 
ikj  =  i{kj)  =  i(-S)  nach  (b.  79)  =  —  t*  =  1  nach  (6.  76)  u.8.w. 

Acyclische  ümtauschang  der  Faktoren  des  Symbols  ijk  än- 
dert das  Zeichen. 

Noch  wird  weiter 

iji:=it{ji)  =:t(— i)=  —  ik=:  j^    ' 

•    •    •  •    «4  * 

i^ßP  =  iijjkk=z  —  tf:;7  =  -f  it  =  —  1 , 
(V*)^  =  (V*)  (y  *)  =  (-1)  (- 1)  =  +  1. 
Somit  ist 

Diese  Resultate  zu  benutzen  werden  wir  später  mehrmals 
Gelegenheit  haben. 

55.  Wir  kommen  nunmehr  zur  Einführung  einer  Grösze, 
die  7on  Hamilton  als  eine  der  wichtigsten  des  Quaternionen- 
calculs  erkannt  worden  ist  und  welche  später  bei  unsren 
Bechnungen  eine  wichtige  Rolle  spielen  wird. 

Im  Art.  28  sahen  wir,  dass  die  Achse  eines  Quaternions  als 
ein  Vektor  unbestimmter  Länge  zu  betrachten  sei. 

Bei  einem  rechten  Quotienten  r  nimmt  Hamilton  einen  Vektor 
in  der  Richtung  Ax.r,  dessen  Tensor  gleich  Tr  ist.  Der  so 
bestimmte  Vektor  ist  der  Index  des  rechten  Quaternions  ge- 
nannt und  mit  Ir  bezeichnet. 

Wir  erhalten  sodann  den  wichtigen  Satz: 

Ein  rechter  Quaternion  ist  durch  seinen  Index  ganz  bestimmt. 

Denn  es  ist  durch  die  Richtung  des  Index  Aa.r^  durch  den 

Tensor   des  Index  Tr  bestimmt ,  während  2l  r  =  - ,  und  diese 

Groszen  bestimmen  nach  Art.  28  den  Quaternion  vollständig. 

Es  folgt  hieraus,  dass  zwei  rechte  Quatemionen  mit  glei- 
chen Indices  einander  gleich  sein  müssen,  oder 

Wenn  Ir  =  Ir\  so  ist  auch  r  =  r\  und  umgekehrt  .  (6.  81) 
Man    wird    auch    leicht   die   Richtigkeit   der   nachstehenden 
Formel  ersehen 

Lar  =:  alr  ...••...•.•(&.  62) 
wenn  x  ein  positiver  oder  negativer  Skalar  ist.  Denn  weil  fClr 

6 
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positives  x  die  in  xr  enthaltene  Drehung  mit  der  in  r  vor- 
handenen übereinstimmt,  muss  nur  der  Tensor  des  Index  ge- 
ändert werden,  und  das  Resultat  dieser  Operation  wird  durch 
xlr  ausgedrückt.  Bei  negativem  x  ist  die  in  xr  enthaltene 
Drehung  der  in  r  enthaltenen  entgegengesetzt;  es  ist  jedoch 
in  diesem  Falle  auch  xlr  entgegengesetzt  zu  Ir. 
Ein  besonderer  Fall  der  Formel  (6.  82)  ist 

and  nach  (i.  74)  kann  man  die  hierin  vorkommenden  QrSszen 
zusammenstellen  mit  l{Kr),  wie  nachstehend 

IKr^I{-T)  =  —  Ir (6.83) 

Weil 


^1  = 

r 


ür  (nach   den  Formeln   (6.  8)  und  (h.  74))    so   ist 


I  -  ein  Vektor,   dessen   Richtung  derjenigen  des  Vektors  Ir 


entgegengesetzt  ist;  weiter  ist 


TT  Z.  ■>—  T*      — — 

r  r         Tr 


Tr  _  TIr 

Nr"^  Nr 


Man  erhält  demnach  die  Formel 

r  Nr 


(b.  84) 


Noch  wird 

IDT=ÜIr (6.  85) 

Denn  lür  ist  ein  Vektor,  senkrecht  zur  Ebene  des  Quater- 
nions  r,  dessen  Tensor  1  ist,  und  dasselbe  gilt  von   ülr. 

.  56.  Wir  fassen  weiter 

S  rt  j)    die  Summe  zweier  rech- 

ten  Quaternionen   näher 
ins  Auge. 

In  der  Figur  84  sei 
OA  ±  OB  und  OA  J.  00. 
Wir  setzen  voraus,  die 
zwei  rechten  Quaternio- 
nen seien  auf  denselben 
Nenner  OA  reducirt,  und  man  habe  dadurch  erhalten 

r  =  OB:OA,  r  =00:0A. 
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Es  ist  sodann 

r  +  /  =  (OB  +  00) :  0 A  =  OD  :  OA. 
Weil  aber  OA  JL  OB  und  OA  ±  00 ,  so  ist  auch  OA  ±  OD. 
Es  folgt  hieraus  der  Satz: 
Die  Summe  zweier  rechten  Quaternionen  ist  ein  rechter  Quaternion. 
Weü 

/  — r  =  /  +  (-r) 
nnd   —  r  ein  rechter  Quotient  ist,  so  wird  auch  r'  —  r,  d.  h. 
die  Differenz  zweier  rechten  Quaternionen,  ein  rechter  Quater- 
nion  sein.  Ist  in  der  Figur  86 

0B'  =  — OB, 
so  ist  nach  (b.  S2) 

/  -  r  =  (00  —  OB) :  OA  =  100  +  (—  0B)|:  OA  = 
=  (00  +  OB') :  OA  =  OE :  OA , 
wie  man  leicht  nachweist. 

Es  kann   dieser  Satz  unschwer  verallgemeinert  werden  zum 
nachfolgenden : 

Wenn  a ,  ä',  af\ . .  positive  oder  negative  Skalare,  r,  /  r".  • . 
rechte  Quaternionen  sind,  so  wird 

ein  rechter  Quotient  sein. 

Es  sind  nämlich,  wie  in  Art.  58  schon  erwähnt  isfc,  ar^afr^ 
x'r". .  •  rechte  Quaternionen.  Nach  dem  ersten  und  dem  zweiten 
Satze  dieses  Artikels  ist  sodann  auch  xr-\-ar^  ein  rechter 
Quotient;  nach  denselben  Sätzen  wird  deshalb  auch  ar-f-^V-j- 
+  a?V'  ein  rechter  Quater- 
nion  sein ,  u.  s.  w. 

57.  In  der  Figur  37  sei 
OB:OA  =  r,  00:OA  =  r', 
OB' =Jr,  00'  =  !/,  d.h. 

7.0B'  =  2V,  r.oo'  =  r/  c^ 

und 

OB'  JL  znr  Ebene  AOB, 

OC  JL  zur  Ebene  AOO. 

Es  mögen  weiter  die 
Parallelogramme  OBDO, 
OJB^D'CT  constmirt  werden. 


68 

Die  Geraden  00',  OD',  OB',  00,  OD,  OB  sind  sämtUch  senk- 
recht zu  OA  und  liegen  deshalb  in  einer  Ebene. 

Die  Dreiecke  D'B'O  und  DBO  sind  ähnlich;  denn  es  ist 

T.OB':  T.B'D'=  r.OB':  r.OC=  Tr:  Tr'  =  ^^  :  J^, 

oder 

T.OB' :  r.B'D'  =  T.OB :  T.OO  =  2.0B :  T.BD 
und 

Z  D'B'O  =  Z  DBO. 
Es  folgt  hieraus   erstens,    dass  die  Winkel  D'OB'  und  DOB 
einander  gleich  sein  müssen,  und  weil  OB'  l  OB,  muss  sodann 
auch   OD  J_  OD'   oder  OD'  ±   zur  Ebene  DOA  sein.  Es  folgt 
aber  weiter  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  D'B'O,  DBO 

OR 
T.OD' :  T.OD  =  T.OB' :  7.0B  =  T  ^ :  T.OB  zz  1 :  T.OA , 

(JA 

oder 

^^^,       „  OD 

r.OD'  =  T.  ^. 

(JA 

Der   Vektor    OD'   ist   nach  .  diesen   beiden   Ergebnissen   der 

Index  des  rechten  Quotienten  ODzOA,  oder  in  Zeichen 

Ir-i'lr'zzzlir^r') (ft.  86) 

Es  ist  dies  eine  ungemein  wichtige  Formel;  dieselbe  drückt 
aus,  dass  bei  der  Addition  von  rechten  Quotienten  die  Summe 
der  Indices  der  beiden  Quotienten  dem  Index  der  Summe  gleich 
ist.  Weil  aber  aus  dem  Index  der  Summe  diese  Summe  selbst 
unmittelbar  bekannt  ist,  so  pflegt  man  zu  sagen: 

Um  rechte  Quotienten  zu  addiren,  braucht  man  nur  die 
Indices  derselben  zu  addiren. 

Es  ist  nunmehr  leicht  hieraus  herzuleiten,  dass  derselbe  Satz 
auch  bei  der  Subtraction  rechter  Quotienten  gültig  bleibt,  denn 
man  erhalt 

jr(r-r')=:/[r+(-r')]  nach  (6.  31)  =  Jr  +  I(-r')  nach  (6.  86), 
=:ilr  +  (-1/)  nach  (6.  83)  ^Ir  —  Ir   nach  (6.  31), 
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r 


oder  karz 

l{T^T')=ilT  —  Ir' {h.  87) 

Von  nicht  wenigerer  Wichtigkeit  ist  der  nachfolgende  Satz : 
Der  Quotient  zweier  rechten  Quaternionen  ist  dem  Quotienten 
ihrer  Indices  gleich ,  oder  in  Zeichen 

^ (6.88) 

Wir  werden  diesen  Satz  leicht  mit  Hülfe  der  Figur  88  be- 
weisen können,  in  der 

r  =  OB  :  OA,  r'  =  00  :  OA,  Ir  =  OB',  Ir  =  OC. 
r  und  r'  sind  somit  auf  gleichen  Nenner  reducirt  worden. 
Es  ist  nämlich 

OB  .  _  _ 

00 


r 


00       OB       ,    ,,  ^_, 
:=  ^^  nach  (o.  67). 


"OA     OA 

Die  Geraden  OB,  00,  OB', 
OC,  sind  sämtlich  in  einer 
Ebene  senkrecht  zu  OA  ent- 
halten; und  weil  noch 

OB'J^OB,  OCJ.O0, 
so  ist 

Z  B'OC  =  Z  BOG. 

Weiter  erfolgt  wie  bei 
der  Figur  35 

210B' :  r.OC  =  r.OB :  T.OG. 

Die  Dreiecke  B'OG',  BOG  sind  somit  ähnlich  und  liegen  in 
derselben  Ebene.  Nach  Art.  29  erhält  man  dadurch 

OB'^OB 
00'"0G 
oder 

Ir  r 

Weil  das  Produkt  zweier  Indices  fQr  uns  noch  keinen  Sinn 
hat,  so  können  wir  die  Gültigkeit  desselben  Satzes  bei  der 
Multiplication  nicht  einer  Untersuchung  unterwerfen. 

58.  Eine  sehr  wichtige  Folge  des  durch  die  Gleichung  {b.  86) 
ausgesprochenen  Princips  ist  die  nachstehende: 
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Jeder  rechte  Quaternion  kann  als  Samme  dreier  anter  sich 
rechtwinkligen  rechten  Quotienten  dargestellt  werden. 

Wir  fassen  zu  diesem  Zwecke  wieder  die  Bezeichnungen  des 
Artikels  54  auf,  wo  wir  die  drei  rechten  Radiale  »,  j^  k  ein- 
führten. Wie  wir  schon  in  jenem  Artikel  erörterten,  sind 
dieselben  so  gewählt,  dass  wenn 

._qK     ._0I^  OJ 

*""0J  '  -^""OK'  Ol 

zugleich  Ol  die  Achse  yon  t,  OJvon 
j^  OK  von  k  ist. 

Nehmen  wir  auszerdem  an 

r.oi  =  r.oj  =  r.OK  =  i , 

so  stellen  Ol,  OJ,  OE  bzhw.  dieln- 
dices  der  rechten  Quotienten  t,  j^  k 
dar,  oder 

OI  =  It,  OJ  =  I;,  OK=:Lfe   .  .  (6.89) 
Es    sei   nunmehr  ein  willkürlicher 
rechter    Quaternion  r  gegeben.   Wir 
construiren  Ir  und  wählen  dazu  0  als 
Anfangspunkt,  sodass  wir  erhalten: 

OR  =  It. 
Zieht  man  ER1//KO,  und  in  der  Ebene  ROKnochERj//RiO, 
so  ist 

OR  z=  ORi  +  ORj. 
Indem  man  weiter  RjR^'V/IO  und  R,Ri7/J0  zieht,  erhält  man 

ORi=OR,'  +  ORi'' 
und  durch  die  Verbindung  mit  der  vorigen  Gleichung 

OR  =  OR,'  +  ORi"  +  ORj. 
Es  kann  aber  gesetzt  werden: 

ORi'  =  ^.01 ,  ORi"  =  y.OJ ,  ORj  =  ^.OK , 
wenn  a?,  y,  -e    drei   positive  oder   negative  Skalare  bedeuten, 
und  somit  wird 

OR  =  a?.OI+y.OJ  +  ^.OK 
oder 

Ir  =  xli  +  ylj  +  zik  nach  (6.  89) 
=  Ixi  +  lyj  +  Izk  nach  {h.  82) 
=  I{xi  +  yj  +  zk)  nach  (6.  86) 
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und  Bchlieszlich  nach  (6.  81) 

ri^iti  +  yj+zk (ft.90) 

Wenn  man  in  diesem  Ausdrucke  die  Skalare  x^  y,  z  sich 
ändern  lässt,  so  kann  man  dadurch  alle  möglichen  rechten 
Quotienten  erhalten. 

Es  ist  weiter  leicht  ersichtlich,  dass  durch  die  Verlängerung 
der  Geraden  10,  JO,  EO  der  ganze  Raum  in  acht  Teile  ge- 
teilt wird  und  dass  die  Zeichen  der  Gröszen  x^  y^  z  bestim- 
men, in  welchem  dieser  acht  Teile  Ir  liegt. 

59.  Die  in  den  Artikeln  53 — 55  gefundenen  Sätze  setzen 
uns  in  den  Stand  ein  neues  sehr  wichtiges  Theorem  der  Mul- 
tiplikation rechter  Quaternionen  darzutun.  Es  wird  dasselbe 
durch  die  Gleichungen  (6.91)  (6.92)  (&.  93)  ausgesprochen: 

(r'  +  r>  =  /r  +  r'V (6.91) 

r{T'+T')-rT'  +  rr" (6.92) 

Beweis  der   Relation    (6.  91);    Wenn   wir  mit  r^    den 

Reciproken   des   rechten   Quotienten  r  bezeichnen ,  d.  h.  r  =  - 


setzen,  so  ist 

(r'  +  /')^  =  (r'  +  0-  =  ^^^i^  nach  (6.65)  = 


*-! 


r  r, 


=  ^^   /  ^  nach  (6.  88)  =       ;  nach  (6.  86)  = 

Ir^  Ir^ 

=:^  ^^  nach  (6.  25)  =  -  +  -'  nach  (6.  88)  = 
Ir^       Ir^  r^       rj 

=:r'-  +r"i  nach  (6.  65)  =  / r  +  r'V. 

Beweis   der  Relation  (6.92):   Weil  r'-{-r''  ein  rechter 
Quaternion  ist,  so  hat  man  die  Relationen 
r  (r'  +  /')  =  K.{r'  +  r')r  nach  (6.  75)  =  jr(rV  +  r''r)  nach  (6.  91) 
=  K.r'r  +  Ky'r  nach  (6. 42)  =zrr'  +  rr"  nach  (6.  75). 

Allgemein  wird  man  durch  Verknüpfung  der  Gleichungen 
(6.91)  (6.92)  finden,  wenn  r',  r",  . . . . ,  r,,  r ^  . . . .  rechte 
Quotienten  sind 

(r'  +  r"  +  ....)  (r,  +  n  +  ....)  =  S  r^r^.  .  .  (6.  93) 
wo  das  Zeichen  Z  bedeutet,  dass  jede  der  Gröszen  r',  r". ... 
durch  jede  der  Gröszen  r, ,  r ^ . . . .  multiplicirt  werden  soll. 
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60.  Im  An&nge  dieses  Abschnittes  ergab  sich  die  Darstellung 
eines  Quaternions  als  Produkt  der  Operationen  T  und  ü. 

Man  kann  jedoch  auch  weiter  jeden  Quaternion  als  Summe 
zweier  bestimmten  Operationen  darstellen,  welche  durch  die 
Zeichen  S  und  V  vertreten  werden.  Von  dieser  Darstellung 
wollen  wir  in  den  nächsten  Artikeln  handeln,  und  es  wird 
sich  daraus  eine  Menge  sehr  nützlicher  und  deshalb  wichtiger 
Beziehungen  und  Sätze  ergeben. 

Betrachten  wir  den  willkürlichen 
Quaternion  j= OB :  OA  (Figur  40). 

Projicirt  man  OB  auf  OA  mit- 
telst BBj  und  zieht  OB^  //=  B^B 
so  erhält  man 


n^^o 


_•  OB  _  OB,  -i-  BtB  _ 


OA 


OA 


_OjB  +  OB,_OB, 


OB, 


OA  OA   '    OA 

Hierdurch  ist  der  Quaternion  q  dargestellt  als  die  Summe 
der  zwei  Quotienten  OBj  :  OA  und  OBj :  OA. 

Der  erste  is  eine  positive  oder  negative  Skalargrösze,  weil 
die  Richtungen  0B|  und  OA  entweder  zusammenfallen  oder 
einander  entgegengesetzt  sind.  Es  wird  deshalb  dieser  Quotient 
der  Skalarteil  des  Quaternions  q  genannt  und  mit  Sq 
bezeichnet. 

Der  andere  Teil  ist  ein  rechter  Quotient,  wird  der  Vek- 
torteil des  Quaternions  q  genannt  und  mit  Vq  be- 
zeichnet. Es  gilt  demnach  allgemein  die  Formel 

q^Sq+  Vq (6.94) 

Es  ist  weiter  einleuchtend,  dass 

wenn  q^^q'^  Sq==Sq'  und    Vq=  Vq' (i.  95) 

und    das  umgekehrte   dieses  Satzes   ist  ebenfalls  gültig.   (Man 
sehe  auch  Art.  67). 

Aus  den  Definitionen  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die 
zwei  nachstehenden  Formeln  bestehen 

SVq  =  0  und    VSq  =  0 (i.  96) 

61.  Wir  wenden  jetzt  unsre  Aufmerksamkeit  speciell  dem 
Skalarteil  zu,  und  werden  dann  leicht  ersehen,  dass 
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Äj'  >  0 ,  wenn  -^  j'  <  ^ 
Sq  =  0 ,  wenn  ^  j  =  ^ 
A%  <  0 ,  wenn  -Z  j'  >  - 


•    •••••■    \P*  *^  *  7 


und   aach  die  umgekehrten  dieser  Sätze  kommen  zur  Geltung. 

Weiter  findet  man  die  nachstehenden  Beziehungen 
1^         S{Sq)  oder  S^q  =  Sq  und  allgemein  J^q  =  Sq  .  .  (b.  98) 


20. 


TSq  =  ±  A% ,  je  nachdem  Z  j^  <  -  oder  Z  y  >  ^. 


Es  folgt  dies  daraus ,  dass  der  Tensor  stets  positiv  sein  muss 
nach  Art.  28. 
30.  Sq=Tqco8^q (6.99) 

Denn  mit  Hülfe  der  Figur  40  wird  gefunden 


^        OB,       T.OB,        r.OB  T.OB.       ^  . 


OA        T.OA        T.OA  T.OB 


49. 


s'-  = 


q        Nq 

Denn    es   ist  in  der  Figur  41 , 
wo  AA'±OB,  BB'±OA, 

T.OA' 


(6. 100) 


„l_oOA_  OA' 
a  ~    0B~  OB 


ß^.4y 


r.oB 


r.OA-r.OB' 


weilAOAA'coOBB' 


(T.QiQf 
r.OF/r.OAY_   Sq__Sq^ 
~  LOA  VT.OB/  ~  Tq*  ~  Nq 

50.  SKq  =  Sq (6.101) 

Dies  folgt  anmittelbar  ans  der  Definition  Ton  Kq. 
6».  Sxq  =  xSq {b.  102) 

Es  wird  nämlich ,  wenn  der  Vektor  OB  geändert  wird,  die  Pro- 
tection 06"  in  demselben  Verhältnisse  geändert ,  nnd  deshalb  ist : 

„  „«.OB       aj.OB'         OB' 

Als  besondere  Fälle  ergeben  sich  noch  die  Formeln 

S{^q)  =  ^Sq (6.102*) 
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E, 


%^ 


70.  SUq  =  co8Aq (6,108) 

Ans  Sq=s  Iqcos  ^q  (&•  99)  läset  sich  schlieszen : 

Süq=Tüqco8j^  üq. 
Weil    aber  Tüq  =  1  und  j^  üq=^ ^q^  so  vereinfacht  diese 
Formel  sich  zu  {b.  103). 

Dieselbe  Formel  ist  aber    auch  leicht  mit  Hülfe  der  Figur 

42  zu  ersehen. 

Es  sei  OAj  =  [7.0A,  OB,  =  C^.OB 
und  BjB/±OA,  so  wird 
^„       OB/       r.OB/  . 

^'^?=OÄ:=ZÖBr  =  ^'^^- 
80.        SÜ-=Süq.  .  .  .  (6.104) 

Nach  (b.  103)  wird  zunächst 

i  i 

und  die  zweite  Seite  ist  nach  (6.  8)  =^co8  Z,q=^ Süq. 

9^.  Wenn   ein   Vektor  ß   auf  einen   anderen  projicirt  wird, 

so  ist  die  Projection  =  /  S  - ) « {b.  105) 

In  der  Figur  40  z.  B*  wird  die  Projection 

100.  KSq=:Sq (6.  186) 

Diese    Formel    ist    anmittelbar   der   Construction   des   con- 
jogirten  Qoatemions  (Art.  35)  za  entnehmen. 

110.       q-\-Kq=2Sq  oder  symbolisch  l-{-K=2S  oder 

S  =  i{l  +  K).  .  .  (6.107) 

^<S-^  vfs.  In  der  Figur  43  wird 

,jr  _0B   I  OB. 

OA         OA         ^' 
Es  ist  nämlich  das  Paral- 
lelogramm, aaf  OB  ond  OB, 
construirt,  ein  gleichseitiges , 
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deesen  Diagonalen  die  Winkel  and  auBzerdem  einander  senkrecht 
balbiren.  Die  Diagonale  OG  fallt  demnach  längs  OA  und  man 
erhält  00  =  2  OD, 

Es  kann  jedoch  die  Formel  {b.  107)  wie  nachstehend  be- 
wiesen werden  mit  Hülfe  der  Figur  44,  und  dieser  Beweis 
fahrt  zugleich  auf  die  nützUche 


Relation  (6. 108). 

^       OB,       OD  +  DB, 

^'^-ÖT^  —  OÄ 

OD  +  OB,  "OD  -  OB' 
OD       OB' 


%-^ 


OA 


OA 


OA 
oder  kurz 

Kq  =  Sq—Vq.   .  (b.  108) 

Addirt  man  diese  Formel  zu 

q  =  Sq+Vq, 
SO  ergibt  sich  (b.  107). 
120.  S{q  +  ^)  =  Sq  +  Sq\  .......  (6.109) 

Wir  wollen  diesen  Satz  mit  Hülfe  der  Figur  45  dartun. 
Es  sei  in  derselben  q  =  OB  :  OA, 
q'  =  OC  :  OA ;  wir  construiren  das 
Parallelogramm  OBDC  und  projiciren 
die  Punkte  B,  D,  0  sämtlich  auf 
OA  in  B^,  D,,  0,  bzhw.  Die  Ge- 
raden OGp  DDp  BBj  werden  im 
allgemeinen  nicht  parallel  sein.  Wei- 
ter  ziehen   wir  BD^Z/OA  und  pro- 


jiciren   D   auf  BD,  in 


Dj.  Es  ist 


woraus  folgt  BDjXD^Di 


sodann     DD|±OA,     und    deshalb 
DDi  ±BD,  und  auch  ist  DDjXBDj 
oder  DjD, //BBj.    Das  Viereck  BDjDjB,  ist  somit  ein  Paralle- 
logramm und  B,D,  =  BDj. 

Es  ist  aber  weiter  A  OCO,  2^  A  BDDj  (00  =  BD,  Z  000^  = 

=  ZDBD„  ZCC,0  =  ZDD,B  =  |)  und  deshalb  BD^  =  00,; 

hierdurch  ¥drd  auch  B|D|  =0G|.  Nun  ist  noch 
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ODj  =  OBj  +  BjDi  =  OBi  +  0G\ 
und  indem   durch   OA   diyidirt  wird,   erhält  man  hieraus  den 
Satz  {b.  109). 

Die    Formel    (6. 109)    lässt   sich   leicht  yerallgemeinern   zur 
nachstehenden 

SZq  =  i:Sq (6.  109*) 

z.B.    S{q  +  q^+f)  =  S\(s  +  i')  +  ql  =  S{q  +  q')  +  Sq''= 

=  Sq  +  Sq'  +  Sq\ 
ISO.  S{q  —  q')  =  Sq  —  Sq' (6.110) 

%-/)  =  «l?  +  (~?')t  =«?  +  «(-?')  = 

=  Sq+{—S^)  nach  (6.  102*)  =  Sq  —  Sq\ 

62.    Den    Begriff  des  Skalarteils   eines   Quaternions  ^wollen 

wir   auch   noch   dazu  verwenden  eine  unsrer  vorher  erhaltenen 

Formeln  zu  vereinfachen.  Es  ist  dies  die  Relation  {b,  41),  welche 

wir  in  Art.  40  fanden: 

N(q  +  ^)  =  Nq  +  N^  +  2  TqTq' C08 ZBVB 

wenn 

j  =  OB:OA  und  /  =  OB':OA. 

Zuerst  wollen  ¥rir  beachten ,  dass  in  diesem  Falle  nach  {b.  67) 

q__OB,  OB'  _  OB 

/  ■"  OA  '  OA  ~  OB'  ' 

wodurch   es   möglich   wird   ^  B'OB   durch   Z  -,  oder   ^  -   zu 
ersetzen.  Wir  erhalten  dadurch 

Es  ist  jedoch  nach  (&.  99) 

q  q  q  Tq  q 

und  hiermit  geht  (6. 111)  über  in: 

N(q  +  q')  =  Nq  +  Nq'  +  2  Nq'.  S%  ....  (6.112) 

Man  hätte  in  gleicher  Weise  erhalten  können,  indem  ZB'OB 

durch  Z  -  ersetzt  würde  , 

N{q  +  q')=.  Nq  +  Nq'  +  2  Nq.  sC 

i 
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Die  Formel  {b.  112)  ergibt  weiter,  indem  man  beachtet,  dass 

qKq'=q^niißh{b.24*)=Nq'^, (6.113) 

und  deshalb  auch 

S{qK^)  =  N^.S%, (6.114) 

JV(j  +  /)=iVy  +  iVY  +  2%ir/),  .  .  .  (6.115) 

eine  Beziehung,  in  welcher  q  und  q'  umgetauscht  werden  können. 
Als  besonderer   Fall   ergibt  sich   aus   (6.  115),   wenn   x  ein 
positiver  oder  negativer  Skalar  ist 

N{q  +  x)  =  Nq  +  x^-\'2xSq (6.116) 

und  hieraas  für  einen  rechten  Quotienten  r 

N{t'+x)  =  Nt  +  x' (6.116*) 

63.  Wir  wollen  nunmehr  den  Vektorteil  Vq  näher  in  Be- 
tracht ziehen. 

Wie  unmittelbar  aus  der  Definition  dieses  Symbols  erhellt,  ist 

Äx.Vq^Äx.q  und  Z  7^  =  ^ (6.117) 

Und  weil   Vq  ein  rechter  Quotient  ist ,  so  ist  nach  (6.  74) 

KVq  =  —  Vq (6.118) 

Indem  man  wieder  V^q  statt  V{Vq)  schreibt,  und  in  ana- 
logem Sinne  das  Symbol   F"^  verwendet,  ersieht  man  leicht 

F«?=  Vq (6.119) 

wo  m  eine  ganze  Zahl  sein  soll. 

Wir  fanden  schon  bei  dem  Beweise  der  Formel  (6.  107), 
dass  der  Vektorteil  des  conjugirten  Quaternions  der  Negative 
des  Vektorteils  des  Quaternions  q  ist  oder 

VKq  =  —  Vq (6. 120) 

und  indem  man  dieses  Resultat  mit  (6.  118)  verknüpft 

VKq  =  KVq (6.121) 

Die  Symbole  F,  f,  nach  einander  angewandt,  sind  deshalb 
commutativ. 

Suchen   wir   F-   auszudrücken   und   benutzen   wir   dazu  die 

i 
Gleichung  (6.  24*). 

JSa  wird  dadurch  gefunden: 


78 


Es  wird  weiter 

F^^  =  a?Fy (6.122) 

Wenn  nämlich  der  Vektor  OB  geändert  wird,  so  erfährt 
die  projicirende  Gerade  BB^  eine  Änderung  in  demselben  Ver- 
hältnis (Figur  46),  und  deshalb  ist 

^''^-  ^     OA  -     OA  -^•^?- 
Als  besonderer  Fall  ergibt  sich  noch 

F(— ?)  =  —  Vq (6.122*) 

Eine  sehr  wichtige  Grösze  ist  das  Symbol  UVq.  Weil  Vq 
ein  rechter  Quotient  ist  in  der  Ebene  Yon  ^,  so  ist  UVq  ein 
rechter  Radial  in  dieser  Ebene.  Nach  der  Formel  (6. 117)  und 
Art.  80  wird 

Ax.üVq  =  A:D.q (6. 128) 

sein. 

Betrachten  wir  weiter  das 
Symbol  Vüq  (Figur  46). 
Wenn  y  =  OB :  0  A ,  und 
OA'  und  OB'  Einheitsvekto- 
ren in  den  Richtungen  OA , 
OB  sind,  so  ist 

üq  =  QiS:OM 
und 

VUq  =  OBj' :  OA'. 
Es  ist  somit    Vüq  kein  rechter  Radial ,  sondern  ein  rechter 
Quotient  in  der  Ebene  des  Quaternions  q^  dessen  Achse  mit  Ax,q 
zusammenfällt   und  nur  wenn  q  ein  rechter  Quotient  ist,  wird 
VUq  einen  rechten  Radial  vorstellen.  Man  kann  deshalb  im  all- 
gemeinen die  Ungleichheit  hinschreiben 

VUq'^  UVq,  ausgenommen  wenn  ^q  =  ir* 

Man  erhält  nun  die  beiden  nachstehenden  Ausdrücke  für  Vq. 
Vq=TVqUVq=Tqsinj^q.UVq  ....  (6.124) 
und 

Vq=  TqVUq (6. 125) 
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Die  Formel  (b.  124)  zo  beweisen ,  haben  wir  nor  zu  zeigen , 
dass 

TVq=Tqnn^q.  ........  (6.126) 

und    dies    geschieht    leicht    mit    Hülfe  der  Figur  46.   Es  ist 
nämlich 

_..       ^OB,        T.OB,       r.OB  T.OB,       _,    .     . 
^^*=^ÖÄ=  TOr=TÜÄ    TÖF  =  ^^""^*- 
Der  Beweis  der  Formel  (6. 125)  ist: 

Vq=  V{Tqüq)=TqVUq  nach  (b.  122) 
Ans   der  Formel   (b.  125)  in  Yerbindang  mit  {b.  16)  erfolgt 
noch 

TVq^  TqTVUq (b.  127) 

und  indem  man  diese  Formel  mit  {b,  126)  vergleich t,  erhält  man 

TVüq  =  8%n^q (6,128) 

ein  Resultat  y  das  auch  leicht  mit  Hülfe  der  Figar  46  yerificirt 
werden  kann.  Denn  es  ist 

Vüq  =  OB,' :  OA' 
und  demnach 

rrTTTT  r.OBj'  r.OB/  . 
^^^^=  TÖÄT  =  TÖB^"**"^*- 
Weil  ÜVq  ein  rechter  Radial  ist  in  der  Ebene  von  q^  so 
moss  {üVqY  bewirken,  dass  ein  Vektor  in  der  Ebene  von  q 
eine  Drehung  um  zwei  rechte  Winkel  erfährt,  d.  h.  entge- 
gengesetzte Richtung  erhält.  Es  ist  deshalb  dieses  Symbol  mit 
—  1  identisch  oder 

{üVqy  =  —l (6.129) 

nnd  hiermit  erhält  man  leicht 

{Vq)^  =  {TVqüVqy  =  {Trqy{UVqy=-^{TVqy=-^NVq 
oder,  indem  man  noch    Vq^  als  gleichbedeutend  mit  {Vqy  an- 
nimmt, 

Vq^  =  (Vqy=  —  NVq (6.130) 

Eine   andere  sehr   nützliche  Formel  entsteht  aus   der    Ver- 
knüpfung der  Gleichungen  (6.  94)  (6. 108)  oder 

q=:Sq^  Vq^    Kq  =  Sq  —  Vq. 
Durch  Subtraction  wird  nämlich  erhalten 

q  —  Kq^=s2  Vq  oder  symbolisch  1  —  K=s  2  F,  oder 

V=i{l-K) (6.181) 
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In  gleicher  Weise  kann  man  die  Formeln  {b.  99)  und  {b,  126) 
combiniren  und  erhält  daraus  durch  Quadriren  und  Addiren 

{Sqy+(TVq)^=Tq^ (6.132) 

Nach  (6.130)  ist  aber  {TVqY  oder  NVq  =  —  Vq\  und 
somit  wird,  wenn  wir  noch  die  Schreibweise 

Sq^^^Sqf (6.138) 

einfahren,  erhalten 

5^»_  Vq^=  Tq^ (6. 134) 

In  andrer  Gestalt  lautet  diese  Gleichung 

Sq^=  Tq^J^  Vq^  =  Nq  -  NVq (6.  135) 

Weil  Sq  eine  skalare  Grösze  ist,  so  kann  Sq^  durch  NSq 
ersetzt  werden  und  dadurch  geht  die  Yorige  Gleichung  über  in 

NSq  =  Nq  —  NVq 
oder 

Nq  =  NSq  +  NVq, 

eine    Gleichung,    die   keineswegs    als   unmittelbare    Folge    der 
Gleichung  (6.  94)  betrachtet  werden  kann ,  weil  im  allgemeinen 

^(3 + ?')  ^^i  +  W- 

Es  hätte  dieselbe  jedoch  leicht  aus  (6.  116*)  erhalten  werden 
können,  indem  man  darin  r  durch  Vq^  und  a  durch /Sj' ersetzt 
hätte. 

Noch  eine  äusserst  wichtige  Formel  ist  durch  die  Combina- 
tion  dreier  anderen  zu  erhalten ,  nämlich  aus  (6.  94),  (6.  99)  und 
(6.  124).  Dieselbe  lautet 

q=  Tq  {cos  ^q  +  8in  Z.  q.üVq) (6.136) 

und    kann    unmittelbar  aus  den   drei   genannten   Gleichungen 
gefolgert  werden. 

Mit  Hülfe  der  Figur  45,  können  wir  beweisen 

F(j  +  /)=  Vq+  Vi (6.137) 

Denn  es  wird    * 

•'W-t-ä'J-  »- 0A~  OA  ~         OA         ~        OA        "~ 

Es  lässt  sich  diese  Formel  wieder  yerallgemeinem  zur  nach- 
stehenden: 
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V{q -\. ^ -\- f -\ )=  Vq+  F-/+  Vq"  +  ....  oder 

Frj==zFj (6.138) 

Und  weiter  kaon  man  erhalten 

V{q  —  ^)^Vq-V^ {b.  189) 

weil 

V{q  -  /)  =  n?  +  (-  /)!  =  rq+  V{-  /)  nach  (b.  187)  = 
=  Vq+{—  V^)  nach  (6.  122*)  =  Vq  —  V^. 

64.  Im  Art.  57  hatten  wir  Gelegenheit  zu  beweisen,  dass 
die  Multiplikation  rechter  Qnaternionen  in  Bezug  auf  jeden  der 
beiden  Faktoren  distributiv  ist. 

In  diesem  Artikel  wollen  wir  zeigen,  dass  dieselbe  Eigen- 
schaft bei  der  Multiplikation  solcher  Quaternionen  gültig  ist, 
deren  Ebenen  eine  Gerade  gemeinsam  ist.  Es  sind  diese  Quater- 
nionen collinear  genannt  worden.  Wir  setzen  voraus  im 
nachfolgenden  seien  q,  q\  4'  collineare  Quaternionen. 

In  der  Figur  47  mögen  OB  :  OA  =  /,  00  :  OA  ==  /'  ange- 
nommen werden,  wo  demnach  OA  ein  Vektor  in  der  Richtung 
der  den  Ebenen  der  Quaternionen  /  und  /'  gemeinsamen  Ge- 
raden ist.  Wir  construiren  das  Parallelogramm  OBDO,  so  wird 

^-|-y"  =  OD:OA. 

Nun  setzen  wir  weiter  voraus,  dass  q  auf  den  Zähler  OA 
reducirt  ist,  was,  unsrer  Voraussetzung  der  Collinearitat  ge- 
mäsz ,  stets  möglich  ist , 
und  es  sei  demnach 
?=:OA:OE. 
Es  wird  hierdurch 

(?'-|-/)?-ÖÄÖE  =  ÖE  = 
N_OB-|-_00_ 
~      OB       ~ 
_OBOA     OOOA 
"OAOE+OAOE 
oder 

{i -\-4')i  =  ii'\'4'i  wenn  q^  q',  q"  collinear  .  .  .  (6.140) 

Wenn  man    mit  *,   k',  k"  die  Gonjugirten  der  Quaternionen 

q^  ^,  ^'  bzhw.  bezeichnet,  so  sind  dieselben  ebenfalls  collinear, 

0 
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weil  ein  Qaaternion  und  dessen  Gonjugirte  in  derselben  Ebene 
enthalten  sind. 

Nach  (b.  140)  gilt  deshalb  auch  der  Satz 

{k'  +  k'')k  =  k'k  +  k''k 
und  sodann 

K{k'  +  r )  k  =  K{k'k  +  k"k) 

Berücksichtigt  man  nunmehr  die  Relationen  {b,  54) ,  (6.  42) , 
so  wird 

Kk.K{k'  +  k")  =  KMk  +  K.Wk  =  Kk  Kk  +  Kk  Kk"    . 
oder 

?(/  +  /')  =  ??'  + ?S^'  wenn  ^,  q\  q'  coUinear.  .  .  (6.141) 
Es  wird,  den  Gleichungen  (6.140)  (&.  141)  zufolge,  nun  auch 
ganz  allgemein ,  wenn  j',  $'",  c['\  . .  • .  j*,,  y^,  ö'a .  . . .  collineare 
Quatemionen  sind, 

(?'  +  ?"  +  . •••)to-f?2+-'..)  =  2:?'?i  .  .  .  (6.142) 

wo   das   Zeichen  Z  bedeutet,    dass  jede  der  Gröszen  /,  ^'^ . . . 

durch  jeden  der  Quatemionen  ^p^j. ...  multiplicirt  werden  soll. 
65.   Die    Verknüpfung    der    Resultate   des   vorigen   Artikels 

mit   denen    des   Art.    57   setzt  uns  in  den  Stand  zu  beweisen, 

dass    auch   für   willkürliche   Quatemionen   die   drei   Relationen 

stattfinden: 

W  +  q")q  =  q'q  +  fq .  .  .  .  (6.  143) 

?(?'  +  ?")  =  ??'  +  ??" {h.\U) 

(?'  +  ?"  +  ----)(?i+?2  +  -.--)  =  2/?,  .  .  (6.145) 

Und   es   wird   ausreichen   die   Formel   (6.  148)   zu  beweisen, 

weil   die  beiden  anderen  Formeln  aus  jener  auf  dieselbe  Weise 

hergeleitet  werden  können,  wie  die  beiden  Gleichungen  (6. 141), 

(6.  142)  aus  (6.  140)  hergeleitet  worden  sind. 

Um  den  Nachweis  der  Formel  (6.  143)  zu  liefern,  fangen  wir 
damit  an  zu  erinnern,  dass  die  Ebene  des  Skalarteils  eines 
Quatemions  unbestimmt  ist,  sodass  man  jede  willkürliche  Ebene 
dazu  wählen  kann.  Wählt  man  deshalb  als  die  Ebenen  der 
Gröszen  Sq\  Sq  diejenigen  der  Vektorteile  Vq\  Vq^  bzhw. 
so  hat  man  es  bei  Sq\  Vq\  Sq,  Vq  mit  vier  coUinearen  Qua- 
temionen zu  tun  und  es  wird  nunmehr  die  allgemein  gültige 
Formel  erhalten 
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=  ^^'5^  ^Sq'Vq-\-  Vq'Sq  +  V^  Vq  nach  (b.  142) 

oder  weil  die  Skalarteile  mit  einander  and  mit  den  Vektor- 
teilen commutativ  sind 

qq  =  Sq'Sq^Sq'Vq-\-SqV^+  Vq'Vq.  .  .  (6.146) 

Wendet'  man  dieselbe  Formel  bei  (/  +  ?")?  *°  i  so  wird  er- 
halten 

W  +  f)q  =  S{q'  +  q")Sq  +  S(q'  +  q")  7?  +  5?  V{q'  +  q")  + 

+  v{q'  +  4')  vq^ 

=  (Sq'  +  Sq'')Sq  +  (5/  +  V)  ^q  +  Sq{  Vq'  +  Vq")  + 

+  ( ^/  +  ^?")  ^?,  nach  (6.  109)  {b.  137) 
=  Sq'Sq  +  V5?  +  Sq'  Vq  +Sq''  Vq  +  Sq  Vq'+Sq  Vq"+ 
+  Vq'Vq  J^  VfVq,  nach  (h.  29)  (6.  30)  (6.  91) 

+  Sq"  Vq  +  5?  Vq"  +  F/'  F?  t ,  nach  (6.  26)  (6. 27 ) 
=  ?'? "I" q'i »  nach  (6.  1 46). 

Die  Relationen  {b.  143)  (6. 144)  (&.  145)  sagen  aus,  dass  das 
distributive  Princip  bei  der  Multiplikation  von  Quaternionen 
allgemein  gültig  ist.  Es  ist  dies  eine  sehr  wichtige  Errungen- 
schaft. 

66.  Es  mögen  in  diesem  Artikel  noch  einige  Formeln  Platz 
finden ,  zu  denen  die  Ergebnisse  der  vorhergehenden  Artikel 
uns  führen. 

Aus  {b.  75)  oder 

TT  =  K.»T  T  , 

erhält  man  durch  beiderseitige  Addition  von  rV 

TT  +  rV  =  rV  +  K.TT  =  (1  +  JT)  t't  =  2  St't  nach  (6.  107) 
oder  kürzer 

S.f^T={{TT'+T'T) (6.146) 

Hätte  man  zu  (6.  75)  beiderseits  t't  nicht  addirt,  sondern 
sabtrahirt,  so  wäre  entstanden 

r'r  —  tt'  =  t't  —  K.t't  ==  (1  —  K)t't  =  2  V.t't  nach  (b.  131) 
oder 

V.t't  =  i  (t't  — TT') {b.  147) 

Ans  den  erhaltenen  Formeln  (6.  146)  {b.  147)  lässt  sich  auch 
achlieszen 
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Syr  =  Är/      j 

V.TT  =  —  V.rr  j 
Es  seien  ;,  /  wieder  willkürliche  Quatemionen.  Nimmt  man 
Yon  den  beiden  Seiten  der  Gleichung  (b.  146)   die   Skalarteile, 
welche   einander   gleich  sein   müssen,  und  ebenso  die  Yektor- 
teile,  so  wird  erhalten 

S.q'q  =  Sq'Sg  +  S{Vq^Vq)  j 

V.q'q  =  S^Vq  +  SqVq'+V{Vg'Vq)\'  '  '  ^         ^ 
Wenn   man  in   (6.146)   q^  =  q   annimmt,  so  geht  die  Glei- 
chung über  in 

q^=.Sq^-^2SqVq-\-  Vq^ (6.150) 

oder 

q^=zSq^-^2SqVq-^NVq  nach  (b.  130) 

und  dadurch   werden   die   Gleichungen   (&.  149)   zu   den  nach- 
stehenden 

S.q*  =  Sq*-  NVq  J 

Aus  (b.  146)  oder 

^q  =  S^Sq-\-Si'Vq-\-Sq7^-\-Vq'Vq 
and 

qi  =  SqSq  -{-  SiVq-\-  SqV^  +  VqV^ 
erfolgt  darch  Addition  and  Subtraction 

q'q  4-  j?'  =  2  {SqSq'  ■Jf-S^Vq-\-Sq  Vq')  +  2S(Vq  F/)  nach  (6.146) 
q'q  -  qq'  =  V^Vq  —  VqVq'  =  2  V{ Vq'  Vq)  nach  (6.147) 

oder 

iWS  +  ^^)  =  SqS^  +  SqfVq  +  SqVq^  +  S{VqVq')\ 
iWi-q^)=V{Vq'Vq)  j.(M5^) 

Ein  anderer  wichtiger  Schlusz  kann  aus  (&.  149)  gezogen 
werden.  Wenn  man  darin  q'  und  q  mit  einander  verwechselt 
und  beachtet,  dass  nach  (&.  148) 

S(VqfVq)==S(VqVqf), 
SO  erhält  man  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen 

S,g'q  =  S.qq' (6.153) 

Dasselbe  Verfahren,  auf  die  zweite  der  Gleichungen  (6.  149) 
angewandt,  in  Verbindung  mit  (6.  148)  ergibt 

V.q'q>  V.qq' (ft.  154) 
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Die  Gleichung  {b.  153)  kann  auch  auf  andre  Weise  erhalten 
werden. 

Nach  (&.  99) ,  ist  nämlich 

S.q'q  =  Tgfq  cos  A  q'q 
S.qg^  =  Iqgf  cos  jL  qq* 

Die  zweiten  Seiten  sind  nach  (&•  48)  (&.  57)  einander  gleich , 
somit  auch  die  ersten, 

67.  Die  Zerlegung  eines  Quaternions  in  einen  Skalar- 
nnd  einen  Vektorteil  können  wir  auch  dazu  verwenden,  die 
Gültigkeit  des  commutativen  und  associativen  Princips  bei  der 
Addition  mehrerer  Quaternionen  darzutun ,  ein  Beweis,  welchen 
wir  im  Art.  37  hier  zu  geben  versprachen. 

Es  gilt  zu  zeigen,  dass  allgemein 

q  +  ^  +  i"+r+ ?  +  /"  +  £'  +  ?"'  +  ••. -j     i.  155^ 

?+?'+?"+?"'+••.■=?+?'+(?"+?"')+••••)!  •  ^     ^ 

Nach  {b.  94)  ist 

Nun  ist  jedoch 

%+/+?"+/"+....)  =  Sq+Sq'+Sq"+8q'''+....  nach  {b.  109*) 

=  Sq+Sq"'+S^+Sq"-\-.... 
oder 

nach   (6.29*),  wenn  hierin  die  GrSsze  q  durch  die  Einheit  er- 
setzt wird.  Und  hierdurch  ist  weiter 

S{q  +  q'  +  q"  +  /"  +  ....)  =  %  +  /"+?'  +  i"  +  .-) ) 

oder  (6. 155*) 

Weil  aber 
I  V{q  +  q' +q"-{-f '  +  ....)  =  l{Vq+  F?'+  Vq"  +  Vq"' + ....) 

nach  (b.  138) 
=  IVq  +  IV^-\-IVf  +  IVq"'-\-.... 

nach  (5.  86) 

=  IVq  +  IVq'"  ■\-lV^  +  IVq"  + .... 

nach  (a.  1) 

and 
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iy(s+ 4 + / + 4"  +  ....)  =  i^i + 1^4 + iy4' + lyf + .-.• 

=  /  7? + 7F/  +  (7F?"+7F/"+ . ..) 

nach  (a.  2) 
=  17i  +  JF£'  +  /F  (?"  +  ?'"  + ....) 

nach  (&.  86),  (&.  138) 

=  /F[?  +  ?'  +  (?"  +  4"  +  ..-•)] 
SO  kann  nach  (6.  81)  geschlossen  werden 

^(?  +  ?' + 4'  +  ?'"  +  -.)  =  i^(?  +  ?'"  +  ?'  +  ?"  +  ••") 

oder 

und   aus   diesen  Gleichungen  in  Verbindung  mit  (6.  155*)  und 
dem  umgekehrten  des  Satzes  (6.  95)  folgen  die  Relationen  (6. 155). 

68.  Zurückführung  eines  Quaternions  auf  die 
Tiergliedrige  Grundform. 

Nach  allem  Bisherigen  können  wir  einen  Satz  begründen, 
der  unter  dem  in  der  Überschrift  dieses  Artikels  enthaltenen 
Namen  bekannt  ist  und  welcher  eine  so  grosze  Bedeutung  ftir 
die  Theorie  und  die  Anwendungen  hat,  dass  manchmal  die 
Ansicht  ausgesprochen  ist,  derselbe  sei  als  Definition  der  Qua- 
ternionen  zu  verwenden.  Wir  haben  indessen  vorgezogen  eine 
mehr  an  die  geometrischen  Begriffe  sich  anschliessende  Defini- 
tion zu  benutzen. 

Unser  Ausgangspunkt  sei  die  Gleichung  (&.  94) 

Beachten  wir,  dass  F^  ein  rechter  Quotient  ist,  und  dass 
derselbe  nach  (&.  90)  als  Summe  Yielföcher  der  drei  rechten 
Radiale  t,  y,  k  dargestellt  werden  kann,  so  erhält  man, indem 
noch  gesetzt  wird 

Sj  =  tü, 

j'  =  tu  +  ^*  -|-  ^y '  +  ^4 (6, 156) 

wo   Wy  x^  y ^  z  irgend    welche   positive  oder   negative  Skalare 
sein  können. 

Es  ist  diesem  viergliedrigen  Ausdruck  gemäsz  der  Name 
»Qaatemion"  entstanden. 

69.  Es  wird  seinen  Nutzen  haben ,  die  wichtigeren  der  bisher 
vorgekommenen  Gröszen  mit  Hülfe  der  eingeführten  Skalare 
w^   Xy   y,   z  und   der   rechten    Radiale  t,  j,  k  auszudrücken; 
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{b.  157) 
{b.  158) 

{b.  159) 


man  erhält  dabei  nach  den  Definitionen 

P.  Sq  =  to 

2^.  Vq  =  xi  •^- yj  -^  zk 

3».  TVq=  i^x^  +  y^  +  z^ 

Denn  es  ist  TVq=TIVq  nnd  nach  Art.  56  hat  IVq  die 
Componenten  xli,  ylj^  zlky  deren  Tensoren  x^  y^  z  bzhw. 
sind;  weil  diese  Componenten  samtlich  unter  sich  rechtwinklig 
sind,  80  ist  deshalb 

{TIVqy  =  x^'+y^  +  z\ 
Er  erfolgt  hieraus  noch: 

JVF^  =  j!»  +  y»  +  «» 
F^»  =  —  («»  +  y»  +  z*)  nach  {b.  130) 


4«. 
5». 

6«. 

70. 
80. 
9». 


*         TVq         \/aA  +  y»  +  Ä» 

JVT^  =  w»  +  ar»  +  y>  +  «»  nach  (6. 1 35) 


Ui^^  = 


w  +  xt  +  jy  +  «* 


Fi7y 


r?         l/w»  +  x*  +  y»  4-  «» 

^' + yj + ^* 


UT 


cos  ^q=-f^=      ,         

y?        l/w»  4- «*  +  y*  +  «* 


(ft.  160) 
(6. 161) 

{b.  162) 

(6. 163) 

(6. 164) 
(ft.  165) 


100.        1=: 


V)  —  xi  —  yj  —  zk 


q       io-\xxi-\-yj-\-zk      {w-\-asi^yj-]r>'k)  {yo—asi—yj—zk) 

nach  (6.  78*) 
oder  in  Ühereinstimmang  mit  {b.  24) 

1       w  —  mi  —  yj  —  zk  ,.   ,  „„^ 

q     w*-|-*  +y  +» 

Denn  es  ist 
110.  Kq  =  8q  —  Vq  =  w  —  xi  —  yj  —  zk .  .  .  .  (b.  167) 

70.  Wenn  Qaaternioneu  in  der  viergliedrigeu  Ornndform 
g^eben  sind,  so  lässt  sich  deren  Snmnie  and  deren  Differenz 
leicht  in  derselben  Gestallt  angeben.  Ist  nämlich 

q  =  w-^in-{-yj-{-zk,    q' =  w' -\- a^i  +  y'j  +  z'k , 
q"  =  u)"  +  iB"i  +  y"j  +  z"k,  a.  s.  w. 
so  ist  nach  {b.  168)  in  Verbindung  mit  {b.  29*) 
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^^  4"  s''  4"  /'  4"  ••••  =  w  -{-  w'  -{-  w'' ....  +  (4?  4"  «a?'  4"  «^"  4"  ••••)  *  4" 

4-(j/  +  y  ^■•y"4-..•.)i4- 
+  (^  4-  ^'  +  ^"  4- ....)  *. 

71.   Wenn  zwei  Quaternionen 

q  =  w-\-xi'}-yj^zk  und  /  =  u?'  4" «»'«  4"  }/j  4"  -^'^ 
einander   gleich   sind,   so   lassen   sich   hieraus   die  vier  Skalar- 
gleichungen  folgern: 

w==to\  x  =  x\  y  =^y\  z  =  z^ {b,  168) 

Denn  wenn 

^  =  OB:OA,  /  =  OB':OA', 
so  müssen ,  damit  q  =  q^  sein  kann ,  OA,  OB,  O'A^  O'B'  com- 
planar  sein,  und  weiter 

Z  BOA  =  Z  B'O'A'  und  T.OB  :  T.OA  =  T.O'B'  =  T.O'A'. 
Fällt   man   sodann  die  Senkrechten  BB^,  B'B/  auf  OA,  O'A 
bzhw. ,    so   werden    die 
Dreiecke  OBB„  O'B'B/ 
ähnlich  sein,  weil 
Z  BOA  =  Z  B'O'A', 

ZOB,B  =  ZO'B'iB'=| 

und  dadurch  wird: 
r.OB,  :  T.O'B/  = 
=  T.OB  :  T.O'B'  = 
=  T.OA :  T.O'A' 
oder 

r.OB, :  T.OA  =  T.O'B/  :  T.O'A'. 
Hiermit  ist   bewiesen,    dass   die  Skalarteile  der  beiden  Qua- 
ternionen einander  gleich  sein  müssen ,  oder  w  =  w\ 

Aus   der   Ähnlichkeit   der  Dreiecke  OBB,,  O'B'B,'  folgt  aber 
auch  unmittelbar ,  dass  die  Vektorteile  der  beiden  Quaternionen 
BB,  :  OA  und  B'B/ :  O'A'  ebenfalls  nicht  verschieden  sein  kön- 
nen, denn  es  ist 
BB, 


OA 


BB,OB,_BB,  B'B/  _  B'B/ 

OB,   OA  ■"  OB,  ^^'    OA'   ~"  OB,'  ^ 


und  nach  Art.  29  musz  BB,  :  OB,  =B'B,':  OB,'  sein,  während 
auch  Sq  =  8q\ 

Es  wird  deshalb  auch  die  Gleichung  stattfinden 
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*»'  +  yj  +  «*  =  x'i  +  y'j  +  z'k 
oder 

(x-x')i+{y-^)j  +  {z-z')k  =  Q. 
Wären   nun   die   letzten  drei  der  Gleichungen  {b,  168)  nicht 
gültig,  so  würde  man  aus  dieser  Relation  herleiten  können: 

I[{x-x')i  +  {y-y')j  +  (z-z')k]  =  Q 
oder 

L(x  —  x')  i+I.{y  —  y')j  +  I.{z  —  /)  *  =  0  nach  {b.  86) 
oder 

(x-^x)li+{tf^y')lj-\'{z^s)lk  =  0  nach  (i.  82) 
oder  endlich  mit  den  Bezeichnungen  der  Artikel  54,  58: 

(j?  —  ^')  Ol  +  (y  —  y')  0 J  +  (<?  —  ^')  OK  =  0 
and  diese  Gleichung  würde  nach  Art.  2  aussagen,  dass  die  drei 
Eünheitsyektoren  Ol,  OJ,  OK  complanar  sind,  ein  Schlusz  mit 
unsrer    Voraussetzung,   Ol,   OJ,   OK  seien   unter  sich   recht- 
winklig, streitig. 

Es  müssen  somit  auch  die  letzten  drei  der  Relationen  {b.  168) 
stattfinden. 

72.    Eine    Anwendung    der    Einführung    der    viergliedrigen 
Grundform  kann  man  finden  in  einem  neuen  Beweis  der  Gültigkeit 
des  associativen  Princips  bei  der  Quaternionenmultiplikation. 
Setzt  man  nämUch 

q  =«7  +  a?t  +  K;  +  «* 
q'  =w'  +  x'i  +  y'j  +  zk 

q"  =  iv''  +  x''t  +  y'j  +  z"k 

and   berechnet   mit  Hülfe   des  schon  bewiesenen   distributiven 

Princips   (Art.   65)   die  beiden   Ausdrücke   qisli')    and  to')/'» 

so    wird  man   in   der  Tat  dasselbe  Resultat  erhalten,  wodurch 

die  Identität  dieser  Ausdrücke  dargetan  ist. 

Wir   unterlassen  die  Berechnung  hier;  allein  wollen  wir  die 

Formel   für   das   Produkt   zweier  Quaternionen ,  des  frequenten 

^Nutzens  wegen,  hier  hinschreiben 

qq  =  ww' —XX  --yy'  --  zz'  +  i  {w'x  -\-  wx'  -\-  yz  —  y^z)  + 

'^}(^y  "i"  ^'  "f"  ^^'  —  ^'•^)  H" 

+  *(V^  +  W  + V  — ^'y)  •  •  (ft-169) 
Das  Quadrat  eines  Quatemions  im  besonderen  wird 

q^  =  w^-x^-y^-'z'^+2wxi-\-2wyj-\-2wzk.  .  .  (6.170) 


90 

73.  Proportionen  mit  Qaaternionen.  Wenn  wir  vier 
Quaternionen  q,  q',  q",  q'"  wählen,  die  der  Relation  genügen 

qiq'  =  q":q"'  oder  ^,  = -C (6.171) 

so  sollen  dieselben  proportional  genannt  werden. 

Weil  -,  und  -^  Quaternionen   sind ,    so   kann  nach  Art.  29 
i  9 

die  Beziehung  (&.  171)  nur  stattfinden,  falls 

nnd 

Ut^  U^j,  oder  Uq :  C7^'=  CT/' :  Uf  nach  (6.  70)  .  (6. 173) 

Wir   wollen    uns    in    diesem   Artikel    mit    einigen    wenigen 
Eigenschaften  dieser  Proportionen  beschäftigen. 

Nach   (6.72)   in    Verbindung   mit   dem   Satze:  wenn  y  =  j', 

so  ist  auch  -  =  -,  erfolgt  aus  (i.  171)  unmittelbar 

^'  =  C  wenn  %  =  ^, (*.  174) 

Wenn   wir   die  Einheitskugel,   deren  wir   uns  vorher  schon 
bedienten ,  construirt  denken ,  so  sei  auf  derselben  (Figur  49) 


und  deshalb  wird 
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^^=fr,  > 


U4      ^  Vi 

eine   Drehnng  von   G  nach  A,  gefolgt  von  einer  Drehung  von 
A  nach  B,  d.  h.  den  Vektorbogen  CB  bedeaten.  Es  sei  weiter 

80  wird 

Nach   der  gegebenen  Proportionalitat  der  Gröszen  q^  q\  q'\  q" 

müssen  CB  und  FE  Teile  eines  einzigen  groszten  Kreises  sein, 

und  GB  =  FE.  In  der  Figur  49  sei  dies  angenommen.  Es  wird 

dadurch  auch  BE  =  CF  sein. 

Wenn  wir  die  Bogen  BA  und  ED  verlängern  bis  über  den 

Schnittpunkt  Q  derselben  hinaus ,  und  ebenso  CA  und  FD  über 
ihren  Schnittpunkt  P  hinaus «  so  wird  ein  sphaerischer  Kegel- 
schnitt construirt  werden  können ,  welcher  durch  A,  D,  Q,  P  geht 

und  von  welchem  BF  einer  der  cyclischen  Bogen  ist.  Indem  man 

nämlich  PH  =  CH  und  QK  =  BA  nimmt ,  werden  zwei  Punkte 
H,  K  erhalten,  die  einen  grqßzten  Kreis  bestimmen  und  es  ist 
leicht  ersichtlich,  dass  der  sphaerische  Kegelschnitt,  dessen cy- 

clische  Bogen  BF  und  HK  sind,  und  welcher  durch  den  Punkt 
A   hindurchgeht,   auch   weiter   durch   P,   Q,   D    gehen  musz; 

durch  P  und  Q ,  weil  PH  =  AO  und  QK  =  BA ,  durch  D  wegen 
des  nachstehenden  indirekten  Beweises. 

Gesetzt  der  Kegelschnitt  ginge  nicht  durch  den  Punkt  D  von 

PF,    sondern  durch  einen  anderen  Punkt  D'  desselben  Bogens, 

so  konnte  man  QD^  ziehen,  welcher  BF  in  E'  schnitte.  Es  wäre 

sodann  nach  Art.  49  CB  =  fF,  während  gegeben  ist  ^=  m 
Es  müssen  somit  E'  mit  E  und  D'  mit  D  zusammenfallen. 
Aus   allem  dem  schlieszt  man 

ÖP  =  DF  =  Uf,  IQ^=DE  =  U4\  QH  =1k 
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Weil  aber 

genommen  sind,  so  Issst  die  Gleichung 

sich  wie  nachstehend  interpretiren : 

üq'"         Uq"  üq  Uq" 

•*        — ^        ■*■      Dir  Ann  — —  ■*■ 

Uq'    ~    Uq  Uq'  ~    Uq'" 

und  weil  ans  {b.  1 72)  nach  den  Eigenschaften  der  gewöhnlichen 
Proportionen  folgt: 

Tq'":  Tq'=Tq":  Tq, 
so  schlieszt  man 

(i"\(i  =  4'\q  wenn  q^q'^fiq"  ^  .  .  .  (6.175) 
oder  in  Worten:  Bei  einer  Quateroionenproportion  können  die 
beiden  äuszeren  Quaternionen  umgetauscht  werden. 

Vergleicht  man  die  Relation  {b.  175)  mit (6.  174),  stattdessen 
wir  auch  schreiben  können: 

SO  erhält  man  den  Satz: 

In  einer  Quaternionenproportion  können  die  beiden  mittleren 
Quaternionen  umgetauscht  werden,  oder  in  Zeichen 

q\i'  =  4\q'  wenn  ?:/  =  ?":?'".  .  .  .  (6.176) 

Aus  den  beiden  Sätzen  (6.  175)  (6. 176)  kann  man  schlieszen, 
dass  im  allgftmeinen  das  Produkt  der  äuszeren  Gröszen  dem- 
jenigen der  mittleren  nicht  gleich  kommt. 

Denn  weil  die  mittleren  Gröszen  umgetauscht  werden  können, 
so    würde    man ,    falls    die  genannte  Eigenschaft  gültig  wäre , 
daraus  schlieszen ,  dass  auch  bei  der  Quaternionenmultiplikation 
die   Faktoren  umgetauscht  werden  können,  was  mit  dem  Vor- 
hergehenden streitig  ist. 

Aus  einer  gegebenen  Proportion  ?:/  =  /'  J  4"  kann  man 
eine  jede  der  Qröszen  auflösen,  und  zwar  geschieht  dies  wie 
nachstehend : 

Aus         q        ?"-!.?.       i'  j    ji         ^  j       i'    ' 

oder  schlieszlich 
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q  =  Kr,g^  wenn  q:^  =  gf':q"' (6.177) 

Aus  q:q'  =  q":  4"  folgt  nach  (J.  176) : 

X  _  ^     oder  X  V"  =  il  a"- 

q"  —  q'"  »  °''®'    j"  »  q'"  ?    ' 

oder  4  =  ^4"  wenn  ?:/  =  ?":?'".  .  •  .  (i.  178) 
In  derselben  Weise  findet  man 

Wir  schlieszen  diesen  Artikel  und  die  Betrachtungen  i3ber 
Proportionen  mit  der  Bemerkung,  dass  die  Proportion 

q-4  =  4'--r 

auch  in  andrer  Gestalt  erscheinen  kann.  So  ist  z.  B.  nach  (6.24*) 

l_Kq 
q~  Nq 
und  deshalb  wird 

qK^  _  fKq'" 
Ni    ~     Nf 
oder  auch 

Nf.qKi  =  N^^'Kf  \ 
und  J (6.  180) 

weil 

Nq\N4^ Nq" :  iV^? ". 

74.  Allgemeine  Theorie  der  Potenzen  und  Wur- 
zeln von  Quaternionen. 

Wir  definiren  {UqY,  wo  n  eine  willkürliche  ganze  oder  ge- 
brochene arithmetische  Zahl  ist,  dadurch,  dass  wir  dieses  Sym- 
bol als  einen  Yersor  betrachten,  dessen  Achse  mit  Ax,q  über- 
einstimmt, während  sein  Winkel  dem  n-fachen  des  Drehungs- 
winkels des  Quaternions  q  gleich  ist.  In  Zeichen  ist  dies 

Ax.  {UqY  =  Ax.q ,  Z{UqY  =  nZq    ....  (6.181) 
Wenn  jedoch  n  eine  negative  Zahl  sein  möchte,  z.  B.  r=--m, 
00   sei  unter  {Uq)~~^  der  Beciproke  des  Quaternions  (f/^)*  ver- 
sianden,  oder 
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(Uq) =^ (6.182) 

Nehmen  wir  weiter  durch  die  Definition  an 

q-  =  {TqY{UqY=^Tq-Ug- (6.183) 

eine  Gleichung,  die  zugleich  aussagt,  dass  die  Klammern  bei 
{TqY{üq)*  im  weiteren  fortgelassen  werden  sollen,  so  erscheint 
hierdurch  die  n^  Potenz  eines  Quaternions  als  ein  Quaternion, 
dessen  Achse  mit  derjenigen  von  ^  übereinstimmt  oder  ihr  entge- 
gengesetzt ist,  je  nachdem  n  eine  positive  oder  eine  negative 
Zahl  ist,  dessen  Tensor  der  n*"  Potenz  des  ursprünglichen 
Tensors,  und  dessen  Winkel  dem  n-fachen  des  ursprünglichen 
Drehungswinkels  gleich  ist. 

Es  erfolgt  somit  aus  der  Gleichung  {b,  183) 

Ax.q*  =  ±Ax.q^  je  nachdem  w^O,  r.j*=  Tq*^  Z7.j*=£/5^(6.184) 
Die    Gleichung    (6.  181)    gestattet   einen   wichtigen   Schlusz. 

Wenn    wir  nämlich   die   Relation   (6.  136)  in  Betracht  ziehen, 

so  erhalten  wir 

üq=^co8  Z^q-^r  **w  Z,  q. UVq.  .....  (6.  185) 

Nach    (b.  181)   ist  jedoch,    weil    ein   rechtes   Radial   in    der 

Ebene   des   Quaternionn  ^*  einem  solchen  in  der  Ebene  von  q 

gleich  sein  musz  (der  Übereinstimmung  der  Ebenen  zufolge) 

{UqY  =:z  C08  {n  Z  q)  +  sin  {n  Z  q).  UVq  .   .  .  (6.186) 

eine  Formel,  die  nicht  nur  für  positive  Werte  von  n,  sondern 

auch   für  negative  Werte  gültig  ist.  Denn  wenn  n  =  —  m ,  so 

erhält  man  nach  (6.  182) 

( UaY^=  — = - = 

{U&       co8{m  Z,q)  +  6in{mZq).UVq 

=:  C08  {m  Z.q)  —  8in  {m  Z,q) ,  UVq. 
indem  man  nach  (6.  73*)  Zähler  und  Nenner  durch 

C08  {m  Z.q)  —  sin  (m  Zq).  UVq 
multiplicirt  und  die  Formel  (6.  129)  beachtet.   Es  wird  deshalb 

(  Uq)~^  =  €08  ( —  m  ^  y)  +  sin  ( —  m  ^.q)-  UVq 
oder  auch  bei  negativem  n 

(  UqY  =  cos  {n  Zq)-j-  sin  {n  Zq),  UVq, 
Aus   der    Verbindung   der   Gleichungen   {b.  185)  {b,  186)    re- 
sultirt  nun  für  alle  Werte  von  n: 
{cos  Zq-\-sinZ.q.  UVqY  =  cos  (n  ^  y)  +  sin  (n  Z. ?)•  UVq  (6. 1 87) 


r» 
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Das  in  der  Algebra  gültige  Moiyre'sche  Theorem  erscheint 
daher  auch  bei  Quaternionen. 

Es  ist  übrigens  leicht ,  dasselbe  für  ganze  Werthe  von  n 
darch  Multiplikation  nach  den  gegebenen  Regeln  nachzuweisen. 

Hat  man  es  mit  einem  rechten  Quaternion  r  zu  tun,  so 
geht  (6.  186)  über  in : 

Es  wird  weiter  im  allgemeinen  nach  (6.  183)  {b.  186) 
y  =  T^  \co8  {n  Z,q)  -j-  Bin  (n  ^q) ,  UVq]  \ 

=  Tr^[cos(nl)+sin(nl).UVr']        "  "  '  <*•  ^8«) 

Und  hierbei  schlieszen  sich  die  nachstehenden  Formeln  an: 

P.  S.q»  =  Tq»  cos  {n  Z  q) ,  .  (6.189) 

20.  r.q-=Tq-8in{nZq).Urq (6.190) 

S».  S.r^=  Tr^cosfn^] {b.  191) 

Es  ist  deshalb  /S.r»  nur  dann  =0,  wenn  n  eine  ungerade 
Zahl  ist. 

40.  V.r-=  Tr-8in(n  0  UVq {b.  192) 

Hiemach  ist   F.r*=0,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  bedeutet. 
50.  K,qr  =  Tq- [co8 (nZq)- sin (n Z q). UVq].  (6.193) 

60.  -=q-^=(Tq)-^[co8{nZq)-8in{n^q).UVq].  (6.194) 

70.  qn  K.q-  =  Tq^^  =  {qKqY (6.  195) 

75.   Besonders  wichtig  ist  das  Symbol  q~~^^  weil  es  nach  der 

Definition   (6.  184)    mit    -   identisch   ist.    Es  ist  somit  q-^   der 

Reciproke   des  Quaternions  q.   Man  kann  die  Grösze  q~'^  auch 
bei  dem  Quotienten  zweier  Quaternionen  einführen  und  erhält  dann 

I  =?,?-' (6.196) 

Die    zweite   Seite  ist   natürlich   von    q—^q^    verschieden,    wie 
wir  Bchon  in  Art.  52  bemerkten.  Man  erhält  weiter 

-=  ^1  =  Tq-^  \C08  Aq  —  sin  j/q.U Vq] 
9. 
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76.  Wir  wollen  noch  einige  allgemeine  Sätze  über  Potenzen 

beweisen. 

10.     ^^^gm^n (6.197) 

Denn 

^^  =  Ty-Ty*  [cos  {mZ.q)  +  sin  (n  Z  qyUVq] 

[cos  (n  Z  j')  +  «iw  (n  Z,  q).  ÜVq\  = 
—  7^-»+»»  [CO*  (w  +  n)  Z  ä'  +  «m  (w  +  fi)  Z  ? .  üVq] , 

weil  {Urqy=—1 

20.    (^•)*  =  ^« {b.  198) 

Weil 

(^)-  =  (T^)«  [co«  {nZq)  +  sin  (nj^q).  UVqY  = 

=  Tj^  [co«  {mn  Z  y)  4-  «t»i  (*»w  Z  q) .  C^Fj']  nach  (6.  187) 

Eine  Folgerung  lässt  sich  hieraus  ziehen: 
Weil  ^"«  =  yw» ,  so  ist  auch  (j^)*  ^=  (?*)*. 

Denn  man  erhält: 

j.^'«  =  T^Tq'*  [cos  {nZq)^  sin  {nZq).  UFq\ 

[cos  (n  Z  /)  +  sin  (n  Z  /).  U  Vq'] 

=  ( T^ Tqy  [cos  (n  Z  ^)  CO«  (n  Z  /)  +  sin  {«  Z  ^)  cos  (n  Z  j'').  17Fj+ 
+  cos  in  Z  j')  sin  {n  Z  j^).  f/F/  +  ^in  (n  Z  y)  sin  (n  Z  /).  UVqU  V^\ 

ÜVq,   UVq'  sind   beide  rechte  Ra- 
diale. Es  sei  in  der  Figur  50 
«_,      OA     ^^       OB 

so  ist 

Diese  Grösze  ist  somit  ein  Radial 
in  einer  zu  den  Ebenen  der  Quater- 
nionen  q,  c[  senkrechten  Ebene. 

Die    erhaltene    Formel   lässt  sich   nicht   weiter   vereinfachen 
und  kann  nicht  in  der  Gestalt 

(TqTq'Y  [cos  (n  Z  qq')  +  sin  (n  Z  qq).  UVqq] 

erhalten  werden. 


h^so 
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77.  Die  Orosze  q»^  in  den  in  Art.  74  definirten  Sinn  ge- 
nommen, wollen  wir  die  n^  Wurzel  aus  dem  Qaaternion  q 
nennen  and  schreiben 

^  =  ^q=Tqi(cos  ^  +  sin^.UVq\  .  (6.199) 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  n^  Wurzel  eines  Quaternions  ein 
neuer  Quaternion  ist ,  dessen  n^  Potenz  dem  Quaternion  q  gleich 
kommt,  denn  nach  {b.  197)  ist 

Man  kann  hierdurch  noch  statt  ql  die  Bezeichnung  i?^g»~ein- 
f&hren,  denn  es  ist: 

qk  =  (y.)i  =  P"q-. 

78.  Eonisch  spaltende  Quaternionen.  In  Art.  17 — 19 
fianden  wir ,  dass  das  Symbol  x  -f-  V^  ß  gedeutet  werden  kann 
als  ein  Yektorkegel,  nämlich  als  die  Qesammtheit  der  Seiten- 
linien des  Kegels,  dessen  Scheitel  mit  dem  Anfangspunkt  des 
Vektors  x  zusammenfallt,  während  die  Grundfläche  ein  Kreis 
ist,  aus  dem  Endpunkte  von  «  mit  dem  Radius  Tß  beschrie- 
ben in  einer  zu  ß  senkrechten  Ebene. 

Wenn  nun  ein  dritter  Vektor  y  gegeben  ist,  so  wollen  wir 
die  Gesammtheit  der  Operationen,  welche  den  Vektor  y  in 
den  Vektorkegel  » -\-  V^  ß  überführen ,  einen  konisch  spal- 
tenden Quaternion  nennen  und  mit 

r 

bezeichnen.  Dabei  wollen  wir  aber  unmittelbar  eine  weitere  De- 

X  ß 

finition  aufstellen ;  wenn  nämlich  -  =qj  -  =  qf   gesetzt   wird , 

so  wollen  wir  annehmen,  dass  identisch  sei 

flg  +  V^-l/3^^_^^— ^, (J.200) 

Die  Figur  51  yeranschaulicht  den  Begriff  des  konisch  spal- 
tenden Quaternions.  Von  0  aus  ist  der  Vektor  OA =7  gezogen, 
^weiter  AB  =  x ,  BG  =  /3.  Der  Kreis  B  ist  in  der  Ebene,  durch 
£  senkrecht  zu  ß  gebracht  mit  dem  Radius  Tß  beschrieben 
und  nachher  der  Strahlenkegel  aus  A  nach  dem  umfange  dieses 
Kreises  construirt. 

7 
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fi^Si 


Der  Ausdruck   q  -|-  V^--l  /  spaltet  somit  den  Strahl  OA  in 
diesen  Strahlenkegel. 

Es  ist  klar,  dass  die  vorher 
gegebenen  Definitionen  in  diesem 
Falle  keinen  Sinn  haben  und  es 
erscheint  deshalb  angemessen,  die 
wichtigsten  Oröszen  aufs  Neue 
zu  deuten. 

79.  Zwei  konisch  spaltende 
Quaternionen  q  -|-  V^— i  ?'  ^^^ 
q^  _|-  v/Hi  jTj'  sollen  einander 
gleich  heiszen ,  wenn  q  =  qi  und 

/  =  ?!'. 

Die  Summe,  die  Differenz  und  das  Produkt  zweier  konisch 
spaltenden  Quaternionen  wollen  wir  dadurch  definiren,  dass 
diese  Gröszen  bestimmt  werden  sollen,  indem  man  iZ-HT  als 
einen  gewöhnlichen  skalaren  Faktor  betrachtet;  somit  schrei- 
ben wir: 

(?  +  V-i  i) ± (?,  +  V~M,')^i±q,+  V:=\{^±q,')  {h.  201) 
{q+V-\^)  (?,+V=i ?/)  =  ??. -?'?,'+ V^^ (?'?,+??,')  {b.  202) 

Wenn  man  bei  einem  Produkte,  welches  drei  oder  mehrere 
Faktoren  enthält ,  die  Multiplikation  wirklich  ausfuhrt ,  so  zeigt 
sich,  dass  auch  bei  der  Multiplikation  konisch  spaltender  Qua- 
ternionen das  associatiye  Princip  gültig  bleibt. 

Der  Beciproke  eines  konisch  spaltenden  Quaternions 

1 

sei  ein  solcher,  welcher  mit  dem  Nenner  q-^-  V^\  /,  oder  auch 
durch  denselben,  multiplicirt  die  Einheit  ergibt. 
Setzen  wir  nämlich 

SO  lässt  sich  hieraus  schlieszen 

(?+ V/-1  £')(?,  + V^l  ?/)  =  1 

oder 

iä.  +  V-iq^')  {s+V-\fi  =  \ (6.203) 
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Aas  der  ersten  dieser  Gleichongen  kann  gefolgert  werden 

??i— /«i'^l    «"»d   yj-i'  +  Z?,  =  0 
nnd  die  zweite  Relation  dieses  Systems  ergibt 

wodurch  nach  EinfQhrang  dieses  Wertes  in  die  erste 

erhalten  wird;  somit  ist 

_         1 (/)-^ 

und 

Dasselbe  Resultat  hätte  man  aber  auch  aus  der  zweiten  der 
Gleichungen  (&.  203)  erb  alten. 
Die  Gleichung  (i.  58)  oder 

bleibt  nun  auch  bei  konisch  spaltenden  Quaterniouen  gültig. 
Denn  die  zweite  Seite  dieser  Gleichung  ergibt  mit  dem  Nenner 
der  ersten  Seite  (oder  durch  denselben)  multiplicirt  die  Einheit. 
Nunmehr  ist  es  ein  Leichtes  den  Quotienten  zweier  konisch 
spaltenden  Quaternionen  zu  deuten.  Wir  setzen  nämlich  fest, 
dass 

^+^,  =  b+^^rt,-^+^.  .  ("05) 

Daraus  ergibt  sich  dann  wieder  weiter,  dass  man  Zählerund 
Nenner  des  so  erhaltenen  Bruches  durch  denselben  konisch 
spaltenden  Quaternion  multipliciren  kann. 

Nach  der  Gleichung  (&.  205)  ist  noch 

^""^^"^^'=(/  +  V-\  ?")-=/-  +  V^\  /'  -nach(6.202) 

4  —4' 

QXid  hierdurch  kann  für  den  reciproken  des  Ausdrucks  q~\-\/^i  ^ 
eine  neue  Form  angegeben  werden.  Mit  Hülfe  der  Relationen 
(b^  208)  fanden  wir  nämlich 
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ijfy 


+  vcri 


—  i 


— 1 


und  dieses  Besoltat  lässt  sich  nun  auch  darstellen  durch 

1  i^r'  -  v-\  r' 


Bemerkenswert  ist  noch,  dass  die  Gleichung 

1  q  —  V^Ä  4 


{b.  206) 


q  +  V/-4  4       iq+  V/-1  q)  (q  —  V-i  /) 
in  der  Quaternionenrechnung  nicht  dazu  dienen  kann  ans  dem 
Nenner  das  Symbol  V^  fortzuschaffen. 

Aus  der  Gleichung  (b,  206)  entnehmen  wir,  dass  dieser 
Zweck  hingegen  unmittelbar  durch  die  Multiplikation  von  Zähler 
und  Nenner  des  Ausdrucks  1  :  (y  +  V^  ?')  durch  (/)~^  — 
—  \/^  q^^  erreicht  wird.  Dieses  Verfahren  kann  natürlich 
nun  auch  bei  dem  Quotienten  zweier  willkürlichen  konisch 
spaltenden   Quaternionen  angewandt  werden,  z.  B. 

_  g  (g/)-^  +  4  g.-^  +  v^i  lg'  (g/)-^  -  g  ic" \ 

gl  (g.')-' +  g,' g.-' 

und  hiermit  ist  der  Quotient  wieder  in  die  Form  eines  konisch 
spaltenden  Quaternions  geraten. 

Weiter  definiren  wir  den  Conju- 
girten  eines  konisch  spaltenden  Qua- 
ternions q  +  V^^\  4  als  die  Grösze 
Kq-\'V^^\K4\  08  ist  hierdurch 
identisch 
K{q-\-V^\(i)=Kq-\'V~\Ki  (6.207) 

Es  ist  ein  Leichtes  eine  geome- 
trische Vorstellung  des  conjugirten 
Quaternions  zu  gewinnen.  In  der 
Figur  52  sei  nämlich 

OB:OA  =  y,    00:OA  =  y', 

OB':OA  =  Z?,  WxQk  =  Kq\ 

Bringt  man  durch  B ,  B'  Ebenen 
senkrecht  zu  OC,  OC  bzhw.  und 
beschreibt  man  in  denselben  um  B,  B' 


Fi6.5Z 
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Kreise,  deren  Radius  T.OC  gleich  kommt,  so  spaltet  q-\-  V^q' 
den  Vektor  OA  in  den  Strahlenkegel  OBDE,  K{q  +  \/Ziq') 
dagegen  in  den  Strahlenkegel  OBD'E'. 

Es  bleibt  nun   der   wichtige    Satz   in   (6. 54)   ausgesprochen 
auch  bei  konisch  spaltenden  Qaaternionen  bestehen.  Denn  es  ist 

K.(r{-V—iq')(3i+V—iq,'y=K.  \qq,  -  q'q,'+  V'~i{^q,+qq,')\ 

nach  (6.202) 
=Kiq  q,  -iq^)  +  V^  K{q'q,  +  q  q,') 

nach  {b.  207) 

=Kq^Kq-Kq,'K^+  V^Kq^K^-\- 

+  V~\  Kqi'Kq  nach  (6.  44)  (h.  54) 

=(Zj,  -I-  V-\  Kq,')  {Kq-^  V-\  m 

=  K{q,  +  V-i  q,')  K{q  +  ^-i  q') 

nach  {b.  207) 
Den    Skalar    und    den    Vektorteil   eines  konisch  spaltenden 
Qnatemions  za  definiren,  wählen  wir  die  Gleichungen  {b.  107) 
((.  131) 

S=i{l  +  K),   F=i(l-^). 

Es  wird  deshalb 

%+  ]/—i  q')  =  i[{q+  \/:Z\  q')  +  {Kq  +  V=\  ^/)]  nach  (6. 207) 

=  i  [?  +  ^y  +  l/^  (/  +  Kq')\  nach  (i.  201) 

oder 

S(y+V/^/)  =  5?+V/-=lS/ (i.208) 

and  ebenso 

Fi[j  +  V/^j')=  Fy+l/:iTr^ (6.209) 

Hieraus   ersieht   man,  dass  der  Grösze  v^^  Skalarcharakter 
zukommt. 

Lassen   wir  weiter ,   indem   wir  unter  q  einen  konisch  spal- 
tenden Quaternion  yerstehen,  auch  die  Relation  (6.51) 

qKq  =  Tq^  =  Nq 

gelten,  so  ist  dadurch  der  Tensor  und  der  Norm  eines  solchen 
Qaaternions  definirt.  Es  wird 

N{q+  V-\^)=  t %+  V-\q')\^=  (q  +  V^^q)  {Kq  +  V^ Kq')= 

=qKq  -  4K4-\-  V-\  {qKi-y^Kq) 
=  Nq-Nq'-^2  V^ S(qKq') 

weil 
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S,qK^  =  S.K(qKq')  nach  (6. 101)  =  S.^Kq  nach  {b.  54), 
V.qKq'  =  V.KiqKq")  nach  {b.  120)  =  —  V.q'Kq  nach  (6.  54) 

Die  erhaltene  Formel 

N{q  +  i/— 1  ^)  =  Nq^N^  +  2  V^^  %2r?')  .  .  (6.  210) 

ist  dieselbe  wie  (&.  115),  wenn  man  darin  q'  durch  V^^q'  er- 
setzt und  i/^  als  einen  gewöhnlichen  algebraischen  Faktor 
betrachtet. 

Die  Formel  für  den  Tensor  des  Produktes  zweier  Quater- 
nionen  bleibt  auch  bei  konisch  spaltenden  Quaternionen  be- 
stehen. Es  wird  nämlich 

^(?+v/=i/)(?,+v/=i?/)= 

=(?+V/-i^)(y,+V/=l^/)ir.(?+v/=i^')(y,+l/— ij,>ach(6.51) 
=(^+l/— lj')(?,+V^^l?,')JS^(?,+»/=i?,')^(rl-V/=i?')nach(6.54) 
=  (^+  |/=1  q')  N{q,+  V~\qi)K{.q+  V~\  /)  nach  (i.  51) 
=  N{q  +  V-\  q')  N{q,  +  V/=l  j/) 

Nunmehr  wird  es  aach  leicht  sein  den  Yersor  eines  Qaa- 
ternions  der  betrachteten  Art  zu  interpretiren.  Wir  setzen 
nsmUch 

%+»/^?')=  j^tJ^^) ib.  211) 

Und  es  lässt  dieser  Ausdruck  sich  leicht  in  einen  solchen 
mit  reellem  Nenner  transformiren.  Denn  nach  dem  Vorher- 
gehenden erhält  man 

U{q  +  V-iq)-   j  (^  +  ^.ZT  /)  [(^Ti  _  ,/-!  j-i] 

(g  +  v^=i)  ?W)-' -  v^^  g-^] 

Es  sind  durch  diese  Definitionen  die  Grundformeln  aufrecht 
erhalten  und  es  gelingt  leicht  nachzuweisen,  dass  jede  ein- 
zelne Formel ,  welche  die  hier  definirten  Groszen  enthält  and 
in  diesem  Abschnitte  för  gewohnliche  Quaternionen  bewiesen 
ist,  auch  gültig  bleibt ,  wenn  man  darin  dieselben  durch  koniscb 
spaltende  Quaternionen  ersetzt  und  auszerdem  |/^  als  einen 
gewöhlichen  algebraischen  Faktor  betrachtet. 

Ist  es,  der  Deutung  wegen,  angemessen  die  Namen  »Vektor- 
kegel*'   und   »konisch   spaltender  Quaternion"   zu  wählen,   der 
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Algebra  gemäsz  werden  wir  doch  häufig  «  einen  reellen,  V^ß 
einen  imaginären ,  x  4~  V^^  ß  einen  complexen  Vektor  nennen 
mit  analogen  Bezeichnungen  bei  den  Quaternionen. 

Schlieszlich    sei    erwähnt,   dass  Hamilton   fttr  die  Symbole 

die  Namen  Bivektor,  Biquaternion  vorgeschlagen  hat. 

80.  Quaternionen  kommen  in  der  Natur  häufig  vor;  wir 
brauchen  z.  B.  nur  an  die  Lichterscheinungen  zu  erinnern.  Wenn 
eine  Lichtbewegung  mit  bestimmter  Richtung  und  Geschwin- 
digkeit sich  ausbreitet ,  so  kann  man  einen  Vektor  a  construirt 
denken  derart,  dass  ü»  in  die  Richtung  der  Fortpflanzung 
fallt  und  Ta  der  Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  gleich 
kommt. 

Stoszt  diese  Bewegung  an  ein  andres  Mittel »  so  werden 
Fortpflanzungsrichtung  und  Geschwindigkeit  geändert  und  es 
kann  ein  zweiter  Vektor  ß  construirt  werden,  welcher  für  das 
zweite  Mittel  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  »  für  das  erste. 

Die  Wirkung  des  zweiten  Mittels  ist  somit  die  Überführung 
des  Vektors  a  m  ß  und  man  kann  daher  sagen,  das  zweite 
Mittel  habe  wie  ein  Quaternion  operirt. 

Es  sei  i  der  Einfallswinkel, 
r  die  Neigung  des  Strahles  gegen 
das  Lot  beim  Austritt,  der  ein- 
fallende Strahl  BO  sei  «,  t?  und 
V  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten in  den  beiden  Mitteln, 
e  ein  rechter  Versor  in  der  Ein- 
fallsebene, dessen  Drehung  von 
AO  nach  OG  erfolgt,  so  ist  zu 
setzen 


V 


ß  =  -  [co8  (i  —  r) 


8in 


(i  — r).*]«^.  .  .  .  (6.212) 


wozu  noch  kommt 


sin  % 


V 


7* 


8%n  T        V 

Der  Quaternion  ß  :  »  erscheint  hier  als  Funktion  des  Skalars  i. 
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Wie  Hamilton  dargetan  hat,  liegt  bei  doppelbrechenden 
Erystallen  die  Möglichkeit  vor ,  dass  anter  gewissen  umstanden 
ein  einziger  auffallender  Strahl  in  einen  Strahlenkegel  zweiten 
Grades  gespalten  wird.  Es  ist  dies  die  Erscheinung  der  koni- 
schen Refraction.  Man  kann  somit  sagen  i  ein  doppelbrechen- 
der Erystall  könne  wie  ein  konisch  spaltender  Quaternion 
wirken. 


PRODUKTE  VON  VEKTOREN. 


81.  In  Art.  57  haben  wir  gezeigt,  dass  die  Summe  und  die 
Differenz  zweier  rechten  Qaatemionen  durch  die  Summe  und 
die  Differenz  der  ludices  derselben  bestimmt  wird  und  dass  das 
Quotient  zweier  rechten  Quatemionen  dem  Quotiente  der  Indices 
gleich  ist. 

Das  Produkt  zweier  Vektoren  ist  bisher  nicht  definirt 
worden.  Hamilton  hat  diesen  Umstand  benutzt,  ein  solches 
Produkt  zu  deuten  als  das  Produkt  der  rechten  Quaternionen , 
deren  Indices  jenen  Vektoren  gleich  kommen. 

Es  ist  dies  ein  sehr  wichtiger  Schritt  für  die  Lehre  der  hier 
betrachteten  Operatoren  gewesen.  Denn  es  wird  dadurch  ermög- 
licht ,  bei  allen  vorkommenden  Operationen  (Addition ,  Sub- 
traction,  Multiplikation,  Division,  Potenzirung)  die  Vektoren 
durch  rechte  Quaternionen  und  umgekehrt  zu  ersetzen. 

Demgemäsz  werden  wir  im  Folgenden  mehrmals  die  Benenn- 
ung Vektor  benutzen,  wo  der  Vektorteil  eines  Quaternions, 
ein  rechter  Quotient,  damit  gemeint  ist. 

In  gleicher  Weise  wird  man  häufig  die  Symbole  t,  ;',  i, 
welche  wir  im  vorigen  Abschnitte  ausführlich  behandelten, 
nicht  als  ein  System  rechter  Radiale,  sondern  als  ein  System 
unter  sich  rechtwinkliger  Einheitsvektoren  bezeichnet  finden. 

JBs  wird  damit  gemeint,  dass  dieselben  als  die  Indices  der 
drei  rechten  Radiale  betrachtet  werden. 

Der  Kürze  halber  wollen  wir  noch  eine  neue  Schreibweise 
einfähren ;  den  rechten  Quotienten  r ,  dessen  Index  a  ist,  wollen 
^vrir  mit  I"~^  x  bezeichnen. 
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Durch  die  von  Hamilton  aufgestellte  Definition  ist  sodann 

«j3y =  J-i  Ä  .  J-i  /3  .  J-i  y (c.  1) 

82.  Beschäftigen   wir   uns  zunächst  nur  mit  dem  zwei  Fak- 
toren enthaltenden  Produkte  »ß. 

Es  sei  in  der  Fig.  54 
0A  =  «,  0B  =  ^. 
Wir  denken  zwei  Ebenen 
angebracht  senkrecht  zu 
OA,  OB  bzhw.  Dieselben 
mögen  sich  längs  OM 
schneiden,  soistOMXOA 
und  XOB.  In  diesen  Ebenen 
seien  OC,  OD  senkrecht 
zu  OM  gezogen,  so  liegen 
die  Geraden  OA,  OB,  OC,  OD  sämtlich  in  einer  zu  OM 
senkrechteji  Ebene,  und 

ZAOB  =  ZOOD 
T.OM  sei  willkürlich.  Es  können  dann  stets  7.00,  T.OD  derart 
bestimmt  werden,  dass 

r.OO  :  r.OM=  r.OA,  r.OD:  2.0M=  r.OB  .  .  .  (c.  2) 
Es  sei  nun 

^  ÖM'        '*~0M' 

Das  Prodakt  »ß  zu  bestimmen ,  müssen  wir  noch  I~^  ß  auf 
den  Zähler  OM  reduciren.  Daza  soll  DO  verlängert  werden  sa 
OD',  und 

T.OD :  2.0M  =  2.0M :  2.0D' (c.  8) 

angenommen  werden.  Es  wird  dadurch  I~^  ß  =  OM :  OD'  und 

»p    j.   o^.±   p    OM  ojy     oiy 

Wenn  man  nun  den  Vektor  BO  verlängert  nach  B',  so  ist 
ZAOB'  =  T  — ZAOB  =  T  — ZOOD  =  ZCOD'; 
und  bestimmt  man  noch  7.0B'  derart,  dass 

r.OA :  r.oB' = r.oo :  r.oiy 

so   kann   man  statt   des   Quaternions   OC :  OD^   auch   OA :  OB' 
nehmen  und  erhält  dadurch 

«/3  =  0A:0B'  =  «:0B'. 
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Den  in  dieser  Weise  erhaltenen  Vektor  OB'  nennt  Hamilton 
den  Bevektor  des  Vektors  ß  and  man  bezeichnet  denselben 
mit  Rß,  Es  wird  somit 

»ß  =  a:Rß (c.  4) 

Diese  Gleichung  spricht  die  Definition  eines  Produktes  zweier 
Vektoren  bei  Hamiltok  aus.  Der  englische  Mathematiker  zeigt 
dann  weiter,  dass  aß  dadurch  auch  als  das  Produkt  zweier 
rechten  Quotienten,  deren  Indices  «,  ß  sind,  gedeutet  werden 
kann,  und  erst  bei  Produkten,  welche  drei  und  mehr  Faktoren 
enthalten,  wird  die  am  Anfang  des  vorigen  Artikels  gegebene 
Definition  aufgestellt.  Wir  haben  vorgezogen  dieselbe  voran  zu 
setzen. 

Betrachten  wir  den  Bevektor  von  ß  etwas  näher. 

Wie  unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden  ersichtlich,  ist 

ÜRß  =  —  üß (c.5) 

Tliß  -  TQB'  -  <^-Q^>  ^^Q^')       ^^-Q^^  ^^Q^)  nuch  (c  '1\  - 
TRß-T.OB j^öö -{fmjfmi)'"^'^^'-^^- 

oder  kurz 

72?/3  =  ^ (C.6) 

Durch  Verbindung  dieser  Resultate  wird  deshalb 

Rß  —  ^ {c.^) 

Aus  (c.  7)  erhält  man  leicht 

RRß=-^  =  ^nsch  {c.b){c.6)=TßUß  =  ß.  (c.8) 

~Tß 

oder  in  Worten :  der  Bevektor  eines  Revektors  ist  der  ursprüng- 
liche Vektor. 

Mit  Hülfe  der  Figur  55  lässt  sich  weiter  der  Satz  beweisen: 
Die  Verbindungsgerade  der  Endpunkte  der  Bevektoren  zweier 
Vektoren   «  =  0A,   /3  =  0B   ist  parallel  der  Tangente,  welche 
in  0  an  den  um  A  OAB  beschriebenen  Ereis  geht. 


Es  sei 


so  ist 
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OA'  =  Ä»,  OB'  =  i2/3, 


210A' :  T.OB'  = 


r.OA     2.  OB 


Demnach  ist 


und  dadurch 


AOA'B'coAOAB 


r}A55 


Z  OB'A'  =  Z  OBA, 

Wenn    00    die   Tan- 
gente   in    0   ist ,    so 
wird 
ZB'00  =  ZCOB= 

=  ZOAB 
und  deshalb 

ZOB'A'=ZB'00, 
oder 

A'BV/OO, 
wie  zu  beweisen  war. 
83.  Das  Symbol  «*,  oder  die  Potenz  eines  Vektors,  wird  in 
derselben  Weise   gedeutet   wie   das   Produkt.  Man  erhält  dem- 
nach i  wenn  man  die  Gleichung  (6.  188)  berücksichtigt 

«.  =  (i-i  «)•  =  ( TccY  [cos  (n  I)  +  sin  (n  ^).  uA  .  .  {c.  9) 

wo    üa  einen  rechten   Radial  in    einer  Ebene  senkrecht  zu  « 
bedeutet. 

Für  einen  rechten   Radial   s   erhalten   wir   somit  die  merk- 
würdige Formel 

£»  =  cos  In  ^j  +  sin  (n  ^1 .  s. 

Nehmen  wir  speciell  n=  —  1 ,  so  wird 

{c.  10) 


Ä-l  = 


T« 


und   ein  Blick   auf  die   Gleichung   (c.  7)   zeigt  unmittelbar    die 
Identität  der  Symbole   J.ä-^   und    Rx.   Nach   Art.  73  ist   ä—^ 


identisch  mit  -,  und  daher  wird 
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jBä  =  J.«-^=s /.  - (ö.  11) 

OL 

Mit  dieser  Bezeichnang  geht  nun  die  Gleichung  (c,  4)  über  in 

ot 
«/3  =  Ä  :  l.ß-^  oder  =  j^zix' 

Indessen  wird  gewöhnlich  geschrieben : 

»j3  =  «  :  ß-^  oder  =  -^  , 

indem  in  der  zweiten  Seite  dieser  Gleichung  unter  »  ein  rech- 
ter Quotient  verstanden  ist. 

84.  Eine  merkwürdige  hierbei  anschlieszende  Transformation 
ist  auch  die  nachstehende  bei  der  in  Art.  52  angegebenen  Be- 
deutung der  Gröszen  j<,  k^  während  s  Skalar  ist: 

kj-'^j'k (c.11*) 

Denn  nach  dem  Vorhergehenden  ist 

kj-'  —  k  \co8  (a  2  j  —  sin  (s  |  j  .  H  =  *  cos  (s  ^)  —  sin  (s  -^ ) .  *; 

=  *  cos  (^s  |j  +  wn^«  |j-i*=[^<?o«(«  Ij  +  ^n(^s  |j  .jj  k 

=.fk. 
Es  lässt  sich  hieraus  noch  folgern,  dass 

k=j'kj' (c.11**) 

fELr  jeden  willkürlichen  Skalarwert  7on  s. 

85.  Wenn  q  ein  willkürlicher  Quatemion  ist,  so  kann  der- 
selbe stets  auf  die  Form  ct^  gebracht  werden,  wo  »  ein  rechter 
Quotient  und  t  ein  positiver  Skalar  ist.  Denn  wenn  die  Gleichung 

stattfinden  soll,  so  ist  nothwendig,  dass 

Die  erste  dieser  Gleichungen  erfordert  nur,  weil  t  immer 
poaitiT  ist,  dass  der  Vektor  a  mit  Ax.q  der  Richtung  nach 
zQsamiiienfallt.  Nach  der  zweiten  Gleichung  ist 

and  nach  der  dritten  schliesslich 

Tot  =  {Tqft  =  Tq^K 


110 

Es  erhellt  hieraus ,  dass  »  und  t  eindeutig  bestimmt  werden, 
und  dass  der  Wert  von  t  stets  zwischen  0  und  2  enthalten 
sein  wird. 

Für  t  =  0  ist  Z,q  =  0^  somit  ist  q  ein  positiver  Skalar;  in 
diesem  Falle  verliert  die  Transformation  ^  ==  «'  seine  Bedeutung. 
Für  ^  =  2  ist  ^  ^  s  9r ,  somit  ist  q  ein  negativer  Skalar  und 
die  Ebene  des  rechten  Quotienten  ist  wie  im  vorigen  Falle  un- 
bestimmt. 

86.  Die  wichtigsten  Formeln  der  Yektorenmultiplikation 
lassen  sich  unmittelbar  den  Artikeln  53  und  flg.  entnehmen. 
Es  seien  dieselben  in  der  neuen  Bezeichnung  kurz  wiederholt. 
Nach  (6.  74)  wird ,  wenn  x  in  dem  Sinne  eines  rechten  Quo- 
tienten genommen  wird 

K»  =  —  » (c.  12) 

Nach  {b.  75)  ist  xß  =  K.ßx (c.  13) 

Nach  (6.146)  ist         S.aß  =  i  {xß -\^  ßcc) (c.  14) 

Nach  (b.  147)  ist         V.aß  =  i{aß  —  ßa) (c.  15) 

Nach  (6.  148)  ist      1  f^^t^^^^'t.   n\ (<^- 16) 

j  y.aß  =  —   V.aß  J  ^ 

(  T.»ß=  T»Tß    I 
Nach  (6.  47)  ist        \tjjß_^jß\ (C.17) 

Nach  (6.91)  ist    (/3  +  r)«  =  /3Ä  +  y» (c.  18) 

Nach  (6.92)  ist    «(/3-f  y)  =  ä/3  + «y (c.  19) 

Nach  (6. 93)  ist  («  +  /3  +  y  +..•)  («'  +  /3'  -f  y'  -f ...) = Z  »«'   {c.  20) 

wobei  das  Zeichen  X  bedeutet,  das  jede  der  Gröszen  etj  ß, 
y  . . .  durch  jede  der  Gröszen  «',  ß\  y', . .  multiplicirt  werden 
soll;  die  erhaltenen  Produkte  addire  man. 

Wir  wollen  nunmehr  die  bei  dem  Produkte  »ß  vorkommen- 

den  Grossen  mit  denen  bei  -=  vergleichen.  Aus  (c.  4)  oder 

«/3  =  0A:0B' 
und 

«:j3  =  0A:0B 
folgt  unmittelbar 

Ax.  aß  =  —  Äx.  -^,   Z  «/? «=  5r  —  Z  -g  .  .  .  .  (c.  21) 
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t 

TT  o—  '^•OA  J7.0A  ^,«  ,    ^^. 

Deshalb  wird 
»ß=Tccß.Uccß=  —  Taßü^ (c.  23) 

Saß=Txß.co8Z,aß  =  —TaTßcoBZ,^ (c.  24) 

P 

und  weiter 

Sxß  =  —  Nß^€08^^  =  —  NßS^ (c.25) 

Fi/3  =  V.{2»  Tß  ü.(tß)  =  Tx  Tß  VUxß  = 

=  —  T(zTßVü'^  nach  (c.  22) (c.  26) 

und  weiter 
Vc^ß  =  ^  Nß  T^VU^  =  -  NßV^ (c.27) 

Ans  (c.  24)  lässt  sich  noch  schlieszen : 

Wenn  »±ß,  so  ist  S.ä/3  =  0 (c.  28) 

und  es  ist  in  diesem  Falle  weiter 

aß  =  Vaß  =  —  Vßx  =  —  ßx  nach  (c.  16) 
Umgekehrt 

wenn  S.aß  =  0^  so  musz  auch  «J./3*  .  •  •  (c.  29) 
denn  es  ist  sodann  nach  (c.  24) 

-^  ^  ="  2' 

Ans  (c.  27)  kann  in  gleicher  Weise  geschlossen  werden : 

Wenn  ä///3,  so  ist   Vaß  =  0 (c.  30) 

Denn  es  ist  in  diesem  Falle  -=  =  Skalar  und   V-^  =  0. 

Es  wird  sodann  weiter 

aß  =  Saß  =  Sßa  =  ßa. 
Umgekehrt 

wenn   Vaß  =  0 ,  so  ist  «  //  /3 , (c.  31) 

a  cc 

Denn  nach   (c.  27)  ist  sodann   auch   V-^  =  0 ,   d.  h.   -    ist 

P  H 
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skalar,  oder  a  und  ß  müssen  der  Richtung  nach  zasammen- 
fallen. 

Aus  (c.  25)  und  (c.  27)  erfolgt  durch  Addition : 

«^  =  -iV^.(5|+F|) Nß.'t (e.82) 

und  dieselbe  Gleichung  hätte  auf  einen  anderen  Weg  erhalten 
werden  können ,  wie  weiter  erhellt.  Aus  (c.  26)  geht  hervor , 
indem  man  beachtet,  dass  der  Tensor  nicht  negativ  sein  kann, 

TVccß  =  Tcc  Tß  TVU^  =  Tx  Tß  dn  Z  |  nach  (6. 128) 

oder 

TV»ß  =  2  Inhalt  des  Dreiecks  OAB  .  .  .  .  (c.  38) 
wenn  man  das  Zeichen  dieses  Flächeninhaltes  nicht  beachtet. 

Zum  Schlusze  dieses  Artikels  betrachten  wir  noch  das  wich- 
tige Symbol  «^. 
Nach  (6. 130)  ist 

»''  =  —  N»  =  —  {Txy (c.84) 

Die  Anwendung  dieser  Formel  gestattet  in  vielen  Fällen  Ver- 
einfachung.  Mit  Hülfe   derselben   hätte  z.  B.  auch  die  Relation 
(c.  32)  sehr  einfach  erhalten  werden  können.  Es  ist  nämlich 
aß  =  »ß-^ß^  nach  (6. 197) 

=  ß^aß-\  weil  /3*  skalar  ist, 

=  —  Nß.ccß-^  nach  (c.  34)  =  —  JV0 .  J  nach  {b.  196). 

87.  Wir  gehen  weiter  zu  denjenigen  Yektorenprodukten  über, 
welche  drei  Faktoren  enthalten,  wie  aßy. 

Aus  der  Gültigkeit  des  associativen  Princips  bei  der  Multi- 
plikation willkürlicher  Quaternionen  schlieszt  man,  dass  aach 
hier 

aßy  =  ».ßy  =  »ß.y  .  .  .' {c.  35) 

Wir  erhalten  zwei  sehr  wichtige  Formeln ,  indem  wir  S.»ßy 
und  V.»ßy  näher  in  Betracht  ziehen.  Es  steht  hierbei  dann 
S,aßy  statt  S{»ßy) ,  und  wir  wollen  im  Folgenden  mehrmals 
diese  Abkürzung  benutzen,  wie  wir  auch  schon  gelegentlich 
wohl  taten.  Es  ist 
S.»ßy  =  S.(z{Sßy  +  Vßy)  =  S.xSßy  +  S.cc  Vßy  nach  (6. 109). 

Weil  »  ein  rechter  Quotient  ist,  so  wird  dasselbe  von  ctSßy 
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gelten.    Deshalb  masz  das  erste  Glied  des  erhaltenen  Resultats 
yerachwinden.  Es  wird  demnach 

S.»ßy  =  Ä«  Vßy (c.  Sf)*) 

ond  die  zweite  Seite   dieser  .Gleichung  kann  nach  (c.  24)*nm- 
gestaltet  werden.  Dadurch  wird 


S:aßr=-  Ta.TVßy  cos  Z  ^  =  Tct.  TVßy.cosU^^ 


In  Art.  79  fanden  wir,  dass 
ßy  ein  Quaternion  in  der  Ebene 
der  Vektoren  /3»  y  ist;  es  ist 
demnach  Vßy  ein  rechter  Quo- 
tient   in    dieser    Ebene,     und 

Z wird   der   Winkel  sein 

zwischen  »  und  der  senkrechten 
zur  Ebene  BOG  (0A  =  *, 
0B=/3,  00  =  y  vorausgesetzt). 

Weil  weiter 


Ax.  Vßy  =  Ax.ßy  nach  (i.  1 17)  =  —  Ax.  -  nach  (c.  21)  = 
=  Ax.  -jz  nach  {b.  8) 


80  wird  in  der  Figur  56 


OV^Ax.Vßy 


sein  und  deshalb  ist 

Vßy 


=  T  — ZAOP  =  ZAOQ. 


Weiter  wird   nun   Ta  cos  Z  AOQ  die  Höhe  des  auf  « ,  /3 ,  y 
construirten  Parallelepipeds  darstellen  und  nach  {c*  33)  ist 

TVßy  =  Flächeninhalt  Parallelogramm  BOG. 
Man  erhalt  demnach  schlieszlich 

5.«/3y  =  Volumen  Parallelepiped  OABG. 
Wenn  jedoch  in   der  Figur    56  die  Vektoren    j3,  y  umge- 
tauscht würden,  so  wäre 

8 
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Vßy 


et 
und 


=  ZAOQ 


lacos  (  T  — Zm ) 

wäre  die  negativ  genommene  Höhe  des  Parallelepipeds.  Somit 
hätte  man  auch  erhalten 

S,»ßy  =  —  Volumen  Parallelepiped  OABO. 

Die   erhaltenen   Resultate   lassen   sich   vereinigen    zur   nach- 
stehenden Formel 

S.ctßy  =  ±  Volumen  Parallelepiped  OABC  .  .  .  (c.  36) 

und  es  musz  hierbei  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  genom- 
men werden,  je  nachdem  die  Drehung  von  ß  nach  ^^  von 
der  Seite,  wo  der  Vektor  et  liegt,  aus  gesehen,  negativ  oder 
positiv  erscheint. 

Es   wird   deshalb  S.xßy   verschwinden,   wenn    die  Vektoren 
«,  /3,  T'  in  einer  Ebene  enthalten  sind  oder  in  Zeichen 

S,»ßy  =  0  wenn  os,  /3,  y  |||,  und  umgekehrt«  .  (c.  37) 

Man  kann  weiter  schliessen 

S.xßy  =  S.a(ßy)  =  S.(/3y)«  nach  (b.  153)  =  S.ßya.  .  (c.  38) 

oder  in  Worten :  Bei  einer  cyclischen  Dmtauschung  der  Faktoren 
in  einem  drei  Faktoren  enthaltenden  Produkte,  bleibt  derSka- 
larteil  ungeändert.  Man  kann  aber  auch  wie  nachstehend  trans- 
formiren 

S.xßy  =  S.X  Vßy  nach  (c.  35*)  =  S.«(—  Vyß)  nach  (c.  16)  == 
=  S.aVrß  =  —  S.xyß (c.  39) 

oder  in  Worten:  Bei  acyclischer  ümtauschung  der  Faktoren  in 
einem  drei  Faktoren  enthaltenden  Produkte  ändert  sich  das 
Zeichen. 

Wir  gehen  weiter  zum  Vektorteil  über 

V.»ßy  =  V.x{Sßr  +  Vßy)  =  aSßy  +  V.cc  Vßy , 

weil  xSßy  ein  Vektorteil  ist. 
Man  erhält  jedoch  nach  (c.  15) 

V.X  Vßy  =  i  [«  F^y  -  (  Vßyy] 
und  es  ist  identisch 
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0  =  i  {»Sßy  -  (S/3y)«] 

Durch  Addition  wird  somit  erhalten 

F.Ä  Vßy  =  i  (dßy  —  ßya)  nach  (c.  18) ,  (c.  19) 
oder 

F.«  Vßy  ==  ^  («/3y  +  ß»y  —  /3«y  —  ßya) 

=  i  r(«/3  -f  ß»)y  —  ß{ay  +  y«)J  nach  (c.  18),  (c.  19) 
und  zuletzt  nach  (c.  14) 

F.«  F/3y  =  yS«/3  —  ßSyct (c.  40) 

Indem  man  dieses  Resultat  in  den  für  V.otßy  erhaltenen 
Aasdruck  eintragt,  erhält  man 

V.ctßy  =  »S.ßy  —  ßS.y»'\'yS.»ß (c  41) 

Die  Vektoren  unter  dem  Zeichen  S  sind  hierin  commutativ. 
Es  folgt  aus  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung  unmittelbar 

V,rßa  =  V,aßy (c.  42) 

88.  Zu  den  drei  vorigen  Vektoren  sei  jetzt  noch  ein  vierter 
p  in  Betracht  gezogen.  Unser  Ausgangspunkt  sei  die  Gleichung 
(c.  40). 

Wenn  wir  in  derselben  x  durch  Vctp  ersetzen  und  der  Kürze 
halber 

V.V»pVßy  anstatt  V(Vxp.Vßy) 

schreiben,  so  erhalten  wir 

V.  VapVßy  =  yS.ß  Vap-ßS.y  Vctp 

=  yS.ß»p  —  ßS,y»py  weil  ßS*p  und  ySap  Vektoren  sind 
oder  nach  (c.  39) 

V.VxpVßy  =  -yS.xßp-ßS.ynp (c.  48) 

und 

F.  Vßy  Vap  =  ßS.yotp  +  yS.»ßp 
weil  nach  (<?.  16),   wenn  in  der  ersten  Seite   F/3y,   Votp  umge- 
tauscht werden,  das  Zeichen  geändert  werden  musz. 

Es  ist  jedoch  auch ,  indem  man  die  Gleichung  (c.  48)  auf 
V.VßyV»p  anwendet 

F.  Vßy  Vxp  =  —  pSßxy  —  »Spßy 

=  pSxßy  —  xSßyp  nach  (c.  38)  (c.  39).  .  (c.  44) 
Ans  der  Verbindung  der  Gleichungen  (c.  43)  (c.  44)  mit  ein- 
ander entspringt  die  Formel 

pS.xßy  =  xS.ßyp-^ßS.yxp  +  yS.xßp (c.  45) 
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eine  Belation,  welche  gestattet  einea  willkürlichea  rechten 
Quotienten  mit  Hülfe  dreier  gegebenen  rechten  Quotienten  aus- 
zudrücken. 

Nimmt  man  von  den  beiden  Seiten  der  erhaltenen  Gleichung 
die  Indices,  so  müssen  dieselben  nach  (6.81)  auch  einander 
gleich  sein ;  und  weil  nach  (6.  82) 

LpS{aßy)  =  Ip.Sxßy , 

so  ersieht  man ,  dass  in  der  Gleichung  (c.  45)  die  nicht  unter 
dem  Zeichen  S  stehenden  Vektoren  ebenso  gut  als  Vektoren 
wie  als  rechte  Quotienten  betrachtet  werden  können. 

Es  ist  dies  auch  mit  einem  in  ersten  Abschnitte  erhaltenen 
Resultate  im  Einklang. 

Denn  wenn  wir  die  Gleichung  (c.  36)  beachten ,  so  lässt  sich 
(c.  45)  auch  in  die  Gestalt  schreiben  (wobei  OP  =  p  angenom- 
men ist) 

p  Vol.  Ppd.  OABO  =  »  Vol.  Ppd.  OBOP  +  ß  Vol.  Ppd.  OOAP  + 

+  y  Vol.  Ppd.  OABP , 

und  dieses  Resultat  stimmt  ganz  mit  der  Gleichung  (a.  36) 
überein. 

Aus  der  Belation  (c.  45)  kann  noch  eine  andre  hergeleitet 
werden. 

pS.»ßr=»S.p  Vßy  4-  ßS.p  Vy»  -f  yS,p  V»ß,  nach  (c.  35*),  (6. 153) 
^    pVßr+Vßy-P      Q  pV7(i+V7x.p  pVxß-^-Vaß.p 

*  2  "^  2  "^^  2 

nach  (c.  14) 
=  i {ccp  Vßy  +  ßp  Vyx  +  yp  Vxß)  + 1  [ot{ßy^yß)  + 

-|-/3(y«— «y)-|-7(«i3— jS«)]  nach  (c.  15) 
=  I  {pLpVßr  +  ßpVyx  +  rpVxß)  + 1  [{ßy-yß)x  + 

+  (yÄ-Äy)/3  +  («/3~/3«)y]p 
=  i  {»p  Vßy  +  ßp  Vya  +  yp  Vctß)  + 1  Vßy.xp  + 

+  Vya.ßp  +  Vxß.yp  nach  (c.  15). 
Operirt  man  jetzt  an  die  beiden  Seiten  der  erhaltenen  Qlei-> 
chung  mit    dem   Symbol    F,  so  bleibt  die  erste  Seite  ungeäii-> 
jd£]:t;   indem   man  jedes  einzelne  Glied  der  zweiten  Seite  nacli 
Formel  (c.  41)  behandelt ,  erhält  man 

pS,Aßy  =  Sxp.  Vßy  +  Sßp.  Vyx  +  Syp.  Vctß.  .  .  (c.  46) 
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■ 

Dieselbe   Formel  hätte  auf  einfachere  Weise  erhalten  werden 
können. 

Gesetzt  es  sei 

pSxßy  =  X  Vßr  +  y  Vy»  +  z  Vaß, 
so  gilt  es  hieraus  x,  y,  z  zu  bestimmen.  Indem  man  die  beiden 
Seiten   dieser   Gleichung   mit   a,   multiplicirt   and    nachher   den 
Skalarteil  nimmt,  wird 

Sccp.Saßy  =  xS.x  Vßy  +  yS.a  Vyx  +  zS.a  Vxß 
=  xSctßy. 
Denn 

S.»  Vyct  =  S.(  Vy»)a  =  S{ya.a)  =  Sya^  =  x^Sy, 

weil  «^   eine   skalare  Grösze  ist,  und  der  letzte  Ausdruck  ver- 
schwindet, weil  y  ein  Vektor  ist. 
In  gleicher  Weise  ist 

S.»rxß  =  S.x(xß)  =  Sa^ß  =  a}Sß  =  0. 
Es  ist  somit 

X  =  Sxp ; 
In  analoger  Weise  erhält  man 

y  =  Sßpj  z  =  Syp. 

Aus  der  Gleichung  (c.  46) ,  wo  p  ein  willkürlicher  Vektor  ist, 
lässt  sich  noch  schlieszen ,  dass  die  Bedingung  der  Gomplanarität, 

8.xßy  =  0 

aach  wie  nachstehend  geschrieben  werden   kann. 
SapVßy  +  SßpVya  +  SrpVaß  =  0 ,  wenn  «,  j3,  y|||  •  (c.  47) 

89.  Einige  anderen  Formeln  mögen  hier  noch  Platz  finden: 

10.         S.xßy  =  I  (xßr  —  yßx)  j  ,     .g. 

V,xßy  =  \{xßy  +  yßx)  \ ^'-      ^ 

S.aßy.  =  5.«  Vßy  nach  (c.  35*) 

=  I  [«  F/3y  +  ( Vßy)»-]  nach  (c.  14) 

=  \  [»Vßy-{ Vyß)x]  nach  (c.  16) 

=  i  Hßr  -  Sßy)  -  {yß  -  Syß)x-\ 

=  \{xßy-yßx) 
V.xßy  =  aßy-S.xßy  =  |  {xßy  +  yß») 
Sin  allgemeinerer  Beweis  ist  der  nachstehende: 

K.xßy  =  K.cL{ßy)  =  Kßy.Kx  nach  (6.  54) 

=  yß.  —  x  nach  (c.  13),  {a.l2)=—yßx 
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und  deshalb 

Ä«/3y  =  1(1  _[_  ^  Ä/3y  =  I  (Ä/3y  —  rß») 

V.CLßy  =  I  (1  —  K)otßr  =  i  {ccßy  +  yßx) 
2^  S.xßyi  =  i{xß7i  +  irß<»)\ 

F.«/3y5  =  i  {ccßyi  —  irß^)  j  •  •  •  •  VC.  4^j 

Denn  es  wird 

K.xßyl=  Ki.Kr.Kß.Kcc  nach  (6.  54) 
=— J.— y.  — i3.— Ä  nach  (c.  12) 

« 
und    dadurch    wird   die   Richtigkeit   der   Formeln   (c.  49)   ein- 
leuchten. 

Es  kann  hieraus  auch  leicht  eine  allgemeine  Regel  gefolgert 
werden  für  die  Skalar-  und  Vektorteile  der  Produkte  von 
Vektoren ,  je  nachdem  dieselben  eine  gerade  oder  eine  ungerade 
Zahl  der  Faktoren  enthalten. 

8^.  Bisweilen  können  die  nachstehenden  Formeln  Nutzen 
gewähren : 

S.»ßri  =  S.airß  =  S.yßa,i (c.  50) 

Denn  es  ist 

Ä.«/3y5  =  Ä«  Vßyl  =  S,otViyß  nach  (c.  42)  =  S.alyß 
S.aßyi  =  S.{  Vxßy)^  =  S.(  Vyßa)i  nach  (c,  42)  =  S.yßai. 

Weiter  ist 

S.aßyi  =  S.ßyix  =  S.yixß  =  S.ictßy   ....  (c.  51) 

oder  cycliscbe  Umtauschung  der  Faktoren  ist  gestattet. 
Denn 

S.ctßyi  =  S.«(/3y5)  =  S.{ßyi)x  nach  (6. 153)  =  S.ßyi». 

Durch  die  Anwendung  dieser  Formel  auf  die  in  (o.  50)  er- 
haltenen Beziehungen  kann  man  neue  ümtauschungen  erhalten, 
doch  wollen  wir  nicht  näher  darauf  eingehen. 

4^.  Im  Vorhergehenden  fanden  wir  die  allgemeine  Formel 
(c.  44)  für  den  Vektorteil  des  Quaternions  V»ß.  Fy5.  Wir  -wol- 
len nun  auch  den  Skalarteil  dieses  Ausdrucks  transformiren. 
Es  ist 

S.VaßVri  =  S.(»ßVyi,  weil  SaßVyl  ein  Vektor  ist, 

=  5.^/3  ?:iz^  nach  (c.  15) 
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^  f{ßy  +  y/3)?  —  ayßi  —  xßiy 

=  ^(/^^  +  r/3)?  -  ^^^  -  »ß\  „,,,  (^,  50) 

-^ 2 

=  SyßSxi  —  SißSxr 


oder  kurz 


S.VxßVo^i=-SaiSßr  —  SccySßi (c.52) 

5^  Aus  (2>  184),  angewandt  auf  den  Fall ,  dass  ;  =  «/3,  folgt 
unmittelbar 

{S.ttßy  —  {V.aßy  =  a^ß^ (c.53) 

Denn  es  ist 

Dieselbfi  Gleichung  hätte  natürlich  aus  (c.  14)(c.  15)  erhalten 
werden  können 

{Saßy^iVxßy  =  (5aj3-  Fä/3)  (Sä/3  +  Vxß)  =  {K.»ß)xß  = 

=  ßxaß  =  ßx^ß  =  «2/3/3  =  a^ß^. 

Es  ist  auch  leicht  mit  Hülfe  der  gefundenen  Formeln  zu 
zeigen,  dass  IVxß  ein  zu  x  und  ß  senkrechter  Vektor  ist, 
wie  wir  schon  aus  dem  Vorigen  wissen ,  weil  xß  ein  Quater- 
nion  in  der  Ebene  der  Vektoren  <x,  /3  ist  und  somit  auch 
Vaß  ein  rechter  Quotient  in  dieser  Ebene.  IVxß  ist  deshalb 
senkrecht  zur  Ebene  der  Vektoren  x,  ß. 

Der  andere  Beweis  ist  der  nachstehende 

S,{xIVxß)  =  S,xYxß  der  Bedeutung  nach 

=  S.x{xß)  =  Sx^ß  =  a^Sß  =  0 
S.{ßIVxß)  =  S.ß  Vxß  =  S.{  Vxß)ß = S.{xß)ß  =  S.xß^ = ß^Sx=0. 

Nach  (c.  29)  schlieszt  man  hieraus    Vxß  J_  x  und  J.  /3. 

90.  Es  erübrigt  noch  das  Produkt  eines  Vektors  mit  oder 
durch  einen  Quaternion  zu  deuten  und  wir  wollen  allgemein 
setzen 

qxq^  =  ql~~^x.q^ (<?.  54) 

d.  h.  in  einem  solchen  Produkte  soll  der  Vektor  durch  den 
rechten  Quotienten  ersetzt  werden,  dessen  Index  dem  Vektor 
gleich  kommt. 
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Im  Artikel  28,  Gleichung  {b,  2),  fanden  wir  schon  Qel^en- 
heit  einen  Ausdruck  von  der  Form  qa  zu  deuten.  Es  konnte 
diese  Deutung  jedoch  nur  einen  Sinn  haben  für  den  Fall,  wo 
der  Quaternion  q  an  den  Vektor  a  operirte,  wo  deshalb  q  mit 
at  complanar  sein  muszte. 

Sehen  wir  zu ,  ob  wir  durch  die  in  der  Gleichung  (c.  54) 
ausgesprochene  Definition  nicht  mit  jenem  Artikel  in  Wider- 
spruch geraten  sind. 

Es  sei ,  dies  zu  untersuchen ,  in  der  Figur  57 

OA  =  Ä ,  q  =  OB:  OA ,  somit  OB  =  qa  nach  Art.  28. 

Nehmen  wir  nun  weiter  den  Ausdruck  q»  in  dem  durch  (c.  53)  aus- 
gesprochenen Sinne,  a  ist  sodann 
als  ein  rechter  Quotient  in  einer 
Ebene  senkrecht  zu  OA  zu  be- 
trachten. Es  sei  OC  die  Durch- 
schnittsgerade der  Ebene  des  Qua- 
ternions  q  mit  der  Ebene  des 
rechten  Quotienten  os;  weiter  sei 

00:OD  =  Ä, 

womit  zugleich   angenommen  ist, 
dass 

OD  J.  00  and  J.  OA. 

Construirt  man  noch  in  der  Ebene 
ÜCA  den  Vektor  OB  derart,  dass 

0E:00  =  ?, 
so  erhalten  wir 

_  OE  00  _  OE 
**""00  OD~OD' 

Somit  ist  qa  ein  rechter  Quotient  oder  auch  in  dem  yorher 
erörterten  Sinne  dessen  Index.  Wir  wollen  noch  zeigen ,  dass 
OB  dieser  Index  ist.  Denn  es  ist,  weil  00,  OE,  OA,  OB  com- 
planar sind  und  weil 

0E:00  =  ?,  OB:OA  =  ? 
auch 

ZOOE  =  ZAOB, 
somit 


y' 


Ea  ist  aber  weiter 
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ZEOB  =  |. 


ZDOB=^, 


somit  ist  OB  senkrecht  zur  Ebene  des  rechten  Quotienten  qa. 
Von  B  aus  gesehen  erscheint  die  Drehung  von  OD  nach  OE 
positiv.  Endlich  ist  noch 

=  r.OE :  r.OD. 
Weil  nämlich 

Ä  =  OC  ;  OD 
80  ist 

r«  oder  r.OA  =  T.OG :  T.OD. 

Und    aus    diesen    Beziehungen    geht   hervor,  dass    OB    der 
Index  des  Quotienten  OE ;  OD  ist. 

Somit  sind  die  in  Art.  28  und  die  hier  gegebene  Deutung 
des  Ausdruckes  qxj  für  den  Fall  ^Hl«»  mit  einander  im  Ein- 
klänge. 

91.   Eine    Formel,   welche   bisweilen   Nutzen   gewährt,    und 
welche  hier  Platz  finden  möge,  ist 

6q*  +  {StqY  +  (%)»  +  («%)»  =  Nq (c.  55) 

WO  der  Quaternion  q  willkürlich  sein  kann. 

Schreibt  man  nämlich  q  in  die  viergliedrige  Form 

w  +  ai-i-i/j  +  zk, 

so  wird 

Sq  =  w^  Siq  =  —  j?,  Sjq  =  —  y,  Skq=^  —  ^, 
somit  ist  die  erste  Seite  der  Gleichung  (c.  55)  identisch  mit 

w^-\' x^-^y^-}- z^  oder  mit  Nq  nach  (J.  161). 

Wenn  specieller  statt  q  ein  Vektor  p  gewählt  wird,  so  geht 
die  vorige  Gleichung  über  in 

{Sipy  +  (5;»^  +  (SkpY  =  Np  =  -p^ (c.  56) 

and  es  ist  dies  die  zumeist  sich  vorfindende  Form  jener 
Gleichung. 
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92.  Wie  schon  in  Art.  78  erwähnt,  können  bei  allen  vor- 
kommenden Operationen  die  Vektoren  durch  rechte  Quaternionen 
ersetzt  werden  und  umgekehrt. 

In  gleicher  Weise  kann  mau,  wenn  eine  Gleichung  zwischen 
Vektoren  gegeben  ist,  in  derselben  die  Vektoren  als  rechte 
Quaternionen  betrachten  und  umgekehrt.  Nach  Gleichung  (6.  81) 
nämlich  kann  man  aus  der  Gleichheit  der  Quaternionen  zu 
derjenigen  der  Indices ,  d.  h.  der  Vektoren ,  schlieszen  *  und 
umgekehrt. 

Dieses  Princip  wollen  wir  in  den  nächsten  Eapitteln  mehr- 
mals anwenden  ohne  es  ausdrücklich  heryorzuheben.  Wir  über- 
lassen sodann  dem  Studirenden  jedesmal  zu  schlieszen,  wo  wir 
von  den  Indices  auf  die  rechten  Quotienten  oder  umgekehrt 
übergegangen  sind.  Bei  einigen  sehr  wenigen  Beispielen  werden 
wir  dies  angeben. 


EINIGE  GEOMETRISCHEN  ÖRTER. 


98.  Im  ersten  Abschnitte  fanden  wir,  dass  geometrische 
Örter  dadurch  dargestellt  werden,  dass  ein  Vektor  p  als  Funk- 
tion zweier  oder  dreier  Vektoren  und  einer  oder  mehrerer 
Skalargröszen  u,  v , . . .  .  erscheint. 

Den  Vektor  p  wollen  wir  den  abhängigen  Veränderlichen, 
die  Gröszen  i«,  r, ....    die  unabhängigen  Veränderlichen  nennen. 

Die  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten  eingeführten  Gröszen 
und  die  daran  geknüpften  Betrachtungen  setzen  uns  nunmehr 
in  den  Stand  auch  ohne  Zuhülfenahme  unabhängig  veränder- 
licher Skalare  geometrische  Orter  darzustellen  und  wir  wollen 
im  Folgenden  einige  einfachen  derselben  näher  ins  Auge 
fassen. 

94.  In  Art.  20  ergab  sich,  dass  mit 

'^-TT^ ^^-^^ 

bei  veränderlichem  u  eine  Gerade,  die  Verbindungslinie  der 
Endpunkte  der  Vektoren  x,  jS,  bezeichnet  wird.  Man  erhält 
daraus 

(1  +  w)p  ^  «  +  ^ß 
oder 

p  _|_  i/p  =  «  _|-  ttj3 

u{p  —  ß)  =  »  —  p. 

Es  sind  hierin  «,  /3,  p  als  Vektoren  zu  betrachten.  Doch 
wird  die  Gleichheit  auch  bestehen  bleiben ,  wenn  man  « ,  j3 ,  p 
als   rechte  Quotienten  auffasst  nach   (6. 81)  (b,  82).   Indeiji   in 
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diesem    Falle    beiderseits    mit 


1 


p  —  ß 


multiplicirt    wird,    erhält 


man 


u 


a  —  p 


oder  —  M  = 


p  —  X 


^ ^ (d.  2) 

Die  zweite  Seite  ist  ein  Quaternion,  nnd  derselbe  muss  dem 
Skalare  — u  gleieb  sein;  es  folgt  daraus  unmittelbar,  dass  die 
nachstehende  Relation  gültig  sein  musz 

F^^!  =  0 


^  _ (d.  3) 

Umgekehrt  kann  aber  auch  {d,  1)  aus  {d,  8)  zurückerhalten 
werden  und  somit  stellt  die  letzte  Gleichung,  ebenso  gut  wie 
{d,  1)  die  Verbindungsgerade  der  Endpunkte  der  Vektoren  «,  ß 
dar.  Versuchen  wir  dieses  Resultat  unabhängig  Ton  dem  Vor- 
hergehenden zu  deuten;  mit  Hülfe  der  Figur  58  gelingt  dies 
leicht. 

Es  sei 
p  =  OP,  «  =  0A,  i3  =  0B, 
und  dadurch 

AP  =  p  — «,  BP  =  p  — /3. 
Die   Gleichung  {d.  3)   sagt  aus ,  dass 
die  Vektoren  AP ,  BP  entweder  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Richtung  haben, 
und    dies    kann   nur    der   Fall   sein , 
wenn  P  auf  der  Geraden  AB  liegt. 
Es  kann  der  Gleichung  {d,  3)  auch 
eine  andere   Gestalt  erteilt  werden.   Denn  es  folgt  aus  (d.  3) , 
dass 


v{t—^  -  l)  =  0  nach  (J.  137) 


oder 


p  —  ß 

Nun  musz  aber  auch  weiter 

v'^  -  0 

sein.  Indem  wir  einen  neuen  Vektor 
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y  =  i3  —  «  =  00  ==  AB 
einführen,  ersehen  wir,  dass 

V^-^~^  =  0 (d.4) 

eine  Gerade  darstellt,  welche  durch  den  Endpunkt  des  Vektors 
ß  parallel  zu  ^  gezogen  wird. 

Man   hätte   die   Gleichung  {d.  8)  noch  auf  andre  Weise  un- 
mittelbar als  Gleichung  einer  Geraden  erhalten  können. 
Denn 

TV(cc-p)(ß-,) 
ist    nach   (c.  33)  dem  Flächeninhalte  des  Dreiecks  FAB  gleich. 
Nach    unsren    Voraussetzungen  soll   aber  dieses    Dreieck   ver- 
schwinden, und  es  musz  somit  p  der  Gleichung  genügen: 

TV{x-p){ß^p)  =  0 (rf.5) 

Das  Verschwinden  des  Tensors  eines  Quaternions  führt  aber 
das  Verschwinden  des  Quaternions  selbst  mit  sich  ^).  Somit  er- 
halten wir 

V{x~p)(ß-p)  =  0 
und  weil  (ß  —  p)~^  eine  Skalargrösze  ist ,  folgt  hieraus ,  wenn 
die  zuletzt  erhaltene  Relation  durch   (/3  —  p)-^  dividirt  wird , 
die  Gleichung  {d.  3). 

In  derselben  Weise  kann  anstatt  {d.  4)  geschrieben  werden 

F(p-/3)r  =  0 (d.4^) 

95.  Auf  analogem  Wege  kann  leicht  der  Bedingung  Ausdruck 
gegeben  werden ,  dass  der  Endpunkt  eines  Vektors  p  der  Ebene 
der  Endpunkte  dreier  Vektoren  «,  /3,  7  angehört.  Es  müssen 
sodann  nämlich  die  Vektoren 

»  — p,  ß  —  pj  y  —  p 


1)  Man  tagt  nämlich  ein  Qnsternion  Tenchwinde ,  wenn  dessen  Zahler  yersehwindet, 
wahrend  dasselbe  nicht  Ton  dem  Nenner  gilt.  (Vergl.  Art.  88,  61.  23).  Somit 

0 


-  =  0 


Se  ist  sodann  aber  weiter 

2'^-^  =  0    und     l7j--^^0 

denn    der  Einheitsvektor  der  Grosse   Null   und  im  allgemeinen  eines  jeden  Skalars 
Terschwindet  nicht,  sondern  wird  unbestimmt. 
Aus   7^  »  0  allein  folgt  daher  auch  ^  «  0. 
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complanar  sein ,  und  somit  nacli  (c.  37) 

Ä(«-p)(/3-p)(y-rt  =  0 (d6) 

Es  lässt  sich  diese  Gleichung  wieder  leicht  umgestalten.  Denn 
wenn  man  das  Produkt  berechnet,  und  beachtet,  dass 

Ä^V,  S.pßp,  S.xp\  S.p^ 
verschwinden ,  erhält  man 

S[«/3r  —  (/3y  +  y«  4-  ccß)p]  =  0 {d.7) 

Diese  Gleichung  ist  somit ,  wie  die  Gleichung  {d,  6) ,  als  die 
Quaterniongleichung  der  Ebene  zu  betrachten ,  welche  durch 
die  Endpunkte  der  Vektoren  a,  ß,  y  hindurch  geht. 

Im  allgemeinen  kann  jedoch  die  Quaterniongleichung  einer 
Ebene  einfacher  erhalten  werden,  wenn  man  dieselbe  auf  andre 
Weise  bestimmt,  z.  B.  durch  einen  zur  Ebene  gehörigen  Punkt 
und  durch  eine  Senkrechte  zur  Ebene. 

Es  sei  der  Endpunkt  eines  Vektors  ß  ==  OB  ein  gegebener 
Punkt  der  zum  Vektor  a  =  OA  senkrechten  Ebene ;  ist  P  ein 
willkürlicher  Punkt  dieser  Ebene,  so  musz  der  Vektor 

BP  =  p  —  ß 
senkrecht  zn  OA  sein,  d.  h.  es  musz 

^p_—_ß^^ (^,8) 

Es  ist  diese  Gestalt  der  Gleichung  einer  Ebene  in  {d.  7)  ent- 
halten, wenn  man  statt  derselben  schreibt 

S[p{ß7  +  7«  +  aß)  —  xßy]  =  0 
und  wie  nachstehend  transformirt 

S.p  V{ßy  +  7«  +  »ß)  —  Sxßy  =  0 
oder 

'['  -  mßrXt  +  ^/3)]  ^^(^^  +  ^^  +  ''^)  =  0  •  (''•.n 

Hieraus  schlieszt  man ,  dass  die  Ebene ,  welche  die  Endpunkte 
der  drei  Vektoren  «,  /S,  7  enthält,  senkrecht  zum  Vektor 

IV{ßyJ^rx  +  xß) 

sein   musz,   und   weiter,  dass  das  Lot,  welches  aus  dem  Vek- 
torenanfangspunkt auf  jene  Ebene  gefallt  wird,  durch 

S»ßy.{  Vßy  4-  Vya  +  Vaßy-^ 
dargestellt  wird. 
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Es   lasst  sich   dieses  Resultat  auch  leicht  direkt  nachweisen. 
Wenn  man  nämlich  setzt 

jr(/3y  +  yÄ  +  Ä/3)  =  r, 
80  wird 

&xr  =  &«  V{ßy  +  y«  +  ctß)  —  S»(ßy  +  y«  +  »ß)  =  S.»ßy 
und  in  gleicher  Weise 

S.ßr  =  S.»ßy,  S.yr  =  S.aßy, 
and  hieraus 

S{ß^y)r  =  Q,  S(y  — «)r  =  0,  5(ä  — /3)r  =  0 
d.  h.    es  ist  nach  (c.  29)  r  senkrecht  zu  den  Vektoren  /3  —  y , 
y  —  «,  »  —  jS,    welche   sämtlich    in  der  durch  die  Endpunkte 
Yon  »j  ß,  y  gehenden  Ebene  enthalten  sind. 

In    dem   besondere   Falle,    dass   ß  der  Richtung  nach  mit  » 
zusammenfällt,  geht  {d.8)  über  in 

S-  =  a (d.9) 

wo  a  ein  Skalar  ist.  Es  wird  hiermit  eine  Ebene  in  einem  Punkt 
der  Geraden  OA  senkrecht  zu  OA  bezeichnet. 

Die   Gleichung   {d.  8)   einer  Ebene   kann   leicht  noch  umge- 
staltet werden.  Setzen  wir  nämlich 

p  —  et 

-ß — ^ 

und  erinnern  wir  uns  der  Formel  (6.  116),  aus  welcher  gefolgert 
werden  kann 

N{q^l)  =  Nq+l^2Si 
SO   ersieht  man ,   dass   wenn   die   Gleichung   (d*  8)  stattfindet , 
zugleich  auch 

N{q+\)  =  N{i-l)  Oder  j^{|^4)  =  ^ 
und  schlieszlich 

r?-ii  =  1 (d.  9*) 

q  —  1  ^         ' 

Umgekehrt  kann  aus  (d.  9^)  die  Gleichung  (d,  8)  direkt  her- 
geleitet werden.  Es  kann  deshalb  auch  {d,  9*)  als  die  Gleichung 
der  !Ebene  betrachtet  werden. 

96.   Wir  wollen  uns  in  diesem  Artikel  mit  der  Kugel  beschäf- 
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tigen.  Es  ist  ein  Leichtes  eine  Form  der  Gleichung  derselben 
anzugeben.  Denn  wenn  A  der  Mittelpunkt,  F  irgend  ein  Punkt 
der  Kugeloberfläche  ist ,  und  OA  =  « ,  OP  =  p  gesetzt  wird , 
so  soll  der  Vektor  AP  eine  vorgeschriebene  Länge  Tß  haben, 
und  dies  wird  durch  die  nachstehende  Gleichung  ausgesprochen 

Tip  —  x)=Tß  oder  T^~--=l (d.  10) 

Dieser  Gleichung  kann  leicht  eine  andere  Gestalt  erteilt 
werden.  Denn  nach  {b.  134)  ist  dieselbe  aequivalent  mit 

(^^•)'-('^-x)'=' •■••••<*") 

einer  Form,  welche  deshalb  wichtig  ist,  weil  dieselbe  die  Kugel 
als  einen  besonderen  Fall  des  Ellipsoids  erscheinen  lässt,  dessen 
Gleichung  wir  nachher  angeben  wollen. 

Hätte  man  vor  der  Anwendung  der  Gleichung  (&.  131)  in 
{d.  10)  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  verwechselt,  so  hätte 
man  erhalten 

Ein  besonderer  Fall  ist  derjenige,  dass 

Tß  =  T«. 
Es  geht  sodann  (d.  10)  über  in 

l/|-  —  l)=  1  oder  W^  —  l)=  1. 
Nach  {b.  116)  kann  hieifOr  geschrieben  werden: 

n1  —  2S-==0  oder  i  =  S- :  N^=S- lutah  (6.100) 

et  et  X        et  p 

und  schlieszlich  • 

S— =  1 (rf.  13) 

97.  Wenn  wir  die  Resultate  der  beiden  vorhergehenden  Ar- 
tikel mit  einander  in  Verbindung  setzen,  so  geraten  wir  zu 
dem  Ergebnis ,  dass  die  beiden  Gleichungen  {d.  14)  zusammen 

S^-^  =  0  und    T^-^  =  1 (Ä-  14) 

einen  Kreis  darstellen  als  Durchschnittscurve  eiaer  Ebene   und 
einer  Kugel. 
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Ein  besonderer  Fall  ist  es,  welcher  uns  am  wichtigsten 
scheint,  nämlich  derjenige,  wo  ^^  =  0,  3  =  /3.  Die  Ebene  geht 
sodann  durch  den  Mittelpunkt  A  der  Kugel  Das  System  der 
Gleichungen 

St^  =  0,  Tf^=l (d.l5) 

bestimmt  somit  einen  groszten  Kreis  der  Kugel,  aus  dem  End- 
punkte des  Vektors  »  mit  dem  Radius  Tß  in  einer  Ebene 
senkrecht  zum  Vektor  ß  beschrieben.  Die  diesen  Gleichungen 
genügenden  Vektoren  gehören  somit  der  Fläche  eines  Kegels 
an,  dessen  Scheitel  0  und  dessen  Grundfläche  jener  Kreis  ist, 
oder  in  anderen  Worten :  der  Vektor  p  beschreibt  einen  Vektor- 
kegel, wie  wir  ihn  im  ersten  Abschnitt  definirten. 

Es  musz  daher  möglich  sein  aus  den  beiden  Gleichungen 
(^.15)  den  Vektor  p  in  die  Gestalt  ct-\-\/^ß  zu  erhalten, 
und  in  der  Tat  gelingt  dies.  Denn  wenn  man  die  Gleichung 
(d.  11)  statt  der  zweiten  der  Relationen  {d,15)  nimmt,  so  wird 
dieselbe,  indem  man  die  erste  dieser  Gleichungen  beachtet 


i^-^1-^ 


oder   nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Potenzen  und  Wurzeln 
Yon  Quaternionen 

»"^'=(-  iy=v-i {d.  16) 

Indem   man  zu   diesem   Resultat  die   erste   der  Gleichungen 
(d,  15)  addirt,  erhält  man 


p  —  a 


s=  1/— 1  und  hieraus  p  =  ä  -j-  l/— 1  ß. 


ß 
Es   bedeutet  hierin   p   den   Vektor  irgend  eines  Punktes  des 

durch   die   Gleichungen  (d.  15)  dargestellten  Kreises  und  l/^ 

einen  rechten  Versor  in  einer  bestimmten  Ebene  wirksam. 

Wenn  nun  aber  die  Gleichung 


p  —  A 


=  i/3r 


ß 

die  samtlichen  Punkte  des  Kreises  darstellen  soll,  so  müssen 
auch  unter  dem  Symbole  |/^  sämtliche  in  allen  yerschie- 
denen  Ebenen  wirksamen  rechten  Versoren  yerstanden  werden 

9 
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und  dieses  Resultat  ist  in  Übereinstimmung  mit  der  im  ersten 
Abschnitt  gegebenen  Deutung  des  Symbols  » -f~  V^^  ß* 

98.  Als  besonders  wichtig  für  unsre  Theorie  der  imaginären 
Grösze  V^  möge  das  nachstehende  betrachtet  werden. 

In  den  Gleichungen  des  vorigen  Artikels 

5^-^  =  0,  r^-r^'  =  v/-i/-^  =  v/-i  .(d.i7) 

war  p  der  Vektor  eines  bestimmten  Punktes  eines  Kreises  und 
V^  auch  ein  bestimmter  rechter  Versor. 

Wird  in  dem  Symbole 

p  =  Ä  +  V/Hl  ß 
die    Grösze    p   als  Yektorkegel   betrachtet,   so  ist   der   Versor 
V^ITl  ein  unbestimmter. 

Wir  geraten  somit  zur  Unterscheidung  zweier  Symbole  |/^, 
Dasselbe  kann  nämlich  einen  einzigen  rechten  Versor  in  einer 
willkürlichen  aber  bestimmten  Ebene  bedeuten  und  in  diesem 
Falle  ergibt  die  Substitution  der  dritten  der  Gleichungen  {d.  17) 
in  die  beiden  ersteren 

S.\/~i  =  0^  7. V/— 4  =  1/114. 

Es  kann  aber  auch  \/^  die  Gesamtheit  der  rechten  Ver- 
soren,  in  allen  yerschiedenen  Ebenen  wirksam  gedacht,  dar- 
stellen. Wie  wir  im  Art.  79  ersahen,  kommt  dem  Zeichen  {/^^ 
sodann  aber  Skalarcharakter  zu,  indem  wir  dort  die  Glei- 
chungen £Einden 

5.1/=!  =  VZJ,   F.V^3i=0. 

99.  Man  pflegt  zu  sagen,  die  Gleichung 

p  =  «, 
wo  A  =  OA,  stelle  den  Punkt  A  dar. 

Allgemeiner  wollen  wir  sagen,  die  Gleichung 

pz=zxa -{-yß-^- zy (rf.  18) 

wo  «,  /3,  ^  willkürliche  Vektoren,  x^  y^  z  willkürliche,  aber 
bestimmte  Skalare  bedeuten,  gehöre  einem  Punkte  an  und 
können  sodann  zwei  Fälle  unterscheiden. 

1®.  j?,  y,  z^  «,  /3,  y  sind  reelle  Gröszen. 

Die  Gleichung  {d.  18)  stellt   sodann  den  Endpunkt  dar 
Vektors,    dessen  Componenten   nach  den  Richtungen   a^  ßj   ^ 
den  Gröszen  ax^  yßy  zy  gleich  kommen. 
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20.  Von  den  Symbolen  a?,y,Är,  Ä,j3,7i8t  eins  oder  sind 
mehrere  complex. 
Setzt  man 

wo  Äj ,  4?2 ,  ....  «1 ,  «2 ,  ....  reelle  Skalare  und  Vektoren  be- 
deuten, so  ergibt  sieb  aus  (d.  18) 

Man  kann  nun  weiter  «j,  /Sj,  7|,  «^y  ^^2«  ^2  ii^i^^lst  dreier 
nicht  complanaren  Vektoren  A,  a^,  v  linear  ausdrücken  und 
erhält  sodann  eine  Relation  von  der  Form 

p  =  OjA  +  6,/6t  -|-  CjV  -[-  V^^  (ajA  +  ^2^*  +  V)  •  •  (^'  ^^) 
od^ 

/>  =  aA  4-  J/ct  -}-  cv (d.  20) 

wo  nun  a,  6,  c  complexe  Skalare,  A,  /x,  v  aber  reelle  Vek- 
toren sind. 

In  diesem  Falle  gehört  der  Vektor  p  der  Gleichungen  {d.  18), 
{d.  19) ,  {d.  20)  einem  Vektorkegel  an  oder ,  wie  wir  sagen 
wollen,  einem  jeden  Punkte  der  Ereisperipherie ,  welche  die 
Grundfläche  jenes  Vektorkegels  ist. 

Im  Anschluss  an  den  Anfang  dieses  Artikels  sagen  wir  so- 
dann weiter,  die  Gleichung  (c?.  18) stelle  einen  imaginären 
Punkt  dar  und  diese  Redensart  führt  zur  nachstehenden  wich- 
tigen Identificirung : 

jEXn  imaginärer  Pwikt  ist  eine  Kreisperipherie  mit  einem  6«- 
stimmten  Radius  um  einen  bestimmten  Mittelpunkt  in  einer  be" 
stimmten  Ebene  beschrieben  ^). 


1)  Herr  Prof.  Koetkwsg  in  Amsterdam  hatte  die  Güte  mich  darauf  anfmerksam 
m  machen,  daaa  im  Jahre  1889  schon  Ton  zwei  französischen  Mathematikern ,  den 
Herren  Lagusbri  and  Tarrt,  eine  geometrische  Darstellung  imagin&rer  Punkte  in 
der  Shene  in  dem  Pariser  Congres  der  »Association  fran9aise  ponr  TaTancement 
des  ■ciences"  vorgetragen  worden  ist.  Soweit  es  mir  darch  das  Wohlwollen  des  Herrn 
Prof.  ScHOFn  in  Groningen  möglich  gewesen  ist  die  seitdem  Teroflfentliehten 
Theorieen  kennen  zn  lernen,  meine  ich  schlieszen  zn  können,  dass  Herr  Lagüxbbb 
als  Darstellnng  des  imaginären  Punktes  in  der  Ehene  wählt  die  Dnrchschnitts- 
pmikte  des  Ton  mir  zu  Hülfe  gezogenen  Cykels  mit  einer  Ebene ,  w&hrend  Herr  Tarbt 
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Die  Namen  Radius  und  Mittelpunkt  wollen  wir  auch  bei 
dem  imaginären  Punkt  beibehalten.  Die  Grösse  a^  ^^\fi-\- 
-|-c,v  in  (d.  19)  soll  der  Mittelpunktsvektor,  ajA  +  ft^A^+V 
die  Normale  des  imaginären  Punktes  heiszen.  Die  Länge  der 
Normale  ist  dem  Radius  des  imaginären  Punktes  gleich. 

100.  Wir  haben  in  dieser  Weise  eine  geometrische  Darstel- 
lung imaginärer  Punkte  gewonnen.  Allein  eine  völlige  Befirie- 
digung    wird    dieselbe    schwer    gewähren   können,   weil  dabei 


zwei  andere  Punkte  dun  verwendet ,  nämlich  den  Anfangs-  nnd  den  Endpankt  der 
Normale  eines  Cjkels. 

Den  ^eg,  anf  welchem  die  genannten  Mathematiker  ni  dieser  Darstellang  geraten 
sind,  findet  sich  nicht  veneichnet;  doch  glauhe  ich  hereehtigt  zn  sein  anzunehmen, 
dass  derselbe  mit  der  Theorie  der  Qaatemionen  in  keinerlei  Beziehung  steht.  Im 
Art.  106*  werde  ich  naher  auf  die  fietrachtangen  des  Herrn  Tarbt  zarückkommen. 

Hrn  Prof.  Kortewio  verdanke  ich  auch  die  Bemerkung,  dass  man  in  der  analy- 
tischen Geometrie  zu  derselben  geometrischen  Darstellun«  imaginärer  Funkte  wie 
die  von  mir  vertretene,  gelangt,  wenn  man  bei  rechtwinkligen  Coordinaten  als  De- 
finition der  Distanz  d  zweier  Punkte  o,  b,  e;  a^,  d^,  e^,  welche  reell  oder  imaginär 
sein  können,  wählt 

ä*  =.(a--a,y  +{b-b,y  +{e^c,y 
und  nun  die  reellen  Punkte  x,  y,  z  bestimmt,  welche  von  dem  imaginären  Punkte 

»1  +  «»  V^— 1,  bi  +  b^  V^ —  1,  c,  +  Ct  X/' —  1  eine  Distanz  Null  haben. 
Denn  dadurch  ergibt  sich 

(;r  — Äj  — a,  v^ZTi)»  +  (y  —  Ä^  -  ^  1/^=1)*  +  («  —  ^t  —  ff.  V^^*  =  0 
oder 

und 

Ä.  (*  — Äi)  +  ^  (y  —  ÄJ  +  tf,  (#  —  <?»)  -  0. 

Die  Punkte  «r,  y,  «  sind  somit  enthalten  in  dem  Durchschnitt  einer  Kugel  um  den 
Mittelpunkt  a,,  d^,  e^  mit  dem  Radius  V^(a*  •\'b\  •\'CX)  beschrieben  in  einer 
Ebene,  welche  den  Kugelmittelpunkt  enthält  ubd  senkrecht  ist  zum  Vektor  mit  den 
Projectionen  a, ,  6, ,  e^  auf  die  Coordinatenachsen. 

In  ähnlicher  'Weise  kann  man  auch  iu  der  Quatemionentheorie  verfahren,  wenn 
man  die  Annahme  macht  ein  konisch  spaltender  Quaternion  verschwinde,  wenn  dessen 
Tensor  der  Null  gleich  kommt. 

Denn  aus 

folgt  sodann 

j^(p  — «— l/'i:iß)  =  0 
Oder  nach  {b,  210) 

N{fi  —  a)  =  Nß  und  5(/)  — «)ßaO 
Gleichungen,  welche  ebenfalls  eine  Kugel  und  eine  Ebene  darstellen. 
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zwei   conjagirt   imaginäre  Punkte   durch  dasselbe  Gebilde  ver- 
anschaulicht  werden. 

Diesem  Übelstande  abzuhelfen  erscheint  es  wünschenswert 
mit  dem  Begriffe  der  Spaltung  eines  Vektors  denjenigen  einer 
gewissen  dabei  auftretenden  Reihenfolge  der  einzelnen  durch 
die  Spaltung  entstandenen  Elemente  zu  verbinden. 

Wir  wollen  daher  annehmen ,  das  Symbol  i/^  an  einen 
Vektor  ß  operirend,  spalte  denselben  in  einen  Kreis,  dessen 
Elementarpunkte  in  einer  bestimmten  Richtung  auf  einander 
folgen  z.  B.  in  einer  Richtung,  welche  von  der  Seite  aus, 
nach  welcher  ß  errichtet  ist,  gesehen,  der  Bewegung  der 
Zeiger  einer  Uhr  entgegengesetzt  erscheint. 

Einem  derartigen  Kreise  ist  schon  der  Name  »Cykel"  bei- 
gelegt worden.  Die  Richtung,  in  die  der  Kreis  beschrieben 
gedacht  wird,  kann  durch  eine  hinzugefügte  Pfeilspitze  ver- 
zeichnet werden.  Ein  willkürlicher  Kreis  enthält  im  allgemeinen 
zwei  Gjkel  entgegengesetzter  Richtung. 

Es  wird  nun  aber  weiter  einleuchten,  dass  der  Gykel 

—  \/~i  ß  oder  \/~i  (—  ß) 
von  der  Seite  des  Vektors  —  ß  aus  gesehen  mit  demjen^en , 
welcher  V^  ß  darstellt,  von  der  Seite  des  Vektors  ß  aus 
betrachtet,  übereinstimmen  musz.  In  absolutem  Sinne  genom- 
men muss  sodann  aber  der  Cykel  —  V^  ß  dem  andern  i/Hi  ß 
entgegengesetzt  sein. 

Somit  können  wir  auch  weiter  das  nachstehende  Resultat 
aussprechen : 

Die  heiden  conjugirt  imaginären  Punkte  »-^  v^ZTJ/S,  «—  V^Hi /3 
werden  durch  zwei  einander  entgegengesetzte^  einen  einzigen  Kreis 
bildende  Cykel  geometrisch  dargestellt. 

Unter  der  Normale  eines  Cykels  »-\-\^~\ß  wollen 
wir  stets  die  Achse  desselben  verstehen  nach  der  Richtung  ge- 
zogen, von  welcher  aus  gesehen  der  Cykel  entgegengesetzt  der 
Bewegung  der  Zeiger  einer  Uhr  durchlaufen  wird.  Die  Nor- 
malen zweier  conjugirt  imaginären  Punkte  sind  somit  einander 
entgegengesetzt ,  während  der  Radius  und  der  Mittelpunkt  der- 
selben übereinstimmen. 

XOl.  Wenn  ein  Vektor 
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p  =  x(t  +  yß  +  zy (rf.  21) 

wo  «,  ßf  y  reell  sind  und  x^  y^  z  complex  sein  können,  einer 
Bedingung 

/(^,  y,^)  =  o (d.22) 

unterworfen   ist,   so  beschreibt  p   eine   Oberflache ,   wie  schon 
im  ersten  Abschnitt  erörtert  ist. 

Dabei  können  aber  zwei  Fälle  unterschieden  werden: 
1^.   Die    Coefficienten   der  Skalare  x^  y  ^  z  m   {d,  22)   sind 
reell.  In  diesem  Falle  wird  auch  die  von  p  beschriebene  Ober- 
fläche eine  reelle  genannt. 

Setzen  wir  voraus,  die  Funktion  /  könne  nach  dem  Taylor- 
sehen  Satze  dargestellt  .werden  und  setzen  wir  weiter 

und  nach  einer  gebräuchlichen  symbolischen  Schreibweise 

Bo  lassen  sich  aas  {d.  22)   zwei  andere  Oleichangen  herleiten 
von  der  Form 

/-iA,/+ö4TA./....=0 

A,/-2-3  A,/+ 2:3:43  As/....  =0j 

WO  /  stets  anstatt  f{x^^  y^,  z^  geschrieben  ist. 
Es  geht  weiter  {d.  21)  über  in 

p  =  xicc  +  y^ß  +  z^y  +  V^  {x^»  +  y^ß  +  z^y)   .  (d.  25) 

Indem  man  nun  Werte  x^^  yj,  z^^  x^^  y^,  z^  bestimmt,  welche 
den  Relationen  {d,  24)  genügen  und  dieselben  bei  {d.  25)  TeT-> 
wendet,  findet  man  die  reellen  und  die  imaginären  Punkte 
der  reellen  Oberfläche  {d.  22). 

Eine  allgemeine  Bemerkung  mag  hierbei  noch  Platz  finden. 
Aus  der  Form  der  Gleichungen  {d,  24)  ist  nämlich  unmittelbar 
einleuchtend,  dass,  wenn  denselben  ein  Wertsystem  x^^  y,  J8r^, 
a?j,  yj,  z^  genügt,  ebenfalls  das  System  «,,  y^,  z^^  —x^^  — y^, 
— j?2  diesen  Relationen  Genüge  leisten  musz. 

Bei  einer  reellen   Oberfläche   kommen   somit  die  imaginären 
Punkte    stets    paarweise  conjugirt  vor,   sodass  dieselben  stets 
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darch  Kreise ,  in  den  beiden  Bichtangen  durchlaufen,  dargestellt 
werden. 

2^,  Die  Coefficienten  der  Skalare  x^  y^  z  in  (d.  22)  sind 
coniplez.  Die  von  dem  Vektor  p  beschriebene  Oberfläche  wollen 
wir  sodann  eine  allgemeine  Oberfläche  nennen. 

Wenn  /  z.  B.  eine  lineare  Gleichung  ist  mit  complezen 
Coefficienten,  so  haben  wir  es  mit  einer  allgemeinen  Ebene  zu 
tun.  In  derselben  Weise  wollen  wir  von  einer  allgemeinen 
Oberfläche  zweiten ,  dritten  Grades  u.  s.  w.  reden. 

Wenn  man  nun  die  Substitution  {d.  28)  in  {d.  22)  vornimmt 
und  die  reellen  Glieder  von  den  imaginären  trennt,  so  erhält 
man  wieder  zwei  Relationen,  denen  die  Gröszen  x^,  y,,  z^^ 
a?2>  ^2«  ^2  gouügen  müssen,  die  aber  eine  ganz  andre  Form  als 
{d.24)  haben. 

Ks  wird  sich  nun  finden,  dass  die  imaginären  Punkte  der 
allgemeinen  Oberfläche  nicht  stets  paarweise  conjugirt  vorkom- 
men ,  sodass  dieselben  in  diesem  Falln  durch  Cykel  veranschau- 
licht werden. 

102.  Wenn  mit  {d,  21)  zwei  Gleichungen  von  der  Form 
(d.  22)  verbunden  sind ,  sodass  p  einer  Raumcurve  angehört , 
so  ergeben  sich  hieraus  vier  Gleichungen,  entweder  paarweise 
von  der  Form  {d.  24)  oder  von  andrer  Gestalt. 

Man  kann  sodann  im  allgemeinen  zwischen  den  vier  Rela- 
tionen entweder  x^,  y^j  z^  oder  j?|,  y^^  z^  eliminiren. 

In  dem  ersten  Falle  stellt  die  dadurch  entstandene  reelle 
Gleichung  in  x^^  y^,  z^  die  reelle  Fläche  der  Mittel- 
punkte der  imaginären  Punkte,  welche  der  Raumcurve 
angehören,  dar. 

Ist  die  Raumcurve  eine  reelle  Ebene,  so  ist  diese  Fläche  die 
Ebene  der  Curve. 

In  dem  zweiten  Falle  wird  eine  Gleichung  in  x^^  y^y  z^  er- 
halten, welche  eine  Fläche  darstellt  derart,  dass  die  sämtlichen 
nach  den  Punkten  dieser  Fläche  von  dem  Anfangspunkte  aus 
gezogenen  Vektoren  Normalen  der  zur  Raumcurve  gehörigen 
imaginären  Punkte  sein  können.  Wir  wollen  diesen  Ort  die 
reelle  Fläche  der  coinitialen  Normalen  der  ima- 
ginären Punkte  nennen. 
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Zu  jedem  Mittelpunkte  eines  imaginären  Punktes  oder  zu 
jedem  Wertsysteme  für  ^p  y^,  z^  gehören  im  allgemeinen  eine 
bestimmte  Anzahl  Wertsysteme  für  x^^  y^i  z^  d.  fa.  auch  eine 
bestimmte  Anzahl  Normalen  des  imaginären  Punktes.  Die  Punkte, 
welche  auf  den  beiden  soeben  definirten  Flächen  diesen  Wert- 
systemen eni^prechen ,  wollen  wir  als  correspondirende  Punkte 
der  beiden  Flächen  betrachten.  Jede  willkürlich  gewählte  Raum- 
curre  bestimmt  in  dieser  Weise  im  allgemeinen  eine  Corres- 
pondenz  der  Punkte  zweier  reellen  Flächen. 

103.  Die  allgemeinen  Betrachtungen  der  vorhergehenden  Ar- 
tikel wollen  wir  nun  auf  einige  einfachen  Fälle  anwenden. 

Wir  werden  nämlich  zuerst  die  Lage  der  imaginären  Punkte 
einer  reellen   Ebene   untersuchen,   und   wollen  dazu  den  Qua- 
ternionencalcül  vorzugsweise  verwenden. 
-  Die  Gleichung  der  Ebene  sei 

5(p  — «)/3=0 (d.26) 

wo  «,  j3  zwei  reelle  Vektoren  bedeuten. 

Setzen  wir  nun 

so  ergibt  die  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung 

S(/»,  —  »)  /J  =  0  und  Sp^ß  =  0 ,  (cZ.  28) 

Die  erste  dieser  Relationen  sagt  aus,  dass  die  Mittelpunkte 
sämtlicher  imaginären  Punkte  der  Ebene  in  derselben  ent- 
halten sein  müssen. 

Nach  der  zweiten  ist  die  Normale  zur  Ebene  senkrecht  za 
den  Normalen  der  imaginären  Punkte.  Diese  letzeren  sind  somit 
der  gegebenen  Ebene  parallel  und  die  Ebenen  der  imaginären 
Punkte  sind  senkrecht  zur  gegebenen  Ebene.  Man  erhält  daher 
den  Satz: 

Die  imaginären  Punkte  einer  reellen  Ebene  sind  Kreise, 
deren  Mittelpunkte  in  derselben  enthalten  sind,  während  die 
Ebenen  der  imaginären  Punkte  senkrecht  zur  gegebenen  Ebene 
sind  und  der  Radius  willkürlich  gewählt  werden  kann. 

Bei  einer  reellen  Geraden 

F(p  — ä)j3  =  0 (rf.  29) 

ergibt  die  Substitution  {d,  27)  das  System 

F(pi  — ä)/3  =  0  und   Fpji3  =  0 {d.  30) 
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Die  beiden  nach  dem  vorhergehenden  Artikel  zu  einer  Raum- 
carve  in  Beziehung  stehenden  Flächen  bestehen  bei  einer  Ge- 
raden nicht.  Die  Mittelpunkte  der  imaginären  Pnnkte  sind  nach 
{d.  30)  die  reellen  Punkte  der  Geraden  und  die  Normalen  der 
imaginären  Pnnkte  fallen  der  Richtung  nach  mit  der  gegebenen 
Geraden  zusammen,  während  die  Länge  derselben  willkürlich 
bleibt.  Wir  schlieszen  hieraus: 

Die  imaginären  Punkte  einer  reellen  Geraden  sind  Kreise 
mit  willkürlichen  Radien  um  die  Punkte  der  Geraden  als  Mit- 
telpunkte in  Ebenen  senkrecht  zur  gegebenen  Geraden  be- 
schrieben. 

Noch  wollen  wir  die  Lage  der  imaginären  Punkte  einer 
reellen  Kugel  untersuchen.  Dieselbe  sei 

I  (p  _  ä)  =  2)3 (d.  31) 

Die  Substitution  {d.  27)  ergibt  nach  der  Trennung  der  reel- 
len und  der  imaginären  Teile 

]Sr{p^  —  x)  =  Np^  +  Nß  und  S{p^  —  «)  p^  =  0   .  {d.  32) 

Die  erste  dieser  Gleichungen  spricht  aus ,  dass  die  Länge  der 
Normale  des  imaginären  Punktes  der  Länge  der  Tangente 
gleich  ist ,  welche  von  dem  Mittelpunkte  des  imaginären  Punk- 
tes aus  an  die  Kugel  geht.  Zugleich  sagt  jene  Gleichung,  dass 
der  Mittelpunkt  des  imaginären  Punktes  auszerhalb  der  Kugel 
liegt. 

Die  zweite  Gleichung  besagt  weiter,  dass  die  Richtung  der 
Normale  des  imaginären  Punktes  zur  Verbindungsgeraden  der 
Mittelpunkte  der  Kugel  und  des  imaginären  Punktes  senkrecht 
ist,  dass  somit  die  Ebene  des  imaginären  Punktes  jene  Yer- 
bindungsgerade  enthält. 

104.  Ein  Paar  Beispiele  der  allgemeinen  Flächen  wollen  wir 
hinzufugen,  obgleich  wir  nur  einige  wenige  Resultate  im 
Gmndriss  herleiten  wollen. 

Es  wird  nämlich  augenscheinlich  durch  die  auseinanderge- 
setzte Theorie  ein  ausgedehntes  Gebiet  für  neue  Untersuchungen 
geöffnet,  auf  das  weiter  einzugehen,  wir  für  jetzt  verzichten 
müssen. 

Die  allgemeine  Ebene  sei  durch  das  System  der  Gleichungen 

/»  =  Ä«  +  yj3  +  ^7 (d.  33) 
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aa  +  by-^cz  +  d^O (d- 84) 

in   denen   «,  /3,  y  reelle   Vektoren  sind,  x^  i/,  ;;,  a,  6,  c,  d,  p 
aber  complexe  Gröszen  bedeuten  können,  definirt 

Wenn  die  Gleichung  (rf.33)  durch  Vßy  multiplicirt  und  an 
die  dadurch  erhaltene  Gleichung  mit  dem  »Symbol  5  operirt 
wird|  so  ergibt  sich 

_Spßr_ 

^~  S»ßy 
und  in  gleicher  Weise  entsteht 

Spya         Spotß 

Diese  Ausdrücke  können   in   {d,  84)  substituirt  werden.  Das 

Resultat  lautet 

S  [p  [aßy  +  by»  +  cotß)  +  d«j3y]  =  0 
oder 

Hierbei  sei  bemerkt,  dass  im  allgemeinen 

aVßy  +  hVyx  +  cVcLß  und  '  —  dSctßr 


aVßy  +  bVyoL  +  cVaß 

Yektorkegel  sein  werden.  Setzen  wir  anstatt  dieser  Gröszen  die 
einfachen  Symbole  ^e^,  A  so  ist  dargetan,  dass  die  Gleichung 
der  allgemeinen  Ebene  stets  in  die  Form 

5(p  —  A)  AA  =  0 (d.  35) 

gebracht  werden  kann,  wo  nun  p,  A,  /x  im  allgemeinen  Vek- 
torkegel bedeuten. 

Es  sei  nun  weiter 
P  =  Pi  +  vCIip^,  A  =  Ai  +  V/=iAj,  fi  =z  fA^  ^  \/—i  fi^    (d.36) 
gesetzt,  so  ergibt  sich  aus  {d,  35)  das  System 

S{pi  —  A,)  A^i  =  aS(Pj  —  Aj)  A*2  1 
und  1 {d.  37) 

'SCpi  —  a,)a«2=~5(p2-Aj)a*J 
und   eine   einfachere   Gestalt  kann   diesen  Relationen  noch   er- 
teilt werden  durch  die  Einführung  der  Gröszen  0-^  (t^  mittelst 
der  Gleichungen 

Pj  —  Aj  =  Cj ,  Pa  "~  ^2  ^^  ^2 '  •  •  •  '•  •  •  (^*  38) 
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Man  erhält  dadurch  nämlich 

Stj/Xj  =ASjji6ej  und  Sö^^fi^  =  —  äTj/x,  .  .  •  .  (d.  89) 
Ans  der  Form  dieser  Gleichungen  entnehmen  wir ,  dass  den- 
selben genügt  wird  durch  die  Annahme 

WO  x^  y^  z^  u  reelle  aber  beliebige  Skalare  bedeuten. 

Diese  Werte  s^en  aus,  dass  die  Punkte  a^ij<r^  auf  die  Ebene 
durch  /X|,  /Xj  gebracht  in  die  Punkte 

'^'1  =  —  yt^iVfA^fi^-^r xfA^V(i^(i^\ ^  * 

projicirt  werden. 

Führen  wir  zwei  neue  Vektoren  V|,  v^  ein,  welche  aus 
^,,  fi^  dadurch  erhalten  werden ,  dass  man  die  letzeren  in  ihrer 
Ebene  um  einen  rechten  Winkel  drehen  lässt,  sodass 

gesetzt  werden  kann  und  nehmen  wir  weiter 

xTViA,^(A^=  a?i ,  yTVfi^ß^=y^ , 
so  gehen  die  Gleichungen  {d.  41)  über  in  die  nachstehenden 

^1  =  ^i''i  +  yi^2  >  ^2  =  —  yi^'i  +  '»i>'2   •  •  •  .  {d-  *2) 
wo  nun  x^j  y^  beliebig  gewählt  werden  können. 

In  der  Figur  58a  sind  die  bei- 
den Vektoren  v^,  v^   gezeichnet, 

ONi  =  yi  und  ON^  =  v^. 
Wenn  OTi  =  Tj  nach  diesen  Rich- 
tungen zerlegt  wird,  so  sind  die 
Componenten 

00^,=^,^,,  OT",=y,v,. 

In  gleicher  Weise  ist  för  OTj  =  t, 

OT',  =  -  y,v, ,  OT"j  =  x,v, 


Nimmt  man 


BO  ist 


Ot',  =  -  OT,'  =  y,  V, 

T.Ot^'        I»,  _  r.OT/ 
2.0T,"  ~  2V,  ~  T.OT,"' 
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Es  kann  hieraus  geschlossen  werden,  dass 

f/T/V/NiNj/ZT/T," 
und    hierdurch   erhalten  wir  eine  einfache  Gonstruction  für  die 
correspondirenden  Punkte  T|,  T^,  wenn  einer  derselben,  z.  B. 
T}  gegeben  ist. 

Zerlegen  wir  nämlich  den  Vektor  0T|  nach  den  Richtungen 
der  Vektoren  v^,  v^,  wodurch  die  Punkte  T/,  T/'  erhalten 
werden  und  ziehen  wir  die  Geraden  T/  Tj"  und  T/'  t^  beide 
parallel  zu  NjN^;  nehmen  wir  weiter  0^^  =  0t^  und  bilden 
den  Vektor ,  dessen  Componenten  OT^',  OT^''  sind,  so  ist  dessen 
Endpunkt  der  gesuchte  Punkt  T2. 

Sind  also  Tj,  t^  gefunden,  so  sind  auch  p^^  p^  leicht  an^^- 
geben.  Es  ist  nämlich 

Pi=\-\-r^  +  zV(A^(A^,  ^j  =  A2  +  T2  +  wF/x,^j 
wo  z  und  u  beliebige  reelle  Werte  beigelegt  werden  können. 

Bei  jedem  willkürlich  gewählten  Mittelpunkte  des  imaginä- 
ren Punktes  gehören  daher  im  allgemeinen  eine  unendliche 
Anzahl  Normalen,  deren  Endpunkte  zusammen  eine  reelle  Ge- 
rade im  Baume ,  senkrecht  zur  Ebene  der  Vektoren  fA^ ,  ft^ 
bestimmen. 

Wenn  der  Mittelpunkt  des  imaginären  Punktes  sich  längs 
der  Geraden  senkrecht  zu  jener  Ebene  bewegt,  so  ändert  sich 
die  von  den  Endpunkten  der  Normalen  beschriebene  Gerade 
—  daher  auch  die  dem  Mittelpunkte  zugehörigen  Normalen  — 
nicht. 

Die   einem   willkürlich  gewählten  Mittelpunkte  p^  zugehörige 
Gerade  der  Normalen  zu  bestimmen ,  construire  man  aus  jenem 
Punkte   den   Vektor  —  A^    und   projicire  dessen  Endpunkt   aaf 
die   Ebene  der  Vektoren  /itj,  /Xj.  Zum  so  erhaltenen  Punkte  Tj 
werde  nach  der  Figur  58a  der  correspondirende  Punkt  T^  con- 
struirt,   und   aus   diesem  werde  der  Vektor  x^  abgetragen.   Die 
Senkrechte,   aus   dessen    Endpunkt  auf  die  Ebene  von  /x,    und 
fjL^    gefallt,    ist    die    Gerade,    dessen    Punkte  Vektoren  haben, 
welche  als  Normalen  für  den  gewählten  Mittelpunkt  genommen 
werden  können. 

Die    Bearbeitung   besonderer  Fälle  kann   hier  keinen    Platz 
finden. 


1^ 

A 
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105.  Wenn  anszer  {d.  38}  zwei  lineare  Relationen  zwischen 
^j  y^  ^  gegeben  sind,  so  haben  wir  es  mit  einer  allgemei- 
nen Geraden  zn  tan. 

.  Wir   nehmen  hierbei  an,  dass  die  linearen  Gleichungen  sind 
aj?  +  6y  +  cr+l  =  0,  a'x  +  b'y  +  cz -^^  1  =  0   .  .  {d.  i3) 
Setzt  man  nun  in  diese  Gleichungen 

x={bc  —  b'c)  w  —  (6'  —  c'  —  J  +  c)  A 
y  =  (ca!  —  c'a)  M  —  (c'  —  a'  —  c  +  a)  A  )   •  •  •  {d.  44) 
^  =  (a6'  — a'6)u  —  (a  — 6'  —  a  +  6)  A 
wo  u  ein  neuer  complexer  Skalar  und 

a  b  c 
a  0  c 
111 

genommen  ist,  so  wird  den  beiden  Gleichungen  (c?.  43)  genügt 
und  die  Gleichung  (d.  33)  wird  zur  nachstehenden 

P=A[«(6-c-6'  +  c)  +  /3(c-a-c'  +  a')  +  y(a-6-a'  +  6')] 
+  u  [cc{bc'  -  b'c)  +  ß{ca'  -  c'a)  -f  y{aV  -  a'6)J , 

eine   Gleichung  ron  der  Form  der  Gleichungen  {d.  4*) ,  welche 

wir    auf  eine  reelle   Gerade   anwendbar  fanden.    Wir   können 

deshalb  sagen,  die  Gleichung 

p=:«  +  j.|3  oder   V{p  —  ct)ß  =  0 (d.  45) 

stelle   eine   allgemeine   Gerade   dar,    wenn   nur   unter  p,  (X,  /3 

Yektorkegel    und    unter    x    ein    complexer   Skalar  verstanden 

werden. 

Setzen    wir    nun    noch    für    jede    Grösze    p   den  Ausdruck 

Pj  4~  V^^  Pi  y  so  ergibt  sich  aus  {d.  45)  das  System 

p,=c.,  +  xA-x,ßl 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lässt  sich  nun  leicht  eine  geo- 
metrische Yeranschaulichung  der  allgemeinen  Geraden  erhalten. 

Die  beiden  Gleichungen  sagen  nämlich  aus,  dass  die  End- 
punkte der  Vektoren  p^,  p^  jeder  für  sich  eine  reelle  Ebene 
senkrecht  zum  Vektor  Vß^ß^  beschreiben.  Diese  Ebenen  sind 
daher  parallel  und  sie  enthalten  die  Endpunkte  der  gegebenen 
Vektoren  «,,  «^  bzhw. 

Mit  Hülfe  der  Figur  58a  ist  es  ein  Leichtes  zwei  correspon- 
dirende  Vektoren 
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za  finden.  Dieselben  werden  von  den  Endpunkten  der  Vekto- 
ren o^p  ^2  ^zhw.  abgetragen,  wodurch  zwei  correspondirende 
Werte  von  p^  und  Pj  gefunden  sind. 

Wir  fanden  aus  (d,  46) ,  dass  die  Mittelpunkte  sämtlicher 
imaginären  Punkte  einer  allgemeinen  Geraden  in  einer  reellen 
Ebene  enthalten  sind.  Es  ist  dieses  Ergebnis  in  Übereinstim- 
mung mit  der  von  Hrn  Taeby  in  seiner  Abhandlung  zur 
allgemeinen  Geometrie  für  die  Gerade  aufgestellte  Definition. 
Im  Übrigen  treffen  aber  meine  Ergebnisse  nicht  mit  dieser  Defini- 
tion zusammen ,  wie  eine  Rechnung  zeigt,  welche  der  nachfolgen- 
den analog  ist.  Ich  will  noch  dartun,  dass  dies  nur  darin 
seine  Begründung  findet,  dass  Hr  Takbt  seine  Betrachtungen 
auf  Punkte  in  einer  Ebene  beschränkt,  während  ich  stets  Figu- 
ren im  Baume  der  Rechnung  unterzog.  Im  nächsten  Artikel, 
wo  ich  diese  Allgemeinheit  fallen  lasse,  werde  ich  wirklich 
auf  die  Definition  der  Geraden  des  Hrn  Taebt  anlangen. 
105*.  Wir  setzen  daher,  um  zu  einer  Geraden,  zu  geraten 

p  =  xa  +  yß          j  ^ 

ax  +  by  +  c  =  0  j (a.^4} 

wo   Xy  2^,  a,  6,  c  complexe  Skalare,    «,  ß  reelle  Vektoren  be- 
deuten. 

Führen  wir  weiter  ein 

c                                   c 
x  =  hu —7 ,  y  =  —  au r-^   .  .  .  .  (d.  48) 

wo  u  ein  neuer  variabler  complexer  Skalar  ist,  so  wird  (d.  47) 
übergehen  in 

9  =  --^^{c^  +  ß)  +  {hcc-aß)u 

oder 

p  =  aA  -f  wAA {d.  49) 

u  bedeutet  hierin  einen  complexen  Skalar,  jct  einen  complexen 
Vektor  (i^  -j-  V^— 1  A*2 »  ^®i  welchem  die  reellen  Vektoren  /se, ,  ^^ 
mit  dem  reellen  Vektor  A  in  derselben  Ebene  enthalten  sind« 
Ist  noch 
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80  folgt  ans  (d.  49) 

Herr  Takky  wählt  nun  als  geometrische  Darstellung  des 
ünaginaren  Punktes  das  Punktepaar,  welches  erhalten  wird, 
wenn  man  den  Vektor  p^  um  den  Endpunkt  des  Vektors  Pj 
in  seiner  Ebene  um  einen  rechten  Winkel  nach  beiden  Seiten 
hin  dreht. 

Es  ist  dieses  Punktepaar  bestimmt  durch 

wenn  €  statt  UVfA^fi^i  ^^^  rechten  Radiais  in  der  Ebene  von 
^19  ^2  gesetzt  wird.  Statt  dieses  Ausdrucks  kann  auch  ge- 
schrieben werden 

A  (aj  ±  a^€)  -f  Mj  (At,  j:  A*2  «)  -   «i  (^2  T  A«i*)- 
Nun  ist  jedoch 

/Xj  +  A*,*  =  (aa,  —  ^aO*- 
Somit  können   die  beiden  Vektoren  des  Punktepaares  in  die 
Form  gebrächt  werden 

^  +  ß{^X+  Wj«)  ,     «1  +  /3,  (u^  —  1*2«)  , 

wenn  der  Kürze  halber 

«  =  A  (a,  +  a^e),     /3  =  /ccj  -f  /x^« 
«,  =  A  (aj  —  a^i) ,    /3j  =  Atj  —  a*2« 
gesetzt  wird. 

Zwei  denselben  Werten  von  u^,  u^  entsprechende  Punkte, 
welche  zusammen  ein  oben  verzeichnetes  Punktepaar  bilden, 
wollen  wir  homologe  Punkte  nennen. 

Für  Ui=  1^2  =  0  erhält  man  zwei  derartige  Punkte,  welche 
wir  mit  F,  F'  bezeichnen  wollen.  Sind  P/,  P/'  und  P^',  P^" 
zwei  andere  Paare  homologer  Punkte,  «welche  den  Werten 
u^\  u^'\  w/',  ttj"  ftir  Wp  Mj  entsprechen,  so  können  die  Vek- 
toren '  FP/,  FPj',  FP/',  FP/'  leicht  hingeschrieben  werden. 
Man  findet  sodann 

PT,'  =  /3  («.'  +  «,'*) ,    FT/'  =  ß,  («/  -  «,'0 

FP,'  =  /3  («,"  4- «,"«) ,  FT,"  =  ß^  («,"  -  u,"*). 
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Daher 


FP/  _  ß  (u/  +  u^')  _  («.l-:i«»''iA     weil  &ß  -  0 


«1  — «»» 


-, — ^r  nach  (6.  73*) 


U,    — Uj  « 


und  in  derselben  Weise 

Nun  ist  aber  nach  vorhergehendeu  Formeln  und  weil 


complanar  sind 


m/  ttj'f,    ttj"  —  ttj"* 


1  .      ,  /  X  «/  —  m/* 


somit  ist  auch 

FT/'__      FP/ 
P"P/'  ~      FP/ 

und  diese  Gleichung  spricht,  wie  leicht  ersichtlich,  aus,  dass 
die  homologen  Punkte  zwei  invers  ähnlichen  Figuren  an- 
gehören. 

Wir  haben  jetzt  gezeigt,  dass  wir  för  den  Fall,  wo  nur 
Vektoren  in  einer  Ebene  betrachtet  werden ,  auf  die  Definition 
des  Hrn  Tabbt  zurückkommen. 

Ein  zweiter  von  Hrn  Tabbt  in  seiner  Abhandlung  bewie- 
sener Satz  ergibt  sich  wie  nachstehend: 

Ein  willkürlicher  Punkt  der  Yerbindungsgerade  zweier  ho- 
mologen Punkte  hat  den  Vektor 

^  +  /3  K  +  u^O  +  ^  [«1  +  ßi  («1  —  ^iQ] 
^~  1  +  a? 

Beachtet  man,  dass 

ß..=ß,urßß..=M^^ 

so  kann  man  auch  schreiben 
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,  -r  Sßß^-xßn  ,     -  r  Sßß^-ß^ar-^■^ 

und  durch  die  Annahme 

Tß 


aß\=a'-^ß^  oder  a?  =  it 


Tß, 
geht  dieser  Wert  über  in 

p  =  ^±c,^TJ-  +  v(ß±ß,T^) (A50) 

wo  der  neue  veränderliche  Skalar  v  statt  der  GrSsze 

"*»      "**      TVßß, 
gesetzt  ist.  Es  erhellt  hieraus ,  dass  der  Ort  des  Punktes  p  eine 
reelle  Gerade  ist.  Dies  ist  der  von  Hrn  Tabby  bewiesene  Satz : 

Wenn  man  die  Strecke  zwischen  je  zwei  homologen  Punkten 
in  einem  bestimmten  constanten  Verhältnis  teilt,  so  Uegen  die 
Teilpunkte  auf  einer  reellen  Geraden. 

Das  Verhältnis  a  ist  zugleich  das  Verhältnis  der  Längen 
zweier  homologen  Strecken  der  ähnlichen  Figuren.  Denn  zwei 
homologe  Strecken  sind  allgemein 

ß  r«/  -  u," + (u,'  -  <>] ,  ß,  [«/  - «,';  -  (<  -  u,'>] 

und  die  Längen  derselben,  mit  zwei  potenzirt,  sind 
Nß  N[u,'  -  u,"  +  («,'  -  <>]  =  Nß  [(«/-  «,")'  +  «-<)*] 
und 

Nß,N[u,'  -  u/'  -  (u/ -.  u,>]  =  Nß,[iu,  - u,y+  «  --  u,y]. 
In  {d.  50)  sind  zwei  Geraden  enthalten ,  welche  zu  einander 
senkrecht  sind,  weil 

S.{ßT)3t  +  ß,  Tß)  {ßTß,  -  ß,  Tß)  =  0. 
Ha  entsprechen   diese  beiden  Orter   den   beiden   Fällen,  wo 
der    Teilpunkt  der  Strecke  zwischen  zwei  homologen  Punkten 
auf    der  Strecke   selbst   oder   auf  deren  Verlängerung  gewählt 
worden  ist. 

106.  Die  Gleichungen 

p  =  cc±  v^^  a .  .  .  (d.  51) 

wo  a  ein  bestimmter  arithmetischer  Skalar  ist,  stellen  eine 
Kagel  dar,  mit  dem  Radius  a  um  den  Endpunkt  des  Vektors 
»  als  Mittelpunkt  beschrieben.  Denn  die  Quadrirung  dieser 
Gleichungen  ergibt 

10 
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{p  —  05)^  =  —  a^  oder  T{p  —  «)^  =  a^ 
somit 

T{p  —  a)  =  a 
und  es  gehört  diese  Gleichung  einer  Kugel  an. 

In  dem  besonderen  Falle  a  =  0  und  a  =  1 ,  erhält  man 
somit 

P  =  V=A (d.52) 

als  die  Gleichung  einer  Einheitskugel. 

Die  Vieldeutigkeit  des  Symbols  V^  tritt  hier  besonders 
deutlich  zu  Tage ,  wie  auch  schon  von  Hamilton  erkannt  worden 
ist.  Es  wird  nämlich  unmittelbar  einleuchten ,  dass  in  der 
zweiten  Seite  der  Gleichung  (d.  52)  l/^  jeden  willkürlichen 
Einheitsvektor,  aus  dem  Vektorenanfangspunkte  gezogen,  dar- 
stellt und  diese  Einheitsvektoren  können  sodann  auch  als  die 
Indices  rechter  Radiale  aufgefasst  werden,  wodurch  wir  auf 
der  im  ersten  Abschnitt  angegebenen  Deutung  des  Symbols  V^3j 
aufs  neue  angelangt  sind. 

107.  Im  Anschluss  an  den  vorhergehenden  Artikel  mag  hier 
bemerkt  werden,  dass  die  bisher  angenommene  Deutung  der 
Grösze   V^^  a  eine  Erweiterung  zulässt. 

Wir  sahen  in  jenem  Artikel  nämlich,  dass  in^dem  Symbole- 
l/Hil  alle  möglichen  rechten  Quotienten  enthalten  sind ,  während 
bei  der  Deutung  des  Ausdrucks  \/^a  nur  diejenigen  rechten 
Quotienten  gewählt  sind ,  welche  die  Ebene  des  Vektors  a 
enthalten.  Man  kann  nun  aber  auch  die  nachstehende  Defini- 
tion wählen: 

Unter  V^Hi  a  sei  verstanden  die  Gesamtheit  der  Quater- 
nionen,  welche  erhalten  werden  durch  die  Multiplikation  des 
rechten  Quotienten  »  mit  einem  jeden  der  in  dem  Symbole 
t/Zl  enthaltenen  rechten  Radiale. 

Diese  Definition  ergibt,  dass  in  dem  Zeichen  V^^  x  niclit 
nur  eine  unendliche  Anzahl  willkürlicher  Quaternionen  sondern 
auch  eine  derartige  Anzahl  rechter  Quotienten  enthalten  sind, 
deren  Indices  sämtlich  senkrecht  zum  Vektor  a  sind.  Diese 
Indices  bilden  sodann  den  im  ersten  Abschnitt  unter  ]/ — i  ac 
verstandenen  Vektorkreis. 

108.  Betrachten  wir  weiter  die  Gleichung 
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(^T)'-(^-T-')'=' •■••••<«») 

Wir  wollen    zeigen,  dass  dieselbe  einem  Ellipaoid  angehört. 
Wenn   nämlich  )  und  t   zwei   willkürliche   Vektoren  aind, 
80  ist 

'  +  ^  /^    KA\ 

"—i+z-'  ^^^^^ 

bei  venlnderlichem  u  eine  willkürliche  Gerade ,  nnd  wir  erhalten 
die  Vektoren  der  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  dem  Gebilde 
(d.  58),  indem  wir  den  Wert  von  p,  aus  (t2. 54)  in  (d.  53) 
einführen  und  die  zugehörigen  Werte  von  u  bestimmen.  Man 
erhält  dadurch 

somit  eine  Gleichung  zweiten  Grades  für  u. 

Eine   willkürliche  Gerade   schneidet   demnach  die  Oberfläche 
((2.53)  in  zwei  Punkten;  dieselbe  ist  deshalb  zweiten  Grades. 

Statt 


i^'-^j 


können  wir  setzen 


NS'-^; 


statt 


i'^-^J 


ebenso  —NV * 


7 
Nach  (c2.  53)  wird  deshalb 


ß     +iVr^  =  l,oderiv(s?y?+F^)  =  l, 
denn  wenn  man  in  (6. 116)  q  durch   Vg[  ersetzt,  so  wird: 

Eis  wird  nun  auch 

sein    müssen ,   und   demnach  kann  7(p  —  «)  niemals  unendlich 
werden,  es  sei  denn  dass 


.••"" 
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ß  7 

wäre,  eine  Gleichung,  welche  nur  stattfinden  könnte,  wenn 
jedes  der  Glieder  der  ersten  Seite  verschwände ,  und  dies  würde 
erfordern,  dass  der  Vektor  p  —  «  JL  i3  und  II  y  wäre;  eine  Vor- 
aussetzung, die  bei  willkürlicher  Wahl  der  Vektoren  /3,  y 
unmöglich  ist. 

Die  einzige  Oberfläche  zwmten  Grades,  welche  dieser  Bedin- 
gung genügt,  ist  das  Ellipsoid. 

Der  Endpunkt  des  Vektors  et  ist  der  Mittelpunkt  der  Ober- 
fläche; denn  die  Vektoren  d  —  (r,  »-^-v  müssen  stets  zugleich 
der  Gleichung  {d,  53)  genügen. 

Wenn  y  =s:ß^  so  geht  das  Ellipsoid  in  eine  Eugel  über. 

109.  Bei  Benutzung  der  Relation  (6.  116)  kann  die  Gleichung 
des  Ellipsoids  leicht  in  eine  andre  Gestalt  erhalten  werden. 
Nach  jener  Gleichung  ist  nämlich 

und  das  Ellipsoid  kann  somit  auch  durch  die  Gleichung 

dargestellt  werden. 

Führen  wir  weiter  statt  der  Vektoren  a^  ß  zwei  andre 
mittelst  der  Gleichungen 

2ß          ^         2ß 
^=ß^^^^  ^  =  |3-"«^ (^-^6) 

ein.   Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  lässt  sich  folgern 

—  =  -r— 7 —    und  hieraus  —  =  — -— —  =  — I 

oder 

sodass  allgemeiii  erhalten  wird 

V       2\»^  ß/ 
und  in  gleicher  Weise 
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P  _  1  /P_  _  P  \ 

}  ~  2  U       ß/ 
Somit  ist  weiter 

und  die  Gleichang  (d.  55)  geht  hiermit  über  in  die  nachstehende 

r^i  +  ir0=l (i.57) 

Es   ist  dies  eine  neue  Form   der  Gleichung  des  Ellipsoids. 
Eine  andre  Schreibweise  für  dieselbe  ist 
2'(pr-^  +  J^p3-^)  =  lodernach.(c.l3)  r(py-i  +  3-V)=l  (d.58) 

Schlieszlich  können  noch  zwei  neae  Vektoren  i  und  ic  mittelst 
der  Gleichungen 

''-^=x-rb' ^^=ir^ <^-^^> 

eingeführt  werden ,  und  dadurch  erhalten   wir  die  Gleichung 
des  Ellipsoids  in  die  Gestalt 

r(/p  +  px)  =  «*  —  /* (i.  60) 

welche  von  Hamilton  bei  verschiedenen  Untersuchungen  benutzt 
worden  ist. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Vektoren  i,  x  der  Richtung 
nach  mit  ^,  3  oder  deren  Negativen  übereinstimmen;  es  kann 
dies  unmittelbar  aus  {d*  59)  geschlossen  werden ,  und  weiter 
noch ,  indem  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  die  erhaltenen 
Resultate  subtrahirt, 


X*—  /» 


1  y*3» 


Hiermit  gehen  dieselben  Gleichungen  über  in  die  nachstehenden 

Es  kann  hieraus  geschlossen  werden,  dass  /,  x  mit  y,  3 
bzhw.  der  Richtung  nach  zusammenfallen ,  wenn  Ty  >  73.  Ist 
Ty  <  T3 ,  so  haben  / ,  x  zu  ^^f  3  bzhw.  entgegengesetzte  Rich- 
iangen. 

Wenn  mann  die  Gleichung  (d.  53)  mit  derjenigen  einer  Ebene 

S(p  — 3)#  =  0 
coxnbinirt,  so   wird  eine  Ellipse  erhalten.  Eine  spedelle  Wahl 
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der  Vektoren  3,  e  ergibt  die  Gleichung  der  Ellipse  in  ein- 
facherer Gestalt. 

110.  Wir    wollen    noch    zwei    andere   den    vorhergehenden 
verwandte  geometrische  Orter  in  Betracht  ziehen,  nämlich 

P.  SÜ^-^  =  Sü\ (rf.62) 

p  o 

Wenn 

0A  =  «,   AB  =  i3,    OP  =  p,  00  =  y,   0D  =  5, 
so  sagt  diese  Gleichung  aus  nach  {b.  103) ,  dass 

C08  Z  PAB  =  C08  Z  COD  oder  Z  PAB  =  constant. 
Es  stellt  (d.  62)  somit  einen  kreisförmigen  Kegel  dar,  dessen 
Scheitel  der  Punkt  A,  dessen  Achse  der  Vektor  /3,  und  dessen 
Scheitelwinkel  Z  COD  ist. 

Anstatt  Sü^  kann  in  der  zweiten  Seite  der  Gleichung  irgend 
eine  zwischen  —  1 ,  -|- 1  liegende  Oonstante  gesetzt  werden. 
20.  Tr^jr^=TV^ (d.  63) 

Beachtet  man,  dass  nach  (&.  126) 

und  dass  7.AP  sin  Z  PAB  das  aus  dem  Punkte  P  auf  die  Ge- 
rade AB  gefällte  Lot  ist,  so  sagt  die  Gleichung  ((2.63)  aus, 
dass  dieses  Lot  constant  ist. 

Es  ist  diese  Gleichung  somit  diejenige  eines  kreisförmigen 
Gylinders,  dessen  Achse  mit  AB  zusammenföllt. 

111.  Zum  Schlusze  dieses  Abschnittes  seien  noch  einige  an- 
dren Formen  erwähnt,  in  welchen  geometrische  Orter  erscheinen 
können.  Es  erfordert  dieselbe  aufs  neue  die  Anwesenheit  eines 
veränderlichen  Skalars  in  der  Gleichung  und  es  schlieszt  sieb, 
deshalb  die  hier  bezeichnete  Gestalt  sehr  enge  derjenigen  an, 
welche  wir  im  ersten  Abschnitt  zu  erörtern  Gelegenheit  fanden. 
Wir  wollen  dies  an  zwei  Beispielen  erläutern. 

Es  sei  »  ein  willkürlicher  Vektor,  e  ein  Einheitsvektor  in 
irgend  einer  Ebene.  »  und  e  können  auch  als  rechter  Quotient 
und  Radial  bzhw.  betrachtet  werden. 

Der  Quaternion  c',  .wo  x  ein  Skalar  bedeutet,  ist  nunmeh.r 
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AT 

ein   Radial   in   der  £beue   von   € ,    dessen  Winkel  x  ^  beträgt. 

Indem  man  ;r  die  Werte  von  0  bis  oo  darchlaufen  lässt,  stellt 
somit  i*   einen  yeränderlichen  Badial  in  der  Ebene  von  i  dar. 
Führen  wir  weiter  die  Bedingung 

5f«  =  0  .  .  .  , (i.  64) 

ein ,  so  wirken  e  und  e*  in  einer  durch  den  Vektor  et  gehenden 
Ebene,  weil  die  Ebene  des  Badials  s*  senkrecht  zum  Vektor 
i  ist ,  und  nach  {d.  64)  auch  a  A.  i.  Somit  wird  das  Symbol 
^  an  den  Vektor  x  operirend,  demselben  eine  Drehung  ohne 
Änderung  der  Länge  erteilen  in  einer  zum  Vektor  e  senkrech- 
ten Ebene.  Daher  kann  auch  unter  der  Bedingung  {d,  64) 

p  =  £*« (d.  65) 

bei  veränderlichem  a  als  die  Gleichung  eines  Kreises  gelten , 
mit  dem  Radius  Ta  in  einer  zum  Vektor  c  senkrechten  Ebene 
beschrieben. 

In  gleicher  Weise  kann  eine  Ellipse  dargestellt  werden  durch 
die  Gleichung  {d.  66)  jedoch  ohne  die  Bedingung  {d,  64) 

p  =  V.£'» (d.  66) 

Denn  man  kann  diese  Gleichung  wie  nachstehend  umge- 
stalten. 

p=  VJcosx-^-^ainxj.Ax^  nach  (c,  9)  mit  der  Annahme  Tr=^l 

IT  5r 

=  «  CO«  0?  ^  +  ^*«  .  ainxjz 

und  dieser  Ausdruck  geht  in  die  im  Art.  24  für  die  ElUgse 
angegebene  über,  wenn  gesetzt  wird 

TT 

C08X'j:==^u<i      Vea  =  ß. 

Es  ist  somit  (e2.  66)  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  Mit- 
telpunkt der  Vektörenanfang  0  ist,  während  «,  F^«  conjugirte 
Durchmesser  oder  vielmehr ,  weil  ä  JL  Vb»  ,  die  Achsen  der 
Curve  sind. 

Wir  wollen  auch  noch  den  durch  die  Gleichung 

p  =  ä'j3»-' (d.  67) 

dargestellten    geometrischen    Ort,   wo  «,    /3   willkürliche   aber 
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constante  coinitiale  Vektoren,  t  einen  variablen  Skalar  bedeuten, 
näher  untersuchen. 

Wir  erhalten  aus  dieser  Relation 

2p  =  Td^Tß  Tar^  =Tß=:  constant. 

Somit  kann  die  durch  (d.  67)  dargestellte  Curve  auf  einer 
Eugel  mit  dem  Radius  Tß  beschrieben  gedacht  werden. 

Weiter  ist 

S.ap  =  S.u^-^^ßar^  =  ä«-*ä'+i/3  =  Saß  =  constant. 

Mit  dem  vorhergehenden  Resultate  ergibt  sich  somit  auch 

2^  «p  =  constant  =2^«j3. 

Die  Gleichung  (d.  67)  gehört  somit  dem  Kreise  an,  welcher 
durch  den  Endpunkt  des  Vektors  ß  beschrieben  wird,  wena 
man  denselben  um  »  als  Achse  konisch  drehen  lässt. 

Die  Grösze  des  Drehungswinkels  um  diese  Achse  zu  ermitteln 
sei  OA  =  « ,  OB  =  /3 ,  OP  =  p  gedacht.  Es  handelt  sich  sodann 
darum  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Ebenen  AOB,  AOP 
zu  bestimmen.  Dieser  Winkel  kommt  aber  demjenigen  zwischen 
den  beiden  Normalen  zu  jenen  Ebenen,  deren  Richtungen  durch 
die  Symbole  F«j3,  Vap  angegeben  werden  können,^  gleich. 
Wir  müssen  deshalb  den  Winkel  des  Quaternions 

Vxp :  Vxß 
bestimmen.  Erwägt  man,   dass 

«'j3»""' ===  f CO* < -^  +  nnt^.D«  1/3 f  CO« <p  —  sint^,  ü»j 

=  ßco8^t~  Icr-^  Hn  tfr  Vxß  -  Tx"^  sinH  %  xßx, 

waj^nd 

Sxßx  =  0 , 
sodass 

xßx  =  Vxßx  =  2xSxß  —  ßx^  ==  2xSxß  +  ß  Tx\ 
so  wird  weiter 

p  =  ßco8^t^^  r«-i  sin  tT.  Vxß-2Tx-'^  stn^t^.xSxß-^ßsin^t^ 
J  2  2 

=  ß  cos  tfr—Ix-^  sintT.  Vxß-^lTx-^  sin^  t  ~.  xSxß. 

und  hieraus  kann  unmittelbar  geschlossen  werden: 
Vxp=r  Vxßxos  tT—x  Vxßain  tv.  Tx-'^=  Vxßcoa  tv  —  üx.  Vxßsin  tx. 
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Somit  ist 

-=-z,=^costir  —  sin  tir.  Ua 
Vaß 

woraus  erhellt,  dass  dieser  Quaternion  ein  Versor  ist,  dessen 
Winkel  tv  betragt,  während  die  Achse  dem  Vektor  a  entge- 
gengesetzt ist. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  ergibt  daher  als  Antwort 
auf  die  Frage  nach  der  Qrösze  der  Drehung  des  Vektors  ß  um 
die  Achse  »  den  ViTinkel  tv. 

Dasselbe  Ergebniss  hätte  man  auch  auf  einfachere  ViTeise  er- 
halten können. 

Denken  wir  uns  nämlich  den  Vektor  ß  in  zwei  andre  ß^ 
und  /Sj  zerlegt,  welche  parallel  und  senkrecht  bzhw.  zum  gege- 
benen Vektor  a  sein  mögen.  Es  wird  sodann 

p  =  x%ß,  +  /3>-'  =  a'cL-'  ß,  +  «'  |3,«-' 

Weil  nämlich  «^  j3|,  ar^  oomplanare  Quaternionen  sind,  so 
können  dieselben  in  dem  Produkte  des  ersten  Gliedes  der 
letzten  Seite  umgetauscht  werden.  Weil  aber  Uß^^  ü»  unter 
sich  senkrecht  sind,  so  kann  bei  dem  zweiten  Produkt  die 
Gleichung  {e,  11*)  Anwendung  finden.  Somit  ist 
p  =  ß^  +  Tß,  Ucc' . Uß, Ux-^=  ß,+Tß, ü*'Ucc'üß,=ß,  +  ücc" ./3, 

Das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  ist  ein  Vektor,  welcher 
ans  ß^  einfach  durch  eine  Drehung  um  einen  Winkel  t^  um  a 
als  Achse  erhalten  wird.  Dieselbe  Drehung  hat  sodann  aber 
anch  p  um  diese  Achse  erfahren. 


DIFFERENTIALE  VON  QÜATERNIONEN. 


112.  Wenn  zwei  Qaaternionen 
j  =  OB:OA,  /  =  00:0A, 
auf    denselben    Nenner    redacirt 
gegeben  sindi  so  wollen  wir  die 
Differenz  derselben 

__00     OB     00-0B_ 
^"*""OA~OA""     OA      ~ 

^BO^oa 

OA~OA 
unter   einem   andern   Gesichtspunkte    ein    Differential   des 
Quaternions  q  nennen  und  mit  dq  bezeichnen. 

Dieses  Differential  ist  somit  ein  ganz  willkürlicher  Quater- 
nion.  Achse,  Winkel  und  Tensor  bleiben  unbestimmt;  es 
braucht  der  letzte ,  wie  gewöhnlich  bei  den  Differentialen  Yoraus- 
gesetzt  wird,  nicht  unendlich  klein  zu  sein. 

113.  Wenn  ein  Quaternion  Q  eine  Funktion  eines  anderen 
veränderlichen  Quaternions  q  (und  gegebener  Quaternionen  oder 
Skalare)  ist,  sodass  man  setzen  kann, 

Q  =  F{q) («.1) 

80  wird,  wenn  q  in  q-{-dq  geändert  wird ,  auch   Q  eine  Ände- 
rung erfahren,  welche  wir  mit  A  Q  bezeichnen.  Es  ist  somit 

Die  beiden  Gröszen  A  Q  ^^^  ^?  nennen  wir  jedoch  nicht 
simultane   Differentiale.   Wie  in   dem  ersten  Abschnitte  woUea 
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wir  als  solche  die  Qroszen  dQ^  dq  betrachten,  wenn  dQ  nach 
der  Gleichung  (e.  2)  bestimmt  wird 

dQ  =  Um.n[F(g  +  ^\  —  F{q)],  Lim.n  =  ao  .  .  {e.2) 

Um  simultane  Quaterniondifferentiale  zu  erhal- 
ten, mnsz  man  deshalb  der  unabhängigen  Veränderlichen  eine 
Änderung  dq :  n  erteilen ,  und  die  dadurch  bewirkte  Änderung 
der  Funktion  mit  n  mnltipliciren.  Der  Grenzwert  für  lAm,  n=cx) , 
ist  sodann  das  zu  dq  gehörige  simultane  Differential  des  Qua- 
ternions  Q. 

Es  ist  hierbei  zu  beachten,  dass  die  Division  durch  n  nur 
den  Tensor  von  dq  verringert;  der  Versor  dieser  Grösze  bleibt 
ungeändert. 

Die  Funktion 


F(i  +  ^)-Fi,) 


wollen  wir  im  Folgenden  mit  A»  Q  bezeichnen. 
Es  ist  sodann 

dQ  =  iifn.  n  A»  Qi  Lim,n  =  co •  («.  3) 

114.  Wenn  wir  die  Funktion 

Um.  n  [f(^i  +  -J)  -  ^(?)]  =  ^  (?' ''?) 

näher  betrachten,  —  man  kann  dieselbe  an  einem  Beispiel 
berechnen  —  so  erkennt  man  unmittelbar,  dass  dieselbe  im 
allgemeinen  nicht  von  der  Form  ^(q)dq  sein  kann.  Es  ist 
dies  offenbar  darin  begründet,  dass  die  Faktoren  bei  der  Mul- 
tiplikation der  Quaternionen  nicht  commutatiy  sind. 

Es  musz  aber  stets  die  Funktion  ^(q,  dq)  linear  und  homo- 
gen in  dq  sein.  Dies  zu  beweisen  teilen  wir  dq  in  zwei  Teile, 
welche  dr  und  da  genannt  werden  mögen.  Es  wird  dadurch: 

«j,  d^)  =  Lim. «  [^({  +  i±i')  -  Fisij 


+ 


r{,+±)-m\] 


< 
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=  Lim,  ^  ( j H ,  da)  +  (p(j,  dr) 

und  zuletzt 

0{S.dq)  =  (p{q,ds)  +  <p{g,dr) («.  8*) 

Aus  dieser  Qleichung  kann  unmittelbar  geschlossen  werden, 
dass  0(^,  dq)  in  Bezug  auf  dq ,  linear  und  homogen  ist. 
Eine  wichtige  Folgerung  lässt  sich  noch  machen,  nämlich 

0  (q,  adq)  =  x0  (q,  dq) ,...(«.  4) 

weil  jedes  Glied  der  Funktion  0  mit  a  multiplicirt  wird,  wenn 
dasselbe  mit  dq  stattfindet. 

Wenn    das  Differential   einer   Quaternionfunktion  in   Bezug 
auf  einen  Skalar  a  bestimmt  wird  nach  der  Definition 

D/(q^a)  =  Lim.n\f(q,x-\' — )—/(?,«)    ,  um.  n  =  oo, 

so  bleibt  natürlich  der  Satz  gültig,  dass  dieses  Differential  in 
Bezug  auf  dx  linear  und  homogen  ist.  Weil  aber  der  Faktor 
dx  mit  den  anderen  Faktoren  commutatiy  ist,  so  nimmt  das 
Differential  die  Form  an 

/(?,  a)  da 
f  (^,  X)  kann  in  diesem  Falle  der  Differentialquotient  in  Bezog 
auf  X  heiszen. 

115.  Einige  Beispiele   der  Berechnung  der  Differentiale  ein- 
facher Quatemionfunktionen  mögen  hier  Platz  finden. 

1«.  Q  =  f'. 

Es  wird  hiermit 

dQ  =  Lim,  n^»Q  =  qdq-\'dq,q 

oder  kurz 

d,q^  =  qdq-{'dq  .q (e.  5) 

Es  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  dq  und  q  nicht  complaii.&r 
sind.  Wenn  ef^lH;,  so  erhält  man  einfacher 
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d.q*  =  2qdq 
analog  der  DifferentialFochnaag  bei  Skalaren. 

q 
Man  erhält 

=(^+ir['-'-^'-']-(«+^rw.,- 

nnd  somit 

d,j-i  =  Zim.  n  A«Q  =  — r"^<^?-?~^   ....  («.6) 
Wenn  c??  |||  J ,  so  ist  d. q~^  =  —  q"^ dq. 

Wie  bei  dem  vorigen  transformirt  man 

A.<2=(.+fr-r^-(.+fr[-(.+^)v-] 

somit 

rf .  j^^  =  Lim.  n  l^^Q^^--  q-^dq. gr^  —  q''^  dq.f-^.  .  {e.  7) 

Wenn  ^lHj',  wird  d.q-^^^ — 2q-^dq 

116.  In  diesem  Artikel  werden  einige  allgemeinen  Begeln  für 
Qnaterniondifferentiation  angegeben  werden.  Es  sei  dabei  stets 
c  ein  constanter  Qnatemion,  q  ein  yeranderlicher,  Q=y(^) 
nnd  x  =  ^i)  2^^^  willkürliche  Funktionen  des  Quaternions  q. 
Man  erhält  sodann 
10.  dc  =  0 

20.     d{Q  +  c)  =  Um.n^f(^q  +  ^^  +  c~\f(q)  +  c\'j  = 
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oder 

d(Q  +  c)  =  dQ («.9) 

3°.     Allgemeiner  ist 

diQ  +  X)  =  dQ  +  dx («.10) 

Denn  es  ist 

d(Q+;K)  =  itm.«[j/(?  +  ^^<p(j+-^)j^|/l(j)  +  <J)(?)|] 

=  Lim.n  |/(j+^)_y(y)j+iim.nU?+^)-(%) 

=  dQ-\-  dx. 

4«.  d(Qx)  =  Qdx-\-dQ.x («•  H) 

Nach  der  Substitation  der  Funktionen  /,  $ ,  wird  nämlich 

d.Qx  =  Um.  n  [/(?  +  ^)$(?  +  ^)~  M  <?>(?)] 

=^-"[|/(^+?>(^+t)-/(^+t>^)|+ 

=  (idx^dQ.x 
Besondere  Fälle  dieses  Satzes  sind  die  nachfolgenden 

d.cQ  =  c.dQ,  d.Qc  =  dQ.c («.  12) 

117.  Es  kann  der  in  (e.  11)  aasgesprochene  Satz  dazu  rer- 
wendet  werden,  das  Differential  einer  willkürlichen  Potenz 
eines  Qoaternions  zu  ermitteln. 

Wir  fanden  schon  (e.  5) 

d,q*  ^  qdq  -\-  dq.q. 
Und  es  wird  jetzt  weiter: 
d.q^  =  d.q^q  =  q*dq  +  {d.q*)q  nach  (e.  11)  =  q^dq  +  qdq.q  +  dq.q^ 
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d.q^  =  d,q^q  =  q^dq  -|-  (d.q^)q  =  q^dq  -|-  q^dq.q  -\-  qdq.q^  -|-  ^■?*- 

Man  erkennt  in  dieser  Weise,  dass  allgemein  für  ganze  po- 
sitive Werte  von  m 

d.jr"  =  q"^^  dq  -\-  q"*^^  dq.q  -{-  f^^  dq,q^  +  ••••  +  ?^  dq.q"*^-^  -f- 

•^  qdq.q^^  +  dq.q^^ (e.  13) 

Weil  aber  nach  (e.  6) 

dq"^  =  —  j-i  ^•^'^ 
80  wird 

d,q^^  =  —  q""^  dq^.q^~^ 

und  nach  Einführung  des  Wertes  von  d,q^  aus  (e,  13) 

d.j~*  =  —  j~"^  dq,q~^  —  ä'"*^  dq,q^'-''^  —  q"^  dq.^'^'^  .... 

—  q^-^  dq.q^^  —  j'-"  dq.q-^ (^-14) 

Wenn   m  eine   gebrochene   rationale   Zahl  ist,  so  lässt  sich 
d.q'  nicht  mehr  so  leicht  berechnen.  Dies  zu  erreichen  setzen  wir 

k 

wo  k  und  l  ganze  Zahlen  sind  und  weiter 

k 
qT  =  r  oder  q^=:r^ («-14) 

Indem  wir  die  Differentiale  der  beiden  Seiten  dieser  Gleichung 
bilden,  erhalten  wir  die  Gleichung: 

j*-i  dq  -f-  j'*—^  dq,q  -f- .  .  .  .  -|-  qdq.q'^-^  -j-  dq.q^-^  = 
=  r*-^  dr  +  r*-*  dr.r  +...•  +  r.dr.r^^  -(-  dr.r^^ 
and    es    gilt    jetzt    aus  dieser    Gleichung   dr  aufzulösen.    Die 
Gröszen   r,  r^  • . . .  r^^   sollen   dazu   sämtlich   in  q  ausgedrückt 
werden,  also 

q^9  f^  y.  ,..q  ~^^^  oder  ^,  q^^ ....  j^*-^)«*. 

Die  Auflösung  einer  solchen  Gleichung  erörtern  wir  im 
nächsten  Abschnitt;  es  ist  jedoch  leicht  dieselbe  für  den  be- 
sonderen Fall  m  =  ^  zu  finden. 

Bei  dieser  Annahme  nämlich  wird  die  Gleichung  {e.  15)  re- 
dacirt  zur  nachstehenden 

dq  =^  rdr  "{' dr.r  oder  dq=qidr'\-dr.qi  .  .  .  («.16) 
Wir  erhalten  daraus,  indem  wir  dieselbe  mit  j— t  und  durch 
Kq  i   multipliciren  ^ 
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q—T  dq.Kqi  =  dr.Kqi  +  j^t  dr.qT  Kqi 
=  dr.Kqi  +  q-i  dr.Nqi 
=  dr.Kqi  +  Tj'.^-;  dr 
Nach  (6.  24*)  ist  jedoch 

JVT^.^i  =  Kq 
oder  indem  maD  q  durch  ^r  ersetzt 

3^.£ — i  =  jKj'r. 

Es  wird  deshalb 

q-i  dq.Kqi  =  dr.Kqi  +  Kqi  dr 

Nach  {e.  16)  ist  weiter 

d^  =  dr.qi  -f-  j'i  dr 
Die  Addition  dieser  Gleichungen  ergibt 

dq  +  q^T  dq.Kqi  =  4  dr.Sqi 
und  hieraus  wird  gefunden 

.  _  dq+jr:^dq^Kqj^ 

4^1 ^*' ^^'"^ 

Wenn  d^JUs^i  so  kann  man  wieder  beträchtlich  yereinfachen« 
Es  gehen  sodann  die  beiden  Formeln  {e.  13),  {e.  14)  über  in 

d.q*  =  fnq^'^^  dq ,  d.q~^  =  —  mq~*^^  dq 
und  die  Formel  (e.  17)  ei^bt 

dq{l+q-iKqi)         dq.q-j  {qi  +  Kqi) 

^'  = 4^^I = VS^i =  ^^   ^^- 

Diese  Resultate  stimmen  mit  den  bekannten  Formeln  der 
Differentialrechnung  bei  Skalaren  überein. 

Als  ein  einziges  Beispiel  der  Differentiation  eines  Quaternions 
oder  Vektors  in  Bezug  auf  einen  Skalar  sei  die  mit  {d.  65)  be» 
zeichnete  Funktion  p  =  €'»  gewählt,  in  der  »  willkürlich  uud 
e  ein  Einheitsvektor  senkrecht  zu  a  ist. 

Es  wird  hiermit 

dpzssLim.  n\  «*  "^IT  «  —  £*»  1  =  Lim.  n  e*  li^  —  Ij» 

dx  7C 

Bei  wachsendem  m  nähert  cos  —  -^  sich  der  Einheit  und  der 

n   2 

Sinus  nähert  sich  dem  Bogen ;  somit  ist 
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dp  =  dx.~  /+*  Ä  =  Ä»  .  I  fp (e.  17*) 

118.  Wenn  ein  Quaternion  eine  Änderung  erfahrt,  so  wer- 
den natürlich  im  allgemeinen  dessen  Tensor,  Versor,  Skalar 
und  Vektorteil,  and  Winkel  auch  geändert  werden.  Mit  der 
Untersuchung  der  DifiPerentiale*  dieser  Gröszen  wollen  wir  uns 
in  diesem  Artikel  beschäftigen  und  zuerst  sei  gewählt 


=  Lim,  n    -  Kdq    =  Kdq. 


Man   ersieht  leicht,  dass  man  in  dieser  Weise  die  nachsteh- 
enden Formeln  erhalten  kann 

dKq  =  K.dq,  dSq  =  S.dq,  dVq=  V.dq.  .  .  .  (e.  18) 

Weniger   einfach    gestalten   sich  jedoch  die  Differentiale  der 
übrigen  Gröszen,  wie  aus  dem  weiteren  erhellen  wird: 
dNq  =  d.qKq  =  dq.Kq  -}-  qdKq  nach  {e.  11)  =  dq,Kq  ~|-  qKdq. 

Es  ist  aber  allgemein 

K.q'Kq  =  KKq.Kq'  nach  (6.  54)  =  qKq\ 

Indem   man    dieses   Resultat  bei  der  vorhergehenden  Formel 
anwendet,  erhält  man 

dNq  =  dq.Kq  -|-  K.dqKq  =  {l -^  K)  dqKq  =  2S.dqKq=:2S.Kqdq 
oder  kürzer 

dNq  ==  2  S{Kqdq) («.19) 

Dieselbe    Formel   hätte   auch   leicht   mit   Hülfe   der  Relation 
(b,  115)  erhalten  werden  können  in  nachfolgender  Weise 

dNq  =  Lim.nrN{q  +  ^^-Nq']=Lim.  n  [N-^  +  2S(^KqJ] 

=  i^tm.  n  f-V  Ndq  +  -  SidqKq)!  =  2  S{dq,Kq). 
Hieraus  wird  leicht  dTq  erhalten;  denn  es  ist 

dTq  =  d{Nq)i  =  i  Nq-i  dNq=  j^dNq=  ^'^^^  ^ 


=  5^^  nach  (6.102). 


2Tq   ^  Tq 


Indem  man  noch  die  Gleichung  (6.  24)  anwendet ,  wird 

11 
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^Tq^S^^ (e.20) 

Man  kann  jedoch  diese  Formel  auch  in  anderer  Gestalt  erhal- 
ten. Nehmen  wir  wieder  aaf : 

wie  oben   gefunden ,  und  beachten  wir  die  Gleichung  {b.  24*) , 
so  wird 

^=S.Ä  =  s«  nach  (6  153)  =  5^.  .  («.21) 

Tq  Nq  Nq  ^  *  q         ^         ^ 

Den  hier  hergeleiteten  Relationen  schlieszt  sich  eine  andere 
für   d,p^^   wenn   mit  p   ein   Yektor   bezeichnet. wird ,  an;  denn 
es  ist 
d.p^=^dNp  =-2  S{Kpdp)  nach  (e.  19)  =  2  S(pdp)  nach  (c.  12) 
oder  kurz 

d.p^  =  2  S.pdp («-22) 

\q  q/  Tq  q       Tq  q       ^ 

Bei    beiderseitiger    Maltiplikatiou     durch    j=- ,    erhält   man 
schlieszlich 

^=r-^ (..23) 

Uq  q 

Indem  die   Gleichungen  («.21)  (e.  23)  addirt  werden,    wird 
erhalten 

dTq    .    düq       dq 


Tq     '      Uq  q 

im   Einklänge   mit  dem  Resultate,  welches  durch  die  Differen- 
tiation der  Gleichung 

q=Tqüq 
erhalten  wird. 

119.  Wir  haben  in  dem  vorigen  Artikel  einige  Fundamental- 
formein  bewiesen,  welche  jetzt  dazu  verwendet  werden  mögen, 
einige  weniger  einfachen  herzuleiten.  Zuerst  sei  genommen  dUVq^ 
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Nach  («.  23)  ist 
^=  F^?=  r^nach  (.  18)=  T^^^  Bach(*.88)  (..24) 

Der    Richtung   nach   fallen   IVdq  und   IVq   zusammen   mit 
Ax.dq^  Ax.q  bzhw. 

Die  Ebene  des  Quaternions 

IVdq :  IVq 

ist   demnach   senkrecht   zur   Durcbschnifctsgeraden   der   Ebenen 
der  Quaternionen  dq ,  q.  p    / 

Ist  in  der  Figur  60 
j  =  OB:OA,  dq  =  OG:Ok, 

OD  =  Ax.q,  01SL  =  Ax.dq, 
so  wird  OA  oder  der  gemein- 
schaftliche Nenner  der  beiden 
Quaternionen  q^  dq  auch 

Ax  {IVdq:  IVq) 
sein,  und  somit  fällt 

IV(IVdq:IVq) 

der  Richtung  nach  mit  OA  zusammen. 

Es  erscheint  daher  dUVq  nach  («.  24)  als  das  Produkt  zweier 
rechten  Quaternionen  oder  deren  Indices,  und  die  letzteren 
fallen  längs  OA ,  OD  bzhw.  düVq  ist  somit  ein  Quaternion  in 
der  Ebene  DOA.  Die  Achse  dieses  Quaternions  liegt  in  der 
Ebene  des  Quaternions  q  und  ist  senkrecht  zur  Durchschnitts- 
geraden der  Ebenen  von  q  und  dq. 

dVUq=  VdUq  nach  {e.  18)=  fFF-^.  C/^I {e.  25) 

dSUq=S.dUq=^s[v^.uA  =  S^V^{SUq-\-  VUq)^ 


oder  kurz 


dSüq  =  S.^VUq 


{e.  26) 


I>iese   Formel   setzt   uns  in   den  Stand  d  ^  q  zu  berechnen. 
DeiUL  nach  (b.  103)  ist 
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SUq  =  €08  ^  q, 
somit 

dSUq  =  —  ainj^q  dZ.  q. 

Die  Vergleichung  der  Formeln  (6.  124)  (6.  125)  ergibt 

VUq  =  8inj^q.UVq 

und  hiermit  geht  (e.  26)  über  in  : 

dSUq  =  S.^8in^qUVq  =  8inZqS.^üVq. 

Nun  musz  dieses  Resultat  nach  einer  vorigen  Gleichung  auch 

—  sin  ^q  d  Z,q 
sein.  Man  erhält  demnach 

dJ^q=  —  S.^ÜVq («.27) 

Diese   Gleichung  kann   noch   ein  wenig  umgestaltet  werden. 
Weil  nämlich  nach  (6.129), 

{UVqY  =  -\, 
so  ist 

und  es  wird 


djLq  =  s(^.-UV^  =  S. 


dq       1       o      ^ 


q'       ^' V  q     UVq  ~      qüVq 

weil  q  und  UVq  complanar  sind  und  deshalb  in  dem  Produkte 
derselben  umgetauscht  werden  können.  Schlieszlich  ist  daher 
die  Formel  erhalten 

Nach  («.  21)  wird  weiter 

dTVq         dVq_     Vdq 
TVq  ~      Vq  Vq 

oder 

dTVq  =  8.Vdq^  =  S^=TVdqS^p-- 

Vq  UVq  ^        uVq 

Es  sind  UVdq,  UVq  rechte  Radiale  in  den  Ebenen  der 
Quaternionen  dq ,  q  bzhw.  Der  Quotient  dBrselben  ist  somit  ein 
rechter  Radial,  dessen  Achse  mit  der  Durchschnittsgeraden  der 
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genannten  Ebenen  znsammenftUt,  and  der  Skalarteil  dieses 
Badials  ist  daher  der  Cosinus  des  Winkels  dieser  Ebenen  oder 
des  Winkels  der  Achsen  der  Quaternionen  dq^  q.  Bezeichnet 
man  diesen  Winkel  mit  Z  (Aa.  q ,  As.  dq),  so  wird  schlieszlich 

dTVq=TVdqco8Z(Aa!.q,  Ax.dq) («.29) 

120.  Die  im  ersten  Abschnitte  bei  (a.  50)  bewiesene  Gleichung 

Tdp  =  da 
kann  mit  den  jetzt  erörterten  Begriffen  noch  in  andrer  Gestalt 
erscheinen. 

Wenn  p  und  %  als  Funktionen  des  Skalars  u  betrachtet  wer- 
den, so  ist  auch 

du        du 
oder  wenn  die  Derivirten 

dp      ds       .1.    /     / 

bezeichnet  werden 

r/  =  «'  und  Tp'^  =  8'\ 
Es  ist  jedoch 

7>'»  =  -/.'*, 
weil   p'   ein  Vektor  ist.   Somit  geht  die  zuletzt  erhaltene  Glei- 
chung über  in  die  nachfolgende 

p'a  +  ,'a  =  0 («.30) 

Bei  nochmaliger  Differentiation  erhält  man  nach  {e.  22) 

S.pdp'  +  «W  =  0 , 
oder  indem  durch  du  dividirt  und  statt 

d^     ds^ 
du     du 
ivieder  p",  s"  eingeführt  werden, 

Spp"  +  8Y=0  .  .  . («.31) 

Eine  dritte  Differentiation  ergibt: 

Vr  +  p'"  +  «V"  +  «''^  =  0 («.32) 

U.     8.     W. 

Wenn  die  Grösze  «  als  unabhängige  Variable  gewählt  wird, 
so  gehen  die  yier  vorhergehenden '  Gleichungen  über  in  die 
ein^kcheren 

Tp'  =  1 ,  /» +  1  =  0 ,  Sp'p"  =  0 ,  Sp'p'"  +  p"»  =  0. 
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121.  Wenn  eine  Funktion  JPXQ)  gegeben  ist,  in  der  Q 
eine  Funktion  eines  Quaternions  q  bedeutet,  so  kann  man  das 
Differential  dF(^Q)  folgenderweise  in  dq  ausdrücken.  Es  mögen 
dQf  dq  simultane  Differentiale  der  Gröszen  Q,  q  sein;  man 
kann  sodann  erst  dF{Q)  in  dQ  ausdrücken,  indem  man  be- 
rechnet : 

dI\Q)  =  Um.  n  ^f{q  +  ^)  -  m)]  ■ 

Dadurch  entsteht  eine  Gleichung  der  Form 

dF\Q)  =  (p{Q,dQ) (ß.33) 

Sodann  kann  man  dQ  mittelst  dq  ausdrücken.   Denn,   wenn 

SO  ist 

Dadurch  erhält  man 

dQ  =  yi^{q,dq) (e.  84) 

und  indem  dieses  Resultat  in  (e.  33)  eingeführt  wird 

dnQ)  =  <P{Q^H9^dq)) ....  (ä.85) 

Die  Richtigkeit  des  hier  erörterten  Verfahrens  wird  aus  den 
nachstehenden  Betrachtungen  einleuchten.  Der  Definition  nach  ist 

dF{Q)  =  Lim.n^F\f(q+-^-M  -  F\M\]  ■  -  («.36) 
und 

dM  =  Lim.  „  j/(y + ^]  _  yK^)  j . 

Man  kann  demnach  setzen: 

wenn  e  eine  Grösze  ist ,  welche  verschwindet ,  wenn  n  ins  un- 
endliche wächst. 

In  andrer  Schreibweise  wird  die  letzere  Gleichung 

Hiermit  geht  aber  (e.  36)  in  die  nachstehende  Gestalt  über 
dF{Q)  =  Lim.  n ^f(^Q-\-  —^)  -  ^<?)} 


167 

Die  zweite  Seite  ist  das  Differential  der  Funktion  F{Q)i 
wenn  das  Differential  der  Grosze  Q  mit  dQ  -f-  e  bezeichnet 
wird;  mit  der  oben  eingeführten  Bezeichnung  wird  deshalb 

dF{Q)  =  Lim.  (p{Q,  dQ  +  e) 

und  nach  {e,  8*) 

dlf\Q)  =  (p{Q,  dQ)  +  Lim.  0{Q,  i). 

Das  zweite  Glied  der  zweiten  Seite  verschwindet  aber,  weil 
(p(Q,  i)  in  Bezug  auf  i  linear  und  homogen  ist,  während  Xtm.  t 
der  Null  gleich  kommt. 

Nehmen  wir  z.  B. 

rf(?»  - 1)1. 

Wir  setzen 
80  wird  nach  («.  17) 

"^'^^ 4501 

und  indem  man  statt  Q  wieder  q^  —  1 ,  statt  dQ  nach  {e.  5)  , 
(e.  9)  qdq  -f~  dq,q  einfährt ,  erhält  man : 

^  A^2      i\}  _  9dq+dq.q-{'(q^-^l)-'i  {qdq+dq.q)K{q^-  1)t      ,     g^. 

122.  Wir  wollen  nun  weiter  eine  Anwendung  machen,  welche 
uns  nachher  Nutzen  gewähren  wird.  Es  sei  der  Bruch 

F(q,  x)  :  f{q,  x) 

in   Betracht  gezogen,  bei  welchem  für  einen  bestimmten  Wert 
j?i   Ton  X 

%.^i)=y(?.^.)  =  0 («-38) 

werde. 

Der  Wert  des  Braches  för  x  =  x^  wird  somit  unbestimmt. 
Als  den  wahren  Wert  des  Braches  betrachten  wir  für  diesen 
Fall 


5^  =  Um. 


4'^'  +  t) 


y^?'*«)       f/„  -  _L^) 


/(?'  *i + -- 
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Es  ist  sodann  weiter 


^ifL  =  Lim.  4 ^4 nach  {e.  38) 


=  Lim, 


=  ^i£!fL).^  nach  Art  114  =  ^?I^^ 

wenn  mit  i^,  /'  die  DiSerentialqaotienten  bezeichnet  werden. 

Wenn  jedoch  für  einen  bestimmten  Wert  q^  von  q  die 
Gröszen  F{q^  x)  und  ß^q^  x)  verschwinden ,  so  sind  wir  nicht 
berechtigt 


F 
Lim. 


als   den  wahren  Wert  des  Bruches  zu  definiren;  denn  es  wäre 
sodann  herzuleiten,  dass  dieser  Wert  auf 

dF{q^,  x)  :  df{q^,  x) 
führt,  wo  c/jP,  df  die  Differentiale  in  Bezug  auf  q  sind.  In 
Zähler  und  Nenner  des  letzteren  Ausdrucks  käme  dq  jedocli 
nicht  als  commutativer  Faktor  vor;  es  fiele  derselbe  somit  in 
dem  endgültigen  Resultat  nicht  fort  und  der  Wert  des  Bruches 
bliebe  unbestimmt,  denn  es  würde  derselbe  mit  dem  Werte 
der  Grösze  dq  sich  ändern. 

Wenn  in  dem  ersteren  Falle  auch 

unbestimmt  ist,  so  hat  man  natürlich  in  diesem  Bruche  Zähler 
und  Nenner  nochmals  zu  differenziren. 

123.  Wenn  man  einem  Quaternion  q  eine  Änderung  dq  er- 
teilt, so  wollen  wir  diese  Grösze  das  erste  Differential  von  q 
nennen.  Wenn  nachher  eine  zweite  Änderung  dem  Quaternion 
q  erteilt  wird,  so  kann  dieselbe  stets  in  dq  und  eine  andere 
Grösze,  welche  wir  mit  d'^q  bezeichnen  wollen,  zergliedert  werden  ; 
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d^q  soll  Bodann  das  zweite  Differential  des  Qüaternions  q  heiszen. 
Es  braucht  dies  nicht  mit  dq  complanar  za  sein  nnd  auch 
nicht  verschwindend  klein. 

Die  ganze  Änderung,  welche  q  erfahren  hat,  ist 

2  rfj'  4-  d}q. 

Das  erste  Differential  einer  Funktion  F\q)  ist,  wie  wir  vor- 
her fanden,  als  Funktion  der  beiden  Groszen  ;,  dq  zu  betrach- 
ten, so  dass  man  setzen  kann: 

dF{q)  =  0{q,  dq). 

Wir  definiren  nun  das  zweite  Differential  der  Funk- 
tion flq),  welches  wir  zugleich  mit  ddl\q)  oder  d^F{q)  be- 
zeichnen wollen,  durch  die  Gleichung 

cPF{q)=Lim.n\  0lq'\-—idq-\ -J—^i^idq)  iLifn,n=cx>  («.89) 

Aus  dieser  Definition  geht  unmittelbar  ein  Satz  hervor.  Denn 
man  erhält: 


+ 


+  lAm.  n\  Q>lqjdq-\ -j  —  ^{q,  dq)    ,  Lim.  n  =  oo  . 

Das   erste   Glied  der   zweiten   Seite  dieser  Gleichung  ist  das 
Differential  der  Funktion 

Lim.  $  ( <?,  rf^  +  —  1 

oder  0{q,  dq)  nach  q  genommen,  während  dq  constant  bleibt; 
das  zweite  Glied  das  Differential  der  Funktion  (p  (q^  dq)  nach  dq 
genommen,  während  q  constant  bleibt.  Wir  schreiben  deshalb: 

d^F(ij)  =  Lim.  dg(plqj  dq  -\ -\  +  ^dq  0{qi  dq),  Lim.  n  =  oo 

oder 

d^I\q)  =  d^(p(q,  dq)  +  d^  (p{q,  dq) (e.  40) 

wo  unter  dq^{q,  dq)  die  Änderung  verstanden  wird ,  weiche  die 
Funktion  cp  dadurch  erfährt ,  dass  q  in  q-{-  dq  übergeht ,  und 
in  gleicher  Weise  unter  ddq  <^{q,  dq)  die  Änderung  von  Cp  der 
Zunahme  der  Grosze  dq  um  d^q  zufolge.  Es  erscheint  somit 
das  zweite  Differential  aus  zwei  anderen,  ersten,  Differentialen 
zusam  mengesetzt. 
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Wenden   wir  nns   nunmehr   za   einigen    Beispielen   der   Be- 
rechnung 
10.  d'.q^  =  qcPq'\-2dq'^'\-d}q.q («.41) 

wo   in   dem   mittleren   Gliede  der  zweiten  Seite  dq^  statt  {dq^) 
geschrieben  ist. 
Es  ist  hierbei 

d.q^  =  qdq  +  dq,q  =  (p(y,  dq) 

und  demzufolge 

dg0{q,  dq)  =  dq.dq  +  dq,dq  =  2  dq^ 
ddi  Cp(?,  dq)  =  qd^q  +  d^q.q\ 
Bei   der  Differentiation  ist  in  der  ersten  Formel  dq,  in  der 
zweiten  q  als  constant  zu  betrachten. 

Durch  Acldition  erhält  man  die  Formel  {e.  41) 

20.  d\q-^  =  2  (?-y?) V^  —  q-^d^q.f-^ {e.  42) 

Es  ist  nämlich 

$(j,  dq)  =  d.q'"^  =  —  q^^dq.q^-^ 
dq<P{qj  dq)  =  -  d{q-^)  dq.q-^  —  gr^dqd{q-^) 

=  +  q-'^dq.q-^^dq.q-^  +  f-^dq.q-^dq.q"^  =  2  {qr^dq^q—^ 
ddq(P{q4q)  =  —  gr^d^q.q-\ 

124.  Mit  dem  vorigen  Artikel  haben  wir  schon  ein  bisher 
noch  nicht  in  Betracht  gezogenes  Gebiet  betreten,  die  Diffe- 
rentiation der  Funktionen,  welche  zwei  unabhängige  Veränder- 
liche enthalten,  sei  es  denn,  dass  die  eine  derselben  in  diesen 
Funktionen  stets  linear  und  homogen  vorkam. 

Bevor  wir  weiter  gehen ,  wollen  wir  allgemein  die  Differen- 
tiation der  Funktionen  mehrerer  unabhängigen  Veränderlichen 
?9  /)  ? '}  •  •  •  näher  ins  Auge  fassen  und  einige  Sätze  beweisen. 

Es  sei  F{q^  q\  /'. . .)  die  in  Betracht  kommende  Funktion. 
Wenn  nun  die  Veränderlichen  ^,  q\  q  . . .  Änderungen  dq^  dq\ 
dq. . .  erfahren,  deren  jede  endlich  und  willkürlich  sein  kann, 
so  wollen  wir  als  das  totale  Differential  der  Funktion 
F  definiren: 


—  ^?j  /» ?"•  •  •  •)  I )  Lim» «  =  00  , 
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Indem  wir  den  zwischen  Klammern  stehenden  Ausdruck  zer- 
gliedern, wie  nachstehend: 

4+f-,^+^.."+f',....)-4,^+fV'+f )+ 

+f{„  ,'+'{, i'+ f .)-4. «'.  i' + ¥• ■)+ 

+f(«,?',?"+^' )-F{t,i<i' •) 


ersehen  wir,  wie  im  Art.  12S,  dass  dF  als  die  Summe  n  anderer 
Aasdrücke  betrachtet  werden  kann,  welche  wir  in  folgender 
Weise  bezeichnen  wollen 

dF=d,F  +d,'F+d,"F+ («.43) 

und  welche  successive  die  Änderungen  bedeuten ,  die  die  Funk- 
tion F  erfährt,  wenn  jedesmal  eine  einzige  der  Veränderlichen 
einen  Zuwachs  erhält,  während  die  übrigen  sämtlich  constant 
bleiben. 

Man  kann  somit  diese  Gröszen  die  partiellen  Diffe- 
rentiale der  Function  F  in  Bezug  auf  jede  der  Variablen 
?»  /»  /'. .  •  nennen. 

Ans  Art.  114  wissen  wir,  dass  (/^J^  in  Bezug  auf  ^homogen 
and  linear  ist,  und  dasselbe  ist  mit  d^'F^  d^"F,..  in  Bezug 
auf  dy',  dg[' , . .  bzhw.  der  Fall.  Das  totale  DiflFerential  dF  ist 
somit  homogen  und  linear  in  Bezug  auf  alle  die  Gröszen  dq, 
dq^  d^\  . . 

125.  Einige  Beispiele  mögen  das  vorhergehende  erläutern. 

I^  F=qq. 

Es  ist  hiebei 

dF=qdq+q'dq (e.  44) 

Denn  der  Bedeutung  nach  ist 

dqF=dq,q'  und  dq'F^=^qd^. 

Bei  der  ersten  Differentiation  ist  nämlich  /,  bei  der  zweiten 
q  als  constant  zu  betrachten. 

i 

Es  inird 
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dF=  ^  —  i  q-^dq.r^ (e.  45) 

denn 

1  (in' 

dqF=  qd-  =  -'  iT'^dq.q-^  und  d^.F^-^ 

Hierbei  ist 

rfF=  — ^i(i?.j-Y  +  ?"W    • («-46) 

weil 

d^F=  %-i) .  /  =  —  r^dq.q-^^  und  dj'F=  q-^de[. 
126.  Wenn  allgemein 

wo  Q,  %  jede  für  sich  eine  Funktion  der  Groszen  j,  j',  /'.  • . 
Jst,   so  werden  fiir  die  partielle  Differentiation  nach  (e.  11)  die 
Gleichungen  gelten 

dgQx  =  dqQ'X   +QdqZ 

dq'Qx  =  dg'Q.x  +Qdq'X 

dg"Qx  =  dq"Q.X  +  Qdq'X 


Durch  Addition  wird  somit  erhalten 


.  , .)  Q.x 


{d,  +  d,'  +  d,"  +  ...)Qx  =  (d,  +  d,'  +  d," 

+  Q{dq  +  d,'  +  d,"+...)x 
oder 

dQx  =  dQ.x+Qdx («.47) 

Das  Theorem  (e.  11)  bleibt  somit  gültig,  wenn  darin  die 
Symbole  d  als  totale  Differentiale  von  Funktionen  mehrerer 
Variablen  betrachtet  werden. 

Weil  das  zweite  Differential  einer  Funktion  F  einer  einzigen 
Veränderlichen  nach  der  Definition  ein  totales  Differential  ist, 
so  ersieht  man  leicht  die  Richtigkeit  der  nachfolgenden  Trans- 
formationen, wobei  wir  voraussetzen,  die  beiden  Funktionen 
Q,  X  seien  nur  Ton  q  abhängig. 

d^Qx  =  dJQx  =  d{Qdx  4-  dQ.x)  nach  {e.  11) 

=  Qddx  +  dQdx  +  dQdx  +  ddQ.x 
oder 

d^Qx=Qd''x  +  2dQdx  +  d^Q.X («.48) 
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d^Nq=d.dNq=d.2S{Kq.dq)nach{e.  l9)  =  2Sd{Kq.dq)nBch{e.  18) 

=  2  S(dKq.dq  +  Kqd^q)  =  2  S{Kdq.dq  +  Z^^tPj) 

=  2  S(A7iy  4-  iTj^cP^)  =  2  (iVa^  +  &^j?rfV) 
oder  kürzer 

d''Nq  =  2{Ndq+S.Kqd^q) (tf.  49) 

Als  besonderen  Fall  kann  man  hieraus  herleiten ,  wenn  p 
ein  Vektor  ist 

d'p^=-^d'Np=--2{Ndp  +  S.Kpd^p)  ^-2Ndp  +  2  ÄptPp. 

Wird  unter  dp  ein  Vektor  verstanden ,  so  ist  noch  Ndp  durch 
(dpY  oder  —  dp^  zu  ersetzen ;  daher 

d}.p^  =  2dp^  +  2S.pd}p («.50) 

127.  Bisweilen  wird  angenommen,  dass  das  zweite  Differen- 
tial der  unabhängigen  Veränderlichen  q  verschwindet.  Es  hat 
dies  den  Vorteil ,  dass  die  vorhergehenden  Formeln  beträchtlich 
vereinfacht  werden.  So  gehen  z.  B.  die  Gleichungen  (e.  41)  («.  42) 
hierdurch  über  in 

d},q^  =  2  dq''  und  d".^^  =  2  {q-^dqYf^   ...(«.  51) 

Bei  derselben  Voraussetzung  erhält  man  auch : 

{q  +  dqf  =  q^  +  qdq-\-dq.q-\-dq'^  =  q^  +  d.q''\-^dP.q^ 

eine     Formel,    analog  dem    Taylorschen    Satze,    auf  den   wir 
später  zurückkommen. 

128.  Man  kann  nunmehr  auch  leicht  dritte  und  höhere  Dif- 
ferentiale einer  Funktion  einer  einzigen  unabhängigen  Variablen 
▼erstehen.  Es  ist  nämüch  das  zweite  Differential  eine  Funktion 
der  Gröszen  ^,  dq^  d^q.  Das  dritte  Differential  definiren  wir  als 
das  totale  Differential  des  zweiten ,  wenn  die  Gröszen  q^  dq^  d^q 
als  unabhängige  Variablen  betrachtet  werden,  und  demge- 
masz  willkürliche  Änderungen  dq,  d^q^  d^q  erfahren. 

Analoge   Definitionen   können   für  die  höheren   Differentiale 
festgestellt  werden. 

Man  ersieht  leicht,  dass  man  hat 

d^Qx  =  d.d^Qz  =  d{Qd:'x+2dQdx  f  rf'Q.%) 

=  (Qd'x  +  dQd^x)  +  {idQd'x  +  ^d^Qdx]  +  dJ^Qdx+d'Q^x) 

=  Qd^X  +  3  dQd^x  +  8  d^Qrf^t;  +  d^Q.x 
und    allgemein 
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m 

d-Qx  =  Qdrx  +  (i )  dQd^-^x  +  (2)  ^Qd'-^X  + 

+  (2 )  d^-^QcPx  +  (1 )  d^^Qdx  +  d^Q.X  .  {e.  52) 

129.  Natürlich  könneu  auch  partielle  Differentiale  der  zweiten 
und  höheren  Ordnung  gebildet  werden.  Das  erste  partielle 
Differential  nach  q  einer  Punktion  F(qy  q\  /'. . .  .)  ist  nämlich 
eine  Funktion  der  Gröszen  q,  dq,  q\  q\  . . .  Bildet  man  nun 
das  erste  partielle  Differential  nach  q^  dieser  Funktion  so  eni«- 
steht  ein  Ausdruck ,  welchen  wir  mit  dqdgF  bezeichnen. 

Einige  Beispiele  mögen  dies  erörtern. 

£s  sei 

80  ist 


somit  wird 


Es  sei  zweitens 


so  ist 


dq'dqF:=i  dq.dq'  sein. 
F=q^4\ 


d^FT^  {qdq  +  dq.q)^^ 
und 
dq'dgF=  (qdq  +  dq,q)  (q'dq'  +  dq\q')  =  qdq.q'dq'  +  dq.qq'dq  4" 

-j-  qdq.dq'.q -f-  dq.qdq.q^ 
dgdgF=z{qd:^q^2dq^-{-d^q.q^)q'^  u.   s.  W. 

Es  gilt,  wie  in  der  Differentialrechnung  bei  Skalaren  der  Satz 

dgdg'F^.  dg'dg (e.  53) 

Den  Definitionen  zufolge  ist  nämlich 

dgF=  Lim.  n  I  Flq  +  — ,  /».•••)  —  ^?t  /»•—)  U  Lim  n  =  oo 
dg'dgF^  dg'  Lim.  n  \Mq  +  — i  /v—l  —  ^?i  /r— )J 

- 14+ ?•'■••••) -^'•^•■•••)|]]'^:rr; 


175 


=Lim.Jl^  Lim.mr  j  Wrl-^-.?'+^ )  -  ^'(?+ V'  ?'—)  | 

-  j/''(?,?'-|-^^',."-)-^./ )j]~] 

=  dq  lAm,  m    Flq^  q'-\-    -- ,  ....I  —  F{q^  /, ....)  I 

=  d,d,'F 

130.  Eine  wichtige  Aufgabe,  in  diesem  Abschnitte  noch  zu 
lösen,  ]fii  die  Erledigung  der  Frage,  ob  bei Quaterniondifferen- 
tialen  ein  dem  Taylorschen  Satze  analoges  Theorem  gültig  ist. 
In  der  Tat  wird  sich  ergeben,  dass  dies  bei  gewissen  Vor- 
aussetzungen der  Fall  sein  kann. 

Die  endgültige  Form  desselben  ist,  wenn  wir  eine  symboli- 
sche wählen, 

wobei  vorausgesetzt  werden  .  musz ,  dass  keine  der  Gröszen 
f(q  +  dq) ,  f{q) ,  df{q) ,  d^f{q)  unendlich  grosz  wird ,  und  dass 
bei  den  höheren  Differentialen,  Yon  d^f{q)  an,  die  Grösze  d^q 
der  Null  gleich  gesetzt  ist. 

Die  obige  Form  zu  erhalten,  machen  wir  die  nachstehenden 
Überlegungen. 

Aus  der  Definition 

dßiq)  =  Lim,  «   /  ( j'H — -)  — f{q)  u  Lim.  n  =  oo , 
folgt 

-wBhn  «j   eine  Grösze  ist,  welche  bei  wachsendem  n  der  Null 
aicb  nähert. 
Daher  ist 

f  (q -\-^)  =Ai)  +  n--^d/{q)  +  i,n-^ («.55) 

In    dieser  Gleichung  wollen  wir  q  durch  ?  +       ersetzen ;  es 

soll     dann   zuerst  untersucht  werden,  was  aus  df{q)  wird.    Nach 
dem    Yorhergehenden  ist 
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Es  soll  nun  hierin  q  mit  —   wachsen. 
Weil  aber  nach  unsren  Voraussetzungen 

gesetzt   wird,   so   lässt   die   Gleichung  (e.  39)  sich  vereinfachen 
zur  nachstehenden  Formel 

Lim.  **  I  ^  (?  +  ~- '  ^ )"■  ^(?»^?) J  =  ^M?) 
und  somit 

WO  «2  ^^'  ^^U  sich  nähert,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst. 
Die   Gleichung   («.  55)   liefert   nunmehr,    wenn   wir  q  durch 

j  +        ersetzen 
n 

In  gleicher  Weise  erkennen  wir,  dass,  wenn  wir  nochmals ; 
durch  y+        ersetzen,  ^üq)  in 

übergeht.  Denn  auch  ^f{q)  hat  jetzt  die  Form 

^{q4q) 
erhalten,  und  es  ist  nun 

ZU  bestimmen  aus 

Somit  wird 

/(?  +  3  ^)  =y(?)  +  3  «-1  d/(y)  +  3  «-« dVT?)  +  n-' rfVi[£) 

+  8  «,  n-i  +  8  f,  n-«  +  «,  n"» 
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and  wenn  man  in  dieser  Weise  fortfihrt,  zuletzt 

+(T)'. »-+(")'.  «;*+■■•••+(:::)--• 

Diese  Gleichung  wollen  wir  noch  eine  kleine  Abänderung 
erfahren  lassen.  Die  {p  + 1)  ersten  Glieder  der  zweiten  Seite 
sollen  nämlich  hingeschrieben  werden ;  die  Summe  aller  übrigen 
Glieder  jedoch  wollen  wir  mit  einem  einzigen  Buchstaben  R 
bezeichnen.  Es  wird  sodann 

/(j+^d?)=y(^)+(™)«-idy(?)+(^)  «-»<?/(?)  + 

-bQn-'d'M  +  ^ («•  57) 

wenn 

+(T)'. "-+(")  •."-;+ +Ö--''-- 

Lasst  man  nunmehr  m  und  n  ins  Unendliche  wachsen,  derart 
dass 

Lim.  (m:n)=l, 
während   man   p   einen   endlichen    Wert  beilegt,    so   geht  die 
Gleichung  (e.  57)  über  in 

+  o^*/(?)  +  ^ (^-  58) 

wo  R  den  Grenzwert  des  yorhergehenden  R  bedeutet  für  dte 
Annahme 

Lim.fn  =  Lim.n=cx>. 
131.  Es  ist  hiermit  das  Taylor'sche  Theorem  der  Form  nach 
hergeleitet.  Zu  beachten  ist  dabei,  dass  dq  eine  endliche  Grosze 
sein  kann.  Eine  bestimmte  Gestalt  für  R ,  oder  vielmehr  Grenz- 
werte, zwischen  denen  R  enthalten  sein  musz,  haben  wir  nicht 

12 
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gefunden.  Wir  wollen  dieselben  auch  nicht  Buchen.  Nor  wollen 
wir  noch  zeigen,  daas  man  bei  der  Annahme 

Lim,  Tdq  =  0 
die  Reihe  bei  einem  beliebigen  Qliede  abbrechen  kann ,  indem 
die  Summe  der  übrigen  Glieder  gegen  das  zuletzt  beibehaltene 
verschwindet. 

Oder  um  uns  präciser  auszudrücken,  können  wir  sagen: 

Wenn 

lAm.  T.dq  =  0 , 
und  die  Reihe  bei  dem  Gliede 


1.2  .  • . .  m 
abgebrochen  wird,  so  musz 

Lifn,  Tum  •  Ltfn,  Tq^ 
der  Null  sich  nähern,  wenn  Tq^  endlich  ist. 

Unter  iS«  ist  hierbei  die  Summe  aller  nach  q^  kommenden 
Glieder  der  Reihe  verstanden  also 

ä^^^fjq)  

*       1.2....(rn+l)^  ^ 

Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  wollen  wir  Hamilton  ganz 
folgen. 

Man  ersetze  in  {e.  58)  dq  durch  adq,  und  lege  sich  nun  erst 
die  Frage  vor ,  welche  Änderungen  dies  in  df^q) ,  d^/{q) , . . . . 
hervorruft. 

Nach  {e.  4)  geht  dadurch  d/{q)  in  »vdßjq)  über,  weil  d/{gi) 
homogen  und  linear  in  Bezug  auf  dq  ist. 

Wie  schon  hervorgehoben,  ist  d}f{q)  bei  unsren  Voraussetz- 
ungen von  der  Form  \p{q,  dq).  Es  ist  jedoch  leicht  zu  ersehen  , 
dass  diese  Funktion  homogen  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf 
dq  sein  soll.  Denn  es  ist  d/{q)  eine  Summe  von  Gliedern,  welche 
die  Gestalt  Qdq.Q^  haben,  wo  Q,  Q^  Funktionen  von  q  sind. 
Bei  der  zweiten  Differentiation  erhält  man ,  weil  d^q  ==  0,  ans 
einem  einzigen  Gliede 

dQ.dq.Q^  +  Qdq.dQi 
und  hierin  sind  dQ,  dQ^  homogen  und  linear  in  Bezug  auf  cf^; 
somit  wird   auch   der  ganze  Ausdruck   homogen  vom  zweiten 
Grade  in  Bezug  auf  dq  sein. 
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In  derselben  Weise  erkennt  man ,  dass  <Pß^q)  homogen  vom 
dritten  Grade  in  Bezug  auf  dq  ist,  u.  s.  w. 

Wir  wollen  nun  die  Reibe  {e.  58)  bei  dem  Gliede  r-^r ;^^^ 

\,a  .  • .  (m —  1) 

abbrechen. 

Die  Summe  der  nachherkommenden  Gb'eder  sei  Rm-^\  und 
dieselbe  gehe  durch  die  Substitution  von  xdq  statt  dq  in  Rg 
fiber.  Man  erhält  sodann: 

,«-1 


+  1.2.M^-l)'^^-^^^  +  ^' 


und  somit 


«» 


iJ,=/(j  +  xdq)  -  f(q)  -  xd/iq)  -  ^  cPf{i) - 

Wenn  man  nun  weiter  x  abnehmen  lässt,  so  wird  dadurch 
auch  T.xdq  kleiner  werden,  während  jedoch  ü.xdq  ungeändert 
bleibt.  Man  kann  deshalb  xdq ,  für  Lim,  ^  =  0,  betrachten  als 
einen  Quaternion  dq  mit  fortwährend  abnehmendem  Tensor  aber 
Qn?eränderlichem  Versor. 

Wir  werden  nun  zuerst  versuchen  den  Wert  zu  finden  von 

R 
Lim, — f6r  Lim,  a?  =  0. 

iV^ —  </*(?) 

1.2  ....  m     '^^^^ 

Nach  {e.  59)  wird  Lim,  Rx  =  0,  wenn  Lim,  j?  =  0.  Dasselbe 
gilt  auch  von  dem  Nenner  des  betrachteten  Bruches.  Der  ge- 
suchte Grenzwert  ist  deshalb  unbestimmt.  Es  sind  jedoch  Zähler 
nnd  Nenner  als  Funktionen  des  Skalars  x  zu  betrachten;  wenn 
dieselben  für  einen  Wert  dieses  Variablen  verschwinden ,  so  gibt 
das  in  Art.  122  Erörterte  das  Mittel  an,  den  wahren  Wert  des 
Braches  zu  erhalten. 

Wir  wollen  nach  diesem  Artikel  die  successiven  DifiFerential- 
quotienten  der  Grösze  Rg  bestimmen,  bis  wir  einen  erhalten 
haben ,  welcher  für  o?  =  0  endlich  bleibt.  Dieselben  seien  mit 
DR^ ,  D^Rg ....  bezeichnet.  Wir  finden  sodann  aus  («.  59) 
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BR,  =  Dfis  +  xdq)  -  dfiq)  -  ä!Cp/{3)  -  ^  d'f(s) ....  - 


AtSt— ~» 


worin  noch  Df{q'\-a:dq)  bestimmt  werden  soll.  Es  ist 

Der  Faktor  der  Grösze  —   ist   aber,  der  Definition  nach, 

CltC 

das  Differential  der  Funktion  Jlq'^xdq)^  genommen  bei  der 
Voraussetzung,  dass  das  Differential  der  unabhängigen  Variablen 
mit  da.  dq  bezeichnet  wird.  Bei  der  Bezeichnung  des  Artikels 
114  ist  jener  Faktor  somit  die  Grösze  ^{q -^  xdq,  dadq)  j  und 
nach  der  Gleichung  {e.  4)  kann  dieser  Ausdruck  ersetzt  werden 
durch  da  df(q -]- äsdq). 

Die  zuletzt  erhaltene  Gleichung  geht  dadurch  über  in: 

Df{q  +  adq)  =  df{q  +  a!dq) (^.  61) 

und  hieraus  erfolgt  nun  auch  weiter 

Dy(q  +  adq)  =  d'fis -\^  adq) 


Anstatt  der  Gleichung  {e.  60)  kann  dadurch  geschrieben  werdea: 

DR,  =.  dß3  +  xdq)  -  df(s)  -  xd^Ai)  -^d'Ai) - 


dr-'Ai) 


1.2...  (m- 2) 
und  man  erhält  hieraus  weiter: 


ar— 3 


Dm,=d}f{s+xdq)^d:'f{q)-^d'Ai)---  1.2..,(m-3)^"'-^g> 


D^R,  =  dr/[q  4-  xdq) 

Der  m**  Di£Ferentialqaotieat  ist,  wie  hieraas  ersichtlich,    der 
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erste ,  welcher  fOi  x  =  0  nicht  verschwindet.  Berechnen  wir  auch 
noch  den  m^  Differentialquotienten  des  Nenners  des  in  Be- 
tracht gezogenen  Braches,  so  finden  wir 

Für  lAm.  o;  =  0 ,  wird  somit  erhalten 


1.2  , , , ,  tn 
Es  war  jedoch  Rg  der  Wert,  welchen  iC-i  oder 

1.2  •  •  •  •  fit 
erhielt,  wenn  man  darein  adq  statt  dq  einführte.  Der  Grenzwert 
der  Grosze  Rg  für  verschwindendes  a  kann  man  deshalb  and 
nach  den  vorhergehenden  Erörterangen  aach  als  den  Grenzwert 
der  Grosze  R^"^  für  ein  dq  mit  verschwindendem  Tensor  be- 
trachten. 

In  gleicher  Weise  ist 

Lim.  r-^r d!*Ä9)  für  Lim.  a?  =  0, 

1.2  ...  .m     •'^^^ 

dasssalbe  wie 

i,£i  » ,  ,  ,  m 
fOr  ein  dq  mit  verschwindendem  Tensor. 
Somit  ist: 

Lim, ~. =  1,  wenn  um.  Tdq  =^  0 

1.2  . .  . .  fn 
oder 


+-R» 


-. .     1.2  » , , ,  m  ^ 

1.2  •  •  •  •  tu 
und  deshalb  aach 

Lim, j_  >y  . =  0, 

1.2  ....  771 
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Wenn  Tdq  der  Nullsich  nähert,  verschwindetsomitiZm  gegen 
1-^ — ,  und  dies  ist  was  wir    im   Anfange  dieses  Artikels 

1.2   •  ...  771 

beweisen  wollten. 

In   gleicher   Weise   hätte   man   auch   beweisen  können,  dass 
die  Grösze 

M  +  dq)-M-dM^-i^f{i)  + +  'tP^^ 

bei  abnehmendem  dq  (d.  h.  wenn  Lim,  Tdq  =  0) ,  der  Grösze 

(dg)' 

1  ....  971 

gegenüber,    verschwinden    musz;   ein   Satz,    welcher   bisweilen 
Nutzen  gewähren  kann. 
132.  Wenn 

80   wollen   wir   die   Punktion  f(q)   das  Integral    der   Funktion 
^iiy  ^i)  i^ennen  und  mit  jT^iq^  dq)  bezeichnen ,  oder  in  Zeichen 

Ai)  =  J^(3^  ^) '  wö'*"  4/1?)  =  ^(?'  dq)  .  .  .  {e.  62) 
Eine   Methode  der  Integration  ist  somit  die  Umkehrung  der 
Differentialformeln,  und  die  nachstehenden  Integrale  sind  nach 
(«.5),  (6.  6),  (e.l)^  (^*  17)  unmittelbar  hinzuschreiben: 

f{qdq  +  dq.q)  =  q^ (ö.  63) 

Sr'dq.q-'  =  -q-' {e.  64) 

SiST^dq.q-^  +  T'^^dq.q-^)  =  —  q"^  ....(«.  65) 

lo.qx 

Eine   zweite   Methode,   die   der  partiellen  Integration,  wird 
der  Formel  {e.  ll)  zufolge 

d^Qx^Qdx  +  dQx 
ebenfalls  anwendbar  sein.  Denn  aus  dieser  Formel  geht  hervor  : 

SQdx=Qx  -  fdQ.x (^.67) 

wie  in  der  Differentialrechnung  bei  Skalaren. 

Das  Theorem   is   jedoch    bisweilen    in   allgemeinerer  Gestalfc 
notwendig.  Dieselbe  kann  aus  der  Formel 

d.QQtQ2  =  QQtdQ^+QdQ,.Q^  +  dQ.Q,Q^ 


j 
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welche    ohne    Mühe    bewiesen    wird,    hergeleitet   werden   and 
lautet : 

SQdQ,.  Q,  =  QQiQ,  -  SQQ.dQ^  -  fdQ.Q.Q,  .  .  {e.  68) 

Ware  z.  B.  das  in  (e.  64)  mitgeteilte  Integral  zu  finden ,  so 
erhielte  man 

Sq-^dq.q-^  =  ?~V?""^  —  Sr^^dq-^  —  fdq-^qq-^  nach  {e.  68) 

wie  in  (e.  64)  schon  verzeichnet. 

133.  Es   sei  I\q^  dq)  eine   in   Bezug  auf  dq  homogene  und 

lineare   Funktion.    Fassen   wir   nur  diejenigen  Änderungen  der 

Grösze   q  ins   Auge,   welche   zwischen   einem  Anfangswerte  q^ 

and  einem  Endwerte  q^  liegen ,  und  setzen  wir  voraus,  dass  die 

.  Änderung  fortwährend  stetig  erfolgt. 

Die  successiven  Werte  von  q  seien  mit 

?o,  ?'.  ?",  /" ^\  St 

bezeichnet  und  der  Kürze  halber  möge  gesetzt  werden 

q—qo  =  dqQ  ,  /'  —  q'=zdq\ q^  —  f)  =  df^. 

Die  Groszen  j^,  q" ,  ^^^  seien  so  gewählt ,  dass 

Tdq^,  Tdi,  Tdq" Tdf^ 

sämtlich  unendlich  klein  sind. 
Bilden  wir  nun  die  Summe 

l.F\^%  dq% 

wobei  das  Zeichen  X  auf  die  successiven  Werte  von  t  Bezug 
nimmt,  so  wollen  wir  den  Grenzwert  derselben  bei  abnehmen- 
dem dqf*^  das  zwischen  den  Grenzen  ^q,  q^  genommene 
bestimmte  Integral  der  Funktion  F{q,  dq)  nennen 
und  mit 


/: 


*  F(q,  dq) 

bezeichnen. 

In  Hinsicht  auf  den  Wert  dieses  Integrals  können  nun  zwei 
Fälle  unterschieden  werden. 

l*'.  Die  Funktion  F  ist  das  Differential  einer  gewissen  Funk- 
tion /(j),  somit 

F{q,dq)  =  df{q) («.69) 
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Bei  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  der  Wert  des  bestimniten 
Integrales  leicht  angeben.  Denn  es  lässt  sich  nunmehr  die 
Gleichung  hinschreiben 

Ai  +  <k)=f{q)  +  dAi)  +  ^ («-70) 

oder 

M  +  dq)-f{i)^F{q,dq)-\-t («.71) 

Ist  nun  Tdq  sehr  klein ,  so  kann  gezeigt  werden,  dass  die 
Grosze 

'='M  +  dq)-f{q)-dM 
in    Verhältnis    zu    dß^)    verschwinden   musz   und   zwar    kann 
dieser  Beweis  analog  dem  in  Art.  131  geführten  gegeben  wer- 
den, indem  man  setzt 

und   die   Grenze   sucht,   der   sich  der  Bruch  ex'^df(q)  bei  ab- 
nehmendem X  nähert. 

Es  mag  hierbei  bemerkt  werden ,  dass  hier  in  Bezug  aut  d[^q 
keine  besondere  Annahme  gemacht  ist. 

Die  Gleichung  [e»  71)  kann  nun  für  jeden  beliebigen  Wert 
der  Gröszen  ^,  dq  angewandt  werden.  Wir  erhalten  dadurch 
das  Gleichungssystem 

Ai')  —Äilo)  =  -P'iqo,dqo)  +  So 

Ai"')-A^')=f\i'^di")  +  ," 


{e.  72) 


Ai^)-A9^'')=F{i'^df^)  +  ^''^ 
und  durch  Addition 

Aii)-A9o)=  ri^?,rf?)  +  5o  +  *'  +  *"+..-.  +  ^^^.  (^.73) 

Die  Groszen  Sq,  ,s\  . . ,  .  i^^  sind  sämtlich  verschwindend  klein 
in  Verhältnis  zu  einem  jeden  der  in  den  Gleichungen  {e.  72) 
ihnen  vorangehenden  Glieder,  deren  jedes  von  der  Groszeil- 
ordnung der  gewählten  dqQ ,  dqy  dq\  ....  ist.  Es  lässt  sich 
hieraus  schlieszen,  dass  die  Summe 

von  derselben  Ordnung  wie  eine  der  Gröszen  dq^j  dq\  dq.  .  .  . 
sein  musz,  dass  diese  Summe  somit  dem  in  der  Gleichung  («.  72) 
sich  vorfindenden  bestimmten  Integrale  gegenüber  verschwindet. 
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Es  ist  daher  schlieszlich 
%i)— y(?o)=   I       F{q,dq),  wenn  F{q,  dq)  =  df{q)  .  .  .  («.  74) 

Vorausgesetzt  ist  in  dieser  Gleichung  nur  noch,  dass  in  der 
zweiten  Seite  Idq  yerschwindend  klein  sein  musz. 

2^.  Ist  die  Funktion  F  nicht  als  DifiFerential  einer  anderen 
Funktion  darstellbar,  so  behält  das  bestimmte  Integral  zwar 
einen  Sinn  insofern  dasselbe  dem  Werte  der  Summe 

F\qo.  dqo)  +  F{^.dq')-{- +  i^(^<^  dq^^) 

gleich  kommt,  allein  es  ist  dieser  Wert  im  allgemeinen  nicht 
ein  bestimmter.  Es  geht  dies  einenteils  daraus  hervor ,  dass 
die  bei  dem  vorhergehenden  Falle  angestellten  Betrachtungen 
in  diesem  Falle  nicht  mehr  anwendbar  sind,  andrenteils  daraus 
dass  die  Änderung  eines  Quaternions  mittelst  derjenigen  von 
vier  Skalaren  ausgedrückt  werden  kann,  und  der  Wert  der 
Summe  wird  in  diesem  Falle  wesentlich  dadurch  beeinfluszt, 
in  welcher  Weise  diese  Skalare  sich  ändern. 

Es  ist  dies  ein  Analogon  der  Integration  längs  verschiedenen 
Wegen ,  welcher  man  in  der  gewohnlichen  Rechnung  begegnet, 
und  wovon  wir  wissen,  dass  dieselbe  bei  gewissen  Funktionen 
(den  asynektischän)  zu  verschiedenen  Resultaten  fährt. 

Ein  Beispiel  zu  diesen  Erörterungen  ist 

'  i9dq  +  dq.q)  =  q]-ql, 

wie  auch  q  von  q^  nach  q^  sich  ändern  möge.  Dagegen  hängt 
der  Wert  des  Integrals 


/: 


r'  qdq 

J  9o 


9o 

wesentlich  von  dieser  Änderungsweise  ab.  Man  kann  somit  die 
Funktion  qdq  -f-  dq.q  auch  hier  eine  synektische ,  die  zweite  qdq 
eine  asjnektische  nennen. 

134.  Zwei  Arten  der  bestimmten  Integrale  wollen  wir  noch 
besonders  betrachten.  Es  sind  dies  die  Linien-  und  die  Ober- 
flächenintegrale,  denen  man  bei  den  Anwendungen  häufig  be- 
gegnet. 

Wenn,  p  der  Vektor  eines  Punktes  P  einer  gegebenen  Curve 
ist  (Fig.  61),    aus  welchem    ein  andrer  Vektor  R  gezogen  ist. 
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so    kann    man    den    Componenteo    B/   des    Vektors  B  in    die 

Richtung  der  Tangente  in  P 
Fl^.oß  bestimmen,   und  die  Grösze 

(T.ß,)(r.PF) 
für  den  Punkt  P  bilden. 
Indem  man  dasselbe  Ver- 
fahren in  jedem  Punkte  der 
Curye  anwendet  und  die 
Summe  der  so  erhaltenen 
Gröszen  bildet,  erhält  man 
das  Linienintegral    des 

Vektors  E  (längs  der  gegebenen  Cur?e). 

Man  kann  dasselbe  auf  sehr  einfache  Weise  mit  den  Biezeich- 

nungen    des    Quaternionencalcüls     darstellen.     Wenn     nämlicli 

statt  PP   der   Vektor  dp   gesetzt   wird,  so  kann  ein  Element 

des  Integrales  durch 

dp 
ausgedrückt   werden,    und    diese    Grösze    lässfc    sich    einfacher 
schreiben  nach  dem  dritten  Abschnitte,  nämliQh: 

—  S.  Bdp. 
Das  Linienintegral  ist  somit 


■/ 


—  l     S.Bdp 


{e.  75) 


RiS.öz 


Wenn,    um   zu   dem   Oberflächenintegrale   zu   geraten,   eine 

gegebene  Oberfläche  in  willkür- 
liche Elemente,  die  wir  vor  der 
Hand.rfAS  nennen  wollen,  geteilt 
wird,  und  bei  jedem  Elemente 
ein  Vektor  B  gezogen  ist,  so  kann 
man  den  Gomponenten  B.  dieses 
Vektors  B  in  die  Bichtung  der 
nach  einer  bestimmten  Seite  der 
Oberfläche  gezogenen  Normale 
construiren,  und  die  Grösze 

(rB.)(rdS) 


bilden« 
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Die  Summe  aller  in  dieser  Weise  erhaltenen  Glieder  wird 
das  Oberflächenintegral  der  Grosze  B  (längs  der  gege- 
benen Oberfläche)  genannt.  Wir  wollen  nunmehr  einen  Aus- 
druck dafür  im  Quaternionencalcül  suchen. 

Wenn  wir  mit  v  einen  Vektor  bezeichnen,  welcher  in  jedem 
Punkte  der  Oberfläche  so  construirt  wird ,  dass  derselbe  der 
Richtung  nach  mit  der  Normale  zusammenfällt,  während 

so  ist  das  Oberflächenintegral  durch 

darstellbar. 

Wir  können  jedoch  diesem  Ausdruck  eine  pracisere  Gestalt 
erteilen,  wenn  wir  nach  Art.  23  voraussetzen,  der  Vektor  p 
eines  Punktes  der  Oberfläche  sei  mittelst  zwei  Skalare  aus- 
gedrückt, wie  nachstehend 

p  =  t^(w,  v)  »  +yi(t«,  v)  /3  +  (p(u,  v)r. 

Denn  es  wird,  wenn  wir  sodann  hieraus  das  Differential  des 
Vektors  p  in  Bezug  auf  den  Skalar  u  bilden,  welches  wir  mit 
duP  bezeichnen  wollen,  d^p  ein  Element  einer  Curve  auf  der 
Oberfläche  darstellen,  weil  p  und  /)-|~^«P  Vektoren  zweier  Punkte 
der  Oberfläche  sind.  Dasselbe  gilt  auch  von  der  Grosze  d^p. 
Wenn  wir  nun  die  Grosze 

SSdupd^p 
bilden ,   so  ist  dieselbe  nach  (c.  36)  dem  Volumen  des  auf  den 
Vektoren  R,  d^p^  d„p  als  Seitenlinien  construirten  Parallelepipeds 
gleich,  und  es  kommt  dieses  Volumen  auch  dem  Ausdruck 

(r.R.)(7HS) 
gleich.  Somit  erhalten  wir  für  das  Oberflächenintegral  die  ein- 
fache Bezeichnung 

±fS.Tidupd^ {e.  76) 

wo   die  Wahl  des  Zeichens  dadurch  bestimmt  werden  soll,  nach 
iv^elcher  Seite  hin  die  Normale  gezogen  gedacht  ist. 


AUFLOSUNG  VON  QUATERNIONGLEICHUNGEN 

ERSTEN  GRADES. 


135.  Als  eine  lineare  Qaaterniongleichung  oder  eine  Quater- 
niongleichung  ersten  Grades  betrachten  wir  den  Ausdruck 

WO   c  ein  constanter  Quaternion  ist,  wenn  die  Funktion  /  der 
Bedingung  unterworfen  ist: 

fi9'  +  f)=Ä()+Af) (/•!) 

Im  allgemeinen  wollen  wir  im  Nachstehenden  den  anbe- 
kannten Quaternion  mit  q,  diejenigen  Quaternionen ,  welche 
bekannt  vorausgesetzt  werden  mit  a\  J', c'^ctj. . ..  j  a"j b". . .  . 
bezeichnen. 

Die  bekannten  Quaternionen  können  auch  zu  Skalaren  de- 
generirt  sein. 

Die  einzelnen  Glieder  der  ersten  Seite  einer  Gleichung  der 
betrachteten  Art  können  nur  einer  der  nachstehenden  drei 
Formen  angehören: 

1^.  aqbj  wo  a,  b  auch  aus  einem  Produkte  mehrerer  be- 
kannten Quaternionen  bestehen  können, 

30.  a"F(6V0-^'- 

Dieselbe  Bemerkung,  welche  auf  a,  b  sub  P  Bezug  hatte , 
ist  auch  auf  a',  J'  c\  a\  b'\  c",  cC'  anwendbar. 

Es  kommen  jedoch  unter  diesen  drei  Formen  nur  zwei  i^v-e- 
sentlich  yerschiedene  vor;  denn  man  erhält  die  nachstehenden 
Transformationen : 


^ 
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aqb  =  SMqb-\-  V.aqb (/.  2) 

wodurch   eine  jede   der  ursprünglichen  Formen  auf  die  beiden 
anderen  reducirt  werden  kann. 

Wenn  wir  die  allgemeinste  Form  der  Quaterniongleichung 
ersten  Grades  angeben  wollen,  so  können  wir  demnach  dazu 
wählen 

Zaqb  +  :LcS.aqb'  =  d (/.  5) 

und   bevor   wir  zur  Transformation  derselben  schreiten,  wollen 
wir  die  Gestalt  der  Glieder  cS.aqV  noch  vereinfachen. 

Es  ist  nämlich 
S.a'qb'  =  S(afq.by=S{b\a'q)  nach  [b.  lbZ)  =  S{b'a\q)  =  S.eq  ,  (/.  6) 
wenn  b'ä'  durch  e  ersetzt  wird. 

Daher  geht  die  Gleichung  (/.  5)  über  in 

Zaqb  +  ZcS.eq  =  d (/.  7) 

und  wir   wollen  uns   zunächst  damit  beschäftigen  daraus  eine 
sogenannte  lineare  Vektorgleichung  herzuleiten. 

136.  Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  die  Skalarteile  der 
beiden  Seiten  der  Gleichung,  welche  nach  {b.  95)  eine  neue 
Gleichung  bilden.  Dab^  werden  wir  jedoch  beachten  müssen, 
dass 

S.aqb=S.baq  nach  (/.  6)=^SbaSq-\-S.  Vba  Vq  nach  (J.  149) 
S.cSeq  =^  SeqSc  nach  (6.102) 

=  {SeSq^.  Ve  rq)Sc  nach  {b.  149)  =  ScSeSq^S.Sc  Ve  Vq 

Wir  erhalten   demnach  durch   die  Operation  des  Symbols  S 
an  die  Gleichung  (/.  7) 

[ZSba+T,ScSe]Sq^S.l'LVbaJ^ZScVe]Vq=zSd.  .  (/.  8) 

Setzen  wir  noch 

ZSba  J^  ZScSe  =z  m ,  ZFia  + ZaScFö  =  «.  .  .  .  (/.  9) 

wo    der  Bedeutung  nach   m  eine  Skalargrösze ,  a   ein   rechter 
Quotient  (oder  dessen  Index)  ist,  so  haben  wir  erhalten 

mSq  +  S.»Vq  =  Sd (/.  10) 

In    gleicher  Weise    wollen   wir  an   die  Gleichung  (/.  7)  die 
Operation   V  anwenden  und  dabei  beachten,  dass 
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V.aqb  =  V.(aq)b=SaqVb-{-SbVaq+V.Vaq.Vb  nach  (6.149) 
=(Sal^  +  S.  Va  Vq)  Vb  +  Sb{Sa  Vq-\-SqVa+V.  Va  Vq)  + 

+  V.{SaVq  +  SqVa+V.VaVq)Vb 
=(Sa  Vb  +  S6  Fa  +  F.  Va  Vl)Sq  +  F6Ä  Va  Vq  + 

+  F.(5aS6  +  56  Fa + 5a  F6)  F?  +  F.  ( F.  Fa  F?)  F* 
Nehmen  wir  für  sich 

F.  ( F.  Fa  F^)  F6  =  —  F.(  F6  F.  Va  Vq)  = 

=  —  VqS.  Va  Vb  +  Fa5.  Vb  Vq  nach  (c.  40) 
so  wird  weiter 

V.aqb={Sa  Vb+Sb  Va-{-  V.  Va  Vb)Sq+  Vb S.  Va  Vq+  VaS.  Vb  Vq-\- 

+  V.{SaSb  +  SbVa  +  SaVb  —  S.VaVb)Vq 
=  VabSq+VaS.VbVq-\-VbS.VaVq-\- 

-t-  V.(Sb  Fa + 5a  FJ  +  SaSb  —  S.  Va  Vb)  Vq 
Noch  ist 
V.cSeq  =  SeqVc  =  (SeSq  +  5.  Fe  Vq)  Vc  nach  (b.  149)  = 
=  Se  VcSq  +  Vc  S.  Ve  Vq. 
Das  Besultat   der  Operation    F  an   die  Gleichung  (/.  7)  ist 
somit 

(2Fa6+  2SeFc)5?+  F.2(S6Fa  +  5bF6  +  SaS6-S.FaFÄ)Fy 
-\-{XVaS.VbVq+T.VbS.VaVq-\-l.VcS.VeVq)=  Vd  (/.  11) 
oder,  indem  wir  weiter  setzen 

l.Vab-\--LSeVc  =  ß,    256 Fa  +  ZSa FJ  =  y , 

l.(SaSb  —  S.VaVb)  =  k (/•  12) 

wo  der  Bedeutung  nach  ß  und  y  rechte  Quotienten  oder  Vek- 
toren sind,  k  ein  Skalar  ist,  so  erhalten   wir 

ßSqJ^  V.{k-\-y)Vq-\--LVaS.VbVq+:LVbS.VaVqJ^ 

-\- :lVc  S.VeVq)  =  Vd (/-IS) 

Zwischen  (/.  10)  und  (/.  13)  kann  Sq  eliminirt  werden.  Das 
Etesultat  dieser  Elimination  ist 

m  V.{k  4-  y)  F?  4-  (toS  Va  S.  Vb  Vq  -f-  mZ  Vb  S.  Va  Vq  + 
+  mZ  Vc  S.  Ve  Vq  —  ßS.»  Vq)  =  mVd—  ßSd. 
Jedes   Glied   des  zwischen   Klammern  eingeschlossenen  Aus- 
drucks  ist  von   der  Form   xtS.ßkVq,  wo  «*,  ßt  Vektoren  be- 
deuten. Die  zweite  Seite  der  Gleichung  ist  ein  Vektor,  m(/E;-)-^) 
ein  willkürlicher  Quaternion.  Setzt  man  noch 

V9  =  P (/.  14) 

SO  ist  die  Gleichung  (/.  13)  von  der  Form 
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Vrp+Zx,Sß,p  =  i (/.  15) 

wo  r  einen  willkürlichen  Quaternion  bedeutet.  Das  Zeichen  S 
hat  Bezug  auf  die  Verschiedenheit  der  Gröszen  ««,  /S*. 

Der  ersten  Seite  der  Gleichung  (/.  15)  ist  von  Hamilton  der 
Name  einer  linearen  Vektorfunktion  eines  Vektors 
beigelegt  worden ,  und  bei  den  späteren  Untersuchungen  ist  diese 
Funktion  mit  (pp  bezeichnet.  Der  Definition  nach  ist  deshalb 

<PP=  Frp  +  Z«vS/3*/) (/.  16) 

In  diesem  Symbole  bedeutet  (p  ein  Operationszeichen  an  den 
Vektor  p  wirkend,  und  wir  wollen  im  Folgenden  stets  an- 
nehmen, der  Operator  (^  wirke  an  den  rechts  von  demselben 
stehenden  Vektor ,  so  dass  (p  Vkia  das  Resultat  der  Operation 
4)  an  den  Vektor   Fa/u  bedeutet. 

Soll  dieses  Resultat  durch  einen  neuen  Vektor  oder  durch 
einen  Quaternion  q  multiplicirt  werden ,  so  wollen  wir  dies  wie 
nachstehend  schreiben 

Jedoch  sei  unter  <pp(p<r  ohne  weiteres  das  Produkt  der  Vektoren 
^fi  und  (per  verstanden. 

Wenn  0  an  eine  Summe  von  Vektoren  operirt,  so  wird 
dieselbe  zwischen  Klammem  gesetzt. 

Der  Deutlichkeit  halber  kann  auch  bisweilen ,  wenn  p  eine 
verwickelte  Gestalt  hat,  anstatt  (pp  das  Zeichen  $(p)  geschrieben 
werden. 

137.  Es  gilt  zunächst. die  Gleichung  (/.  15)  oder 

(pp  =  i (/.17) 

aufzulösen.  Die  Lösung  stellt  Hamilton  wie  nachstehend  dar 

p  =  (p-'3. (/.18) 

und  es  ist  diese  Gleichung  als  die  Definition  des  Operators  (^~^ 
zu  betrachten. 

138.  Die  Funktion  (p  hat  einige  wichtigen  Eigenschaften 

!"•  (p{p  +  <T  +  ....)  =  (pp  +  cpfT+ (/.  19) 

denn  es  ist 

V.r{p  +  0-  +....)  ==  V{rp  +  r<r  +  ....)  =  Vrp  +  Vr<r+.... 
und 
aMS.ß,{p  +  tr  +  ....)  =  a,S{ß,p  +  ß,(r  +  ....)=^a,(Sß,p  +  Sß,J +  ....) 
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Es  kann   diese  Eigenschaft  auch  als  Definition  der  linearen 
Yektorfunktion  gewählt  werden. 

20.  (pxp  =  xCppj (/.  20) 

wenn    x  skalar  ist.   Dies  folgt   unmittelbar   aus    dem   vorigen 

Satze. 

3°.  dcpp  =  (pdp (/-äl) 

Es  ist  nämlich: 

d(pp=^Lifn,n\  Cplp-] )— <Pp  =itm.n    (pp-\-(p <pp    nach  (/.  19) 

=  L{m.  n(p  —  =  (pdp  nach  (/.  20). 

n 

Analoge  Eigenschaften  sind  auch  bei  der  Funktion  0"^  gültig. 

Es  folgt  nämlich  aus  (/.  19) 

/>  +  (T  + =  (p-^  [CPP  +  (p(r  + ]. 

Wenn  nun 

(pp  =  } ,  <Pff  =  e  u.  s.  w. 

so  ist 

P  =  (p^^S  ,    (F  =  (p"^5    U.  S.  W. 

und   indem   diese   Resultate  in    die  zuletzt  erhaltene  Gleichung 
eingeführt  werden: 

(J)-i5  +  (|)-if  +  ....  =  (p-HJ  +  *  +  ....)  .  •  .  (/.22) 

Diese   Gleichung  spricht   aus,    dass   auch   die   Funktion  0"^ 
eine  lineare  Yektorfunktion  ist. 

Aus   derselben   ist  weiter  herzuleiten  i  wie  bei  der  Funktion 
$  geschehen, 

(p-^xi  =z  x(p-^i ,  d(p-^l  =  Cp-^di (/ 23) 

139.  Wie   die   Gleichung  (/.  17)  aussagt,  oder  auch  die  De- 
finitionsgleichung (/.  16),  ist  cpp  ein  Vektor,  nämlich  i. 

Man  kann  somit  auf  diesen  Vektor  aufs  neue  die  OperatLon 
cp  anwenden;  das  Resultat,  welches  wir  mit  ^(pp  oder  kürzer 
mit  (p^p  bezeichnen  wollen ,  ist  ein  neuer  Vektor.  Auf  denselben 
können  wir  wieder  die  Operation  (p  anwenden  und  erhalten 
dadurch  den  Vektor  0^p,  u.  s.  w. 

Dergleichen  Betrachtungen  lassen  sich  bei  der  Funktion  <3> — ^ 
durchführen. 

Nach   der   Definitionsgleichung   (/.  18)   ist  <J)"^8  ein  Vektor, 
Wenn   wir   daher   an   diesen   aufs   neue   mit   dem  Symbol   0— i 
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operiren ,  so  wird  das  Resaltat  ein  neuer  Vektor  cp-^^^—^i  sein, 
den  wir  mit  (J>~^3  bezeichnen ,  u*  s.  w. 

Es  wird  hierdurch  die  Bedeutung  der  Symbole  (^^p,  9~~'9, 
wo  k  und  l  ganze  arithmetische  Zahlen  sind,  ohne  weiteres 
einleuchten. 

Den  Definitionen  zufolge  gelten  nun  die  beiden  nachstehen- 
den Gleichungen. 

cp*cp*p  =  (j*+'p  und  <J)-*<p-'3  =  4>-*^'J.  .  .  .  (/.  24) 

Weiter  ist 

(p4)~i8  x=:  <pp  ==  3 ,  <?>~i$p  =  <p-^3  =  p  .  .  .  .  (/.24*) 

Die  Funktionen 

(j)V,  $'p  — ,  ^*p 

ond  ebenfalls 

cp-^p ,  cp-^p ....  cp-"*p .... 
werden  den  Definitionen  zufolge  lineare  Yektorfunktionen  sein 
müssen;  es  gelten  ftir  dieselben ,  wie  leicht  nachgewiesen  wird, 
die  Eigenschaften  durch  (/.  19) ,  (/.  22)  ausgesprochen.  Die 
beiden  letzteren  Gleichungen  können  leicht  verallgemeinert  wer- 
den ,  und  man  erhält  in  dieser  Weise  die  beiden  nachstehenden 
Relationen : 

(?>*0-*3  =  J,  <p-'<P'p  =  p (/.25) 

für  alle  ganze  arithmetische  Werte  von  k^  l.  Denn  es  ist 
$*(?>-*J  ==  (p*~i(p4)-i(p-(*-i)3  nach  (/.  24) 
=  (P*-icp~(*-i)8  nach  (/.  24*) 
Man  kann  daher  den  Index  k  jedesmal  um  eins  yerringern, 
bis  man  auf  (/.  24*)  kommt. 

Weiter  kann  hieraus  gefolgert  werden 

<j)*4)-'8  =  (p*-'3  wenn  k>l 
und 

==0-(^*)Jwenn  A<Z 
<p""*<J)'p  =  <p^*p  wenn  A  <  Z 
und 

==  0-(*— Op  wenn  ky  l 
Wir  wollen  die  vier  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen  nicht 
alle  beweisen.  Wir  nehmen  nur  z.  B.  für  den  Fall  ky  l 
<p>4)-«J==s(pi^«(j)Jcp-'8  nach  (/.  24)  =  cp*-'ä  nach  (/.  25); 

für  den  Fall  *</ 

18 


(/.  26) 
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(P*ij)~«S  =  <?)*(J)-*(p-(^-*)8  nach  (/.  24)  =  (J)-('-*>S  nach  (/.  25) 
Man   ersieht   unmittelbar ,    dass  die  Gleichungen  (/.  26)  sich 
zu  zweien  zusammenziehen  lassen. 

140.  Es  gibt  eine  bestimmte  Funktion ,  welche  Hamilton  in 
dieser  Theorie  mit  <p'p  bezeichnet,  welche  zu  Cpp  in  einer  ge- 
wissen Beziehung  steht,  und  bei  der  Auflösung  der  linearen 
Gleichung  eine  wichtige  Rolle  spielt.  Mit  derselben  wollen  wir 
uns  in  diesem  Artikel  beschäftigen.  Um  zu  ihrer  Definition  zu 
geraten,  fangen  wir  damit  an  S.(r0p  zu  transformiren ,  wo  er 
einen  neuen  Vektor  bedeutet.  Wir  erhalten,  indem  wir  auf  die 
Gleichung  (/.  16)  achten: 

,S.<r:pp  =  S.<r  Vrp  +  ZS.<rcc^  Sß^o, 
wo   das   Zeichen    £    auf  die   Indices   k   Bezug  nimmt.    Weiter 
wird  nun 

S.(r  Vrp  =  S.trrp ,  weil  S,(rSrp  =  0 

=  S.<r{Sr  -f  Vr)p  =  SrSap  +  S.(r{  Vr)p 
=  SrSp<r  —  S.p{  Vr)(r ,  nach  (c.  39) 
=  S.p{Sr)(r  -  S.p{  Vr)<r  =  S.piKr)^ 
S.<rcCkSßjtP  =  SßipS(r(Xi  nach  {b.  102)  ^  Spß^Sx^a-  nach  {c.  16)  = 
=  S.pßßcc^ff. 
Und  hierdurch  wird  schlieszlich 

S.(r:pp  =  S.p{Kr)7  +  ZS.pß,Sx^(r (/.  27) 

Die  im  Anfange  dieses  Artikels  erwähnte  Funktion  C[>'p  de- 
finiren  wir  nun  durch  die  Gleichung 

(p'p  =  V.{Kr)p  +  Zß,Scc,o (/.  28) 

Es  entsteht  somit  die  Funktion  $'  aus  (p,  indem  der  Qua- 
ternion  r  durch  dessen  Gonjugirten  ersetzt  und  die  Symbole 
Ott,  ßk  mit  einander  umgetauscht  werden.  Die  Gleichung  (/•  27) 
lässt  sich  nun  aber  auch  in  die  nachfolgende  Gestalt  schreiben 

S.<r(pp  =  S.pCP'tT (/•  29) 

und  diese  Gleichung  spricht  die  wichtigste  Eigenschaft  der 
Funktion  ^'  aus.  Wir  werden  diese  Relation  im  weiteren  oft* 
mals  anwenden. 

Hamilton    nennt   die   Funktion   ^'  die   conjugirte    der 
Funktion  $. 

141.  Es    mögen    in   diesem   Artikel   einige   weiteren   Eigen- 
schaften der  conjugirten  Funktion  Platz  finden. 
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Die  conjagirte  der  conjagirten  Funktion  ist  die  ursprüng- 
Kche  Funktion  (p.  Denn  es  ist  KKr  ==  y ,  und  die  neue  Ver- 
tauschung  der  ak,  ßk  führt  diese  Gröszen  an  ihre  ursprüng- 
lichen Stellen  zurück. 

Die  coujugirte  der  Funktion  $  +  0'  ist  die  Funktion  selbst, 
weil  durch  die  Umänderungen  ^  in  <p*  und  <J>'  in  <p  übergeht. 
Mann  nennt  deshalb  ^ -\- cp'  eine  selbstconjugirte 
Funktion. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  (/.  29)  0-  =  p  annimmt ,  so  wird 
erhalten 

S.p^p  =  S.p<p*p  oder  8.p[(pp  —  ^'p]  =  0. 

Wenn  wir  noch  {<p  —  <J/)p  statt  (J)p  —  (p'p  einfahren,  so  ist 

Äp[cp  -  q>')p  =  0.     . 

Weil  (pp  und  <ffp  Vektoren  sind,  so  ist  ihre  Differenz  eben- 
falls ein  Vektor.  Nach  (c.  29)  erhalten  wir  nun  den  Satz : 
Der  Vektor  {^  —  ^')p  ist  stets  senkrecht  zu  p. 
Weil   (pV   ein   Vektor  ist,   so   hat  der  Ausdruck  (p^'p  auch 
einen  Sinn. 

Es  ist  ein  Leichtes  darzutun,  dass  die  Funktion  cpcp'  selbst- 
conjugirt  ist. 

Denn  man  erhält 
S,p(p(p'(T  ^^  S.p^l^'ff]  nach  unserer  Annahme, 

=  S.(p'<r(p'p  nach  (/.  29)  =  S.(p'p(p'fr  nach  (c.  16) 
=  S.acpicp' p']  nach  (/.  29)  =  S.(r(p(p'p 
Wenn   unter  x  eine  Skalargrösze  verstanden  wird,  so  kann 
an    einen    Vektor   p   die   Operation   <p  + «   vollzogen   werden , 
ndem  wir  setzen 

($  +  x)p  =  <J)p  +  Äp 
and  das  Resultat  ist  aufs  neue  eine  lineare  Vektorfunktion. 
Es  ist  sodann  weiter: 

S,ff{Cp  +  x)p  =  S.ff[(pp  +  xpl  =  S.V0P  +  Strxp  = 

= s.pcp'tr + ^s.p9 = s.p{(p' + ^y 

oder  kurz 

S.(T{(p  +  x)p  =  S.p{(p'  +  x)<r (/.  30) 

Hieraus  erhellt,  dass  die  Funktion  (p>  -\- x  die  conjugirte  der 

Fanktion  $  +  ^  ist» 

142.  HAMILTON   hat  eine   allgemeine  Methode  angegeben  die 


196 

liueare  Vektorgleichnng  (/.  17)  aufzulösen.  Es  wird  hierdurch 
bei  jeder  linearen  Quaterniongleichung  der  Vektorteil  des  un- 
bekannten Quaternions  bestimmt.  Nachher  kann  mit  Hälfe  der 
Gleichung  (/.  10)  oder  auch  der  Gleichung  (/.  13)  der  Skalar- 
teil  bestimmt  werden ,  wodurch  das  Problem  der  Auflösung  der 
allgemeinen  linearen  Gleichung  Schwierigkeiten  zu  bieten  nicht 
mehr  im  Stande  ist. 

In   den   nachfolgenden   Artikeln   wollen   wir   die  Hamilton- 
sehe  Methode  darstellen. 

143.   Wir    wählen   zwei   ganz   willkürliche    Vektoren   X,  .^ 

und   bilden    mit  Hülfe  derselben  den  neuen  Vektor  IVK(a  oder 

kurz    Faa6.   Wie   im   dritten   Abschnitte   dargetan   ist,  ist  der 

Vektor  Vxfjt,  senkrecht  zu  A  und  fi  beiden,  oder  in  Pormeln 

Ä;iFX/ct  =  0  nach  Art.  88,  Ä/xFaa*  =  0.  .  .  (/.  81) 

Somit  können  wir  nach  (/.  24*)  auch  schreiben : 

S.A(J>(p-i  FXa*  =  0 ,  S.Atcp<p-i  FXaä  =  0.  .  .  .  (/.81*) 

und  indem  man  auf  jede  der  beiden  ersten  Seiten  dieser  Re- 
lationen die  Gleichung  (/.  29)  anwendet ,  erhält  man 

S[cp-^  FXac.^'a]  =  0 ,  Ä[<J)-i  FA/x.(pV]  =  0 , 
woraus  wir  schlieszen  können,  dass  der  Vektor  ^—^Vxyi,  senk- 
recht zu  den  beiden  'anderen  (p'A ,  cp'fA  ist.  Dieselbe  Eigenschaft 
besitzt  jedoch   auch   der  Vektor    F.$'ACp'p&,    sodass   die  beiden 
Vektoren 

der  Richtung  nach  zusammenfallen  müssen.  Man  kann  daher 
setzen 

ai<p-^  Vhi4.  =  V.<p'K(t>'(i (/.  32) 

wenn  x  ein  Skalar  ist. 

Wir  können  weiter  einen  dritten,  mit  den  beiden  Torigen 
A ,  fi  nicht  complanaren  Vektor  v  wählen  und  (f/v  bilden.  Wenn 
wir  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  (/.  32)  mit  (p'y  muUipli- 
ciren  und  die  Skalarteile  nachher  einander  gleich  setzen,  so 
wird  erhalten 

xS.<p'v<p-^  Vx(i  =  5f[0'v.  F<?)'a(J)'^] (/.  33) 

Die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  können  ohne  Schwierig- 
keit transformirt  werden.  Wir  nehmen  jede  für  sich 
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S4^y<p-^  FAAt=«iSf.a>-i  V?,ß(p'mach{c.l6)=S.¥(p[(p-^  FA^lnach(/.29) 

=&vFAAi,  nach  (/•  24*)  =  ÄvAa*  =  SXfiv 
S[(pV.  F(p'A(pV]  =  S.(p'¥Cp'X(Jf(i,  weil  (p'y.Scp'ACpV  ein  Vektor  iat , 

Wenn  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (/  32)  einführt , 
erhalt  man 

^^Äw^i^ 

144.  Es  sind  hierin  A,  ^,  v  drei  ganz  willkürliche  Vekto- 
ren. Hat  man  eine  bestimmte  Wahl  gemacht  und  wählt  man 
nachher  drei  andere  Vektoren  «,  jS,  y,  so  müssen  die  beiden 
Resultate  für  x  übereinstimmen.  Es  ist  dies  leicht  zn  zeigen; 
die  beiden  Funktionen  ÄA^v,  S.(p'\(p'(JL(p'v  besitzen  nämlich 
InTariantencharakter ,  wie  wir  dartun  wollen. 

Nach  Art.  22  oder  nach  Art.  88  kann  man  nämlich  jeden 
beliebigen  Vektor  in  drei  anderen  nicht  complanaren  linear 
ausdrücken.  Wir  setzen  deshalb 

A=a,«+6i/3+c,y,|j*=öj«+6ji3+Cjy,  v^a^ct+bß+c^y  (/ 35) 
wo  OjjijiCj,  aj,  6j,  Cj,  03,63.^3,  Skalare  sind,  und  wenden  diese 
Substitution  bei  dem  Zähler  und  dem  Nenner  der  zweiten  Seite 
der  Gleichung  (/  84)  an. 

Es  wird  sodann 

(|)'A  =  0'(a,«+6,/34^,y)  =  0Xai*)+4>'(^^)+0'(^iy)  »ach  (/.  19) 
oder 

0'A  =  a,0'»  +  h^cp'ß  +  Ci(/)V,  nach  (/.  20) .  .  .  (/.  36) 
Die  Funktion  (p'  besitzt,  nämlich,' wie  unmittelbar  einleuchten 
mnsz ,  die  im  Art.  138  mitgeteilten  Eigenschafben  der  Funktiou  (p. 
Es  folgt  aus  der  Gleichung  (/.  36)  für  <p'  A ,  der  sich  zwei 
analoge  Relationen  für  0V)  0'^  anschlieszen ,  dass  diese  Funk- 
tionen nach  denselben  Formeln  transformirt  werden,  wie  die 
Grroszen  a,  /x,  i/.  Die  Transformation  einer  der  beiden  Groszen 
S.Aacv,   S,<pfxcp*(i(p'y  macht  somit  auch  die  der  anderen  bekannt. 

Nach  einiger  Rechnung  findet  man  leicht 
S.A^v  =  &(a, «  +  6,  ^  +  c,  y  )  {a^ct  +  b^ß  +  c^y)  {a^a  +  b^ß  -f  c^y)  = 

a^  6j  Cji    S,»ßy, 
Ö3  h  ^3 
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Durch  die  Substitution  (/.  35)  werden  demnach  Zähler  und 
Nenner  des  Ausdruckes  für  x  mit  derselben  Grösze,  der  Sub- 
stitutionsdeterminante multiplicirt.  Der  Wert  der  Grosze  x  bleibt 
daher  ungeändert,  wie  zu  beweisen  war. 

145.  Wir  wollen  nun  die  HAMiLTONsche  Lösungsmethode 
weiter  auseinandersetzen  und  kehren  wieder  zu  den  beiden 
Gleichungen  (/.  31)  zurück.  Statt  derselben  können  wir  auch 
die  beiden  nachstehenden  setzen 

S.X((p  +  m)  [(0  +  m)-i  FA/cc]  =  0,  S.At(c|)+  m)  {((p+m)-^  FAa*]  =  0, 
wo  m  eine  Skalargrösze  ist,  und  das  Symbol  (c|)  +  m)~^  in 
gleicher  Weise  wie  (p-^  gedeutet  werden  soll. 

Wendet  man  nun  bei  jeder  dieser  Relationen  die  Gleichung 
(/.  80)  an ,  so  lassen  sich  dieselben  wie  die  Relationen  (/.  31*) 
transformiren  und  man  schlieszt  daraus,  dass  eine  Gleichung 
von  der  Form  (/.  82)  auch  für  die  Funktion  0  +  m  gültig  sein 
musz.  Nennt  man  x^f,  den  Wert,  welchen  die  Grösze  x  der 
Gleichung  (/.  32)  für  diesen  Fall  erhält ,  so  gilt  demnach : 

^»(0  +  m)-i  FA|C*  =  r.(c/)'  +  m)A(c/)'  +  m)At.  .  .  (/.  37) 

Die   zweite  Seite  dieser   Gleichung  wollen  wir  zuerst  trans- 
formiren 
F.($'  +  m)x  {Cp'  +  m)fJL  =  F.[0'a  +  mA]  [(/)>  +  tnfi'] 

=  F.  [$'ac|)'(a*)  +m  I  A0>+c|)'A.^  t  +fn}\fjL^ 
=  F.Cf)'A(/)>+m  F|  ?,(p'fi+(p'k.(i  ( -fm*  Fa/x 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  halber  den  Vektor 

F|AC/)>  +  4)'A.jC*t  mit  ^, 
so  ist 

S.A^=ÄAtA(/)>+c|)'A./6t(=S[A0'A.At],  weil  a*4)'a*  ©11^  Vektor  ist, 
=  —  S.Aa*(J)'a  nach  (c.  39)  =  —  S.{  Vxfi)(p'\  = 
=  —  S.XCp  FA/x  nach  (/.  29) 

S.fl^P  =  S.f4.)X(p'fl  +  4)'A./xj  =AS./XA(/)'M+S[ie*4)'A.A*]=-&AA*0'(/*)» 

weil  nach  (c.  39) 

Es  wird  nun  weiter: 

S.fi\l^  =  —  Ä(FA/ct)cf)V  =  —  S.ficp  Faa*. 
Man   kann   nach   den  hier  erhaltenen  Resultaten  somit  aach 
schreiben 
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S.^[yp  +  Cp  V?,ß]  =  0  ,   S.fl[^|^  +  (p  VXf4,]  =  0, 

woraas  nach  {c.29)  geschlossen  wird,  dass  der  Vektor i^-f^^^FA;« 
senkrecht  zu  A,  /x  beiden  ist,  und  deshalb  der  Richtung  nach 
mit  Fa/u  zusammenfallt.  Es  kann  daher  gesetzt  werden 

\p  +  (pV^fA  ==  aFAAt  oder  \^  =  (a  —  <$)FAjca 

wo  a  ein   Skalar   ist.  Wir  sind  somit  berechtigt  die  Grösze  \f; 

oder 

als  eine  Funktion  \^Fa^  des  Vektors  Fa/x  allein  zu  betrachten. 
Die  zweite  Seite  der  Gleichung  (/.  37) ,  welche  in  die  Form 
geraten  war 

F.cp'A0>  +  fnr\  ACp>  +  0'A./cc  t  +  m^  VXfi 
kann  nun  weiter  transformirt  werden.  Indem  man  die  Gleichung 
(y.  32)  beachtet,  wird  erhalten 

x(p-'^  Vhß  -f-  m^  FA/x  +  m}  Yhyt.  oder  (x(^~^  +  wi/.  +  w-)  FA/cc 

in  symbolischer  Gestalt.  Anstatt  (/  37)  wird  somit  gelten 

xj(^  +  »n)-i  FAa4  =  (^0-^  4-  m^  +  m")  Vxyi.   .  .  (f.  38) 

und  wenn  man  jetzt  an  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung 
mit  dem  Symbol  (p-\-m  operirt,  entsteht 

x^  Yhyi,  =  (0  -|-  m)  {x<^-^  +  mt//  +  ^^)  FA/x 
oder 

x^Y\y^  =  [a?  4-  m{^^  +  «0-1)  4-  m^(0  +  t//)  +  m»]  Faä*.  (/.  39) 

Wenn  man  jedoch  bei  der  Gleichung  (/.  37)  wie  bei  (/.  32) 
▼erfahren  hätte ,  somit  dieselbe  unmittelbar  mit  (0  -|-  ^)y  mul- 
tiplicirt  und  die  Skalarteile  der  beiden  Seiten  einander  gleich 
gesetzt  hätte,  so  wäre  erhalten 

_  S.{<p'  +  m)A  (0-  +  m)i,  (0-  +  m)v 

^-  ~  S.^ßy  ^•^-  ^^^ 

analog  der  Gleichung  (/.  34) 
Es  ist  der  Zähler  dieser  Ausdrucks  der  Bedeutung  nach 

=  S  (0'a  +  wA)  ((f)>  +  mfi)  {(p'v  +  my) 

=  S,<p'x(p'f4,(p'v  +  mS.\X(p'(Ji,(p'¥  +  ß(p'yq>'K  +  v(f)A0'iJ*  t 

nnd  es  erhellt  hieraus,  dass  dieser  Zähler  wieder  Invarianten- 
charakter  besitzt. 
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Setzen  wir  noch: 


^1  = 


^2 


>.  .  .(/.41) 


S.AAty 
80   werden  ^j,  ar^,   bei   der   Änderung   der   Vektoren   A,   /c*,  » 
denselben  Wert  behalten. 

t)ie  Gleichung  (/.  40)  geht  nun  weiter  über  in 

^„  5=  Ä  +  fwa?i  4"  ^^^2  +  m* (/.  42) 

Die  Yergleichung  dieses  Resultats  mit  der  Gleichung  (/.  39) 
liefert  eine  Relation,  in  der  m  alle  möglichen  Werte  erhalten 
kann.  Dieselbe  kann  somit  nur  bestehen ,  wenn  die  Coefficienten 
der  gleichen  Potenzen  der  Grösze  m  einander  gleich  sind,  wo- 
durch  das  System  der  symbolischen  Gleichungen  erhalten  wird 

0\p  +  ojCp-"^  =  a?, ,  $  -[-  <(;  =  a?2 (/.  43) 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  stimmt  mit  einer  vorher  fflr 
die  Funktion  i^  hergeleiteten  Relation  überein ;  nur  erscheint 
hier  die  ganz  bestimmte  Skalargrösze  a^,  während  in  der  Tor- 
hergehenden  Relation  ein  unbestimmter  Skalar  a  sich  vorfand. 
Man  findet  hieraus 

^|,  =  a!^-(P (/.44) 

Die  Elimination  der  Funktion  \f/  zwischen  den  beiden  Glei- 
chungen (/.  43)  führt  zu  einer  Beziehung,  welche  för  die 
Theorie  der  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  die  gröszte 
Wichtigkeit  hat,  weil  dieselbe  die  Auflösung,  wie  wir  bald 
ersehen  werden,  in  sich  schlieszt.  Es  ergibt  sich  durch  jene 
Elimination : 

x(p-^  —  a?i  +  a?j0  —  (|>^  =  0 (/.  45) 

Nun  war  jedoch  unsrer  Voraussetzung  gemäsz 

die   Auflösung  der  gegebenen  Gleichung.  Lässt  man  in  (/.  45) 
die  Symbole  an  den  Vektor  3  wirk^i,  so  ist 

d?(p-iJ  =  Ä,J  — a?j(|>5  +  (p*S (/•  46) 

und  demgemäsz 

xp  =  x^i  —  x^Cpi -\- (P'^i (y.  47) 

wodurch  p  gefunden  ist. 
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146.  Durch  die  Gleichnng  (/.  46)  wird  die  umgekehrte 
Operation  (p~~^  in  der  direkten  Operation  <p  ausgedrückt.  Zumeist 
aber  wird  dieser  Gleichung  und  der  ursprünglicheren  Relation 
(/.  45)  eine  andre  Gestalt  erteilt.  Vollzieht  man  nämlich  an 
(/.  45)  die  Operation  (p  und  beachtet  man ,  dass  (p  (0)  der  Be- 
deutung nach  verschwindet,  so  erhält  man  mit  Bücksicht  auf 
die  Eigenschaften  der  Funktion  (p  in  Art.  138 

a  —  x^(p  +  x^Cp^  —  (J)»  =  0 (/•  48) 

Man  pflegt  somit  zu  sagen,  die  Funktion  (p  genüge  einer 
bestimmten  symbolischen  kubischen  Gleichung.  Es  ist  dieselbe 
Yon  Hamilton  ausführlich  diskutirt  worden,  wie  auch  die  oben 
eingeführte  Funktion  \p  und  eine  andere  dazu  in  Beziehung 
stehende ,  welche  wir  nicht  benutzt  haben.  Auf  diese  Diskussion 
wollen  wir  nicht  weiter  eingehen;  nur  seien  einige  speciellen 
falle  erörtert. 

147.  Die  für  die  Gröszen  a^  a^y  x^  angegebenen  Werte 
(/.  34)  (/.  41)  haben  den  gemeinschaftlichen  Nenner  S.Xfiv^ 
welcher  nach  unsrer  Voraussetzung,  es  seien  k^  fi^  v  nicht 
complanar,  niemals  Tersch winden  kann.  Wenn  ausserdem  Ta, 
Ifi ,  Tv  endlich  sind ,  so  kann  nach  (c.  36)  S,\f4,v  auch  nicht 
ins  Unendliche  wachsen.  Es  kann  somit  der  Fall  nicht  ein- 
treten, dass  X,  x^y  x^  unbestimmt  würden. 

Yerschvrinden  jedoch  kann  eine  oder  können  mehrere  dieser 
Groszen  wohl.  Wir  wollen  zunächst  den  Fall  betrachten,  wo  x 
der  Null  gleich  wird.  Es  erfordert  dies,  dass  S.(p'h(p'(i<p')f  ver- 
schwindet, oder  nach  (c.  37),  dass  die  Vektoren  (|)'a,  cpV»  ^'^ 
complanar  sind.  Es  besteht  somit  ein  Vektor  t,  welcher  zu 
den  drei  Torigen  senkrecht  ist;  nach  (c.  28)  soll  sodann 

8.ir(fix  =  0 ,  S.ir<p'(A  =  0 ,  S.vcp'v  =  0 
oder  nach  (/.  29) 

S.\(p7r  =  0 ,  S,fA(pv  =  0 ,  S.v<pv  =  0  ....(/.  49) 

148.  Wir  wollen  nun  aber  zeigen,  dass  ein  Vektor  «,  wel- 
cher drei  Bedingungen  von  der  Form 

ÄAä  =  0,  S.A4ä  =  0,  äv»  =  0 (/.  50) 

genügt,  wo  A,  fAf  V  drei  willkürliche  nicht  complanare  Vek- 
toren bedeuten,  notwendig  verschwinden  musz;  ein  Satz, 
welcher  nachher  sich  noch  nützlich  erweisen  wird. 

18* 


202 

Wenn  et-  nicht  verschwände ,  so  würden  die  drei  Gleichangen 
(/.  50)  aassagen ,  dass  »  su  den  drei  Vektoren  A,  ix,  v  senkrecht 
steht,  und  dies  ist  offenbar  unmöglich. 

149,  Nach  dem  vorigen  Artikel  kann  aus  (/.  49)  geschlossen 
werden ,  dass  0x  verschwindet.  Der  Vektor  le ,  welchen  wir  in 
Art.  147  einführten,  soll  somit  der  Gleichung  genügen 

<J)T  =  0 (/.51) 

Aus  der  Form  der  Funktion  ^  schlieszt  man  unmittelbar, 
dacis  wenn  w  der  GHeichung  (/.  51)  genügt,  dasselbe  ebenfalls 
von  yx  gelten  musz,  wo  y  skalar  ist.  Den  Einheitsvektor, 
welcher  der  Gleichung  (/.  51)  Genüge  leistet,  wollen  wir  Dir 
nennen;  es  ist  sodann  allgemein  yUir  eine  Losung  jener 
Gleichung. 

Weil  V.0'^0'fA  ein  zu  den  beiden  Vektoren  $'a,  (p'fi,  senk- 
rechter Vektor  ist,  so  musz  derselbe  der  Richtung  nach  mit 
Uw  zusammen&Uen,  Man  kann  deshalb  in  diesem  Falle  setzen 

r.(p'x<p'ß  =  yÜ7r (/SS) 

wo   der  Wert  der   Grösze  y  mit  der  Wahl  der  Vektoren  A,  ft 
sich  ändert. 

150.  Die  Gleichung  (/.  32)  verliert  in  diesem  Falle  seine 
Bedeutung ;  an  ihre  Stelle  tritt  die  Beziehung  (/.  52)  und  mit 
derselben  kann  nun  leicht  die  Auflösung  weiter  verfolgt  werden. 

Wenn  wir  nun  nämlich  in  diesem  Falle  wie  in  Art.  145 
verfahren,  so  bleiben  alle  dort  erhaltenen  Formeln  bestehen; 
nur  wird  das  Resultat  der  Transformation  der  zweiten  Seite 
der  Gleichung  (/.  37) 

yUirJ^  (m\^  +  m*)  FAj» 
und    somit    geht    die   Gleichung   (/.  38)   in   die  nachstehende 
über 

a?«.(cp  +  m)-irAix  =  y?7T  +  (m^  +  m*)FAAc   .  •  (/.  53) 
An  dieses  Resultat  wollen  wir  nun  mit  dem  Sjmbole  (p  -|~  /^ 
operiren. 

Wenn  dabei  die  Gleichung  (/•  51)  beachtet  wird,  k>  ergibt 
sich  dadurch 

^^  Fa/14  3=  my  ÜT  +  [m<p;^  +  w*(cp -f  ip)  4- m*]  FA/»  .  (/.  54) 
Es  geht  weiter  (/.  42)  über  in : 
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wo  die  Symbole  an  jeden  beliebigen  Vektor  operiren  können. 
Wenn  man  hierzu  FA/x  wählt  und  das  Resultat  mit  der  Glei- 
chung (/.  54)  verbindet,  so  entspringt  hieraus  das  System  der 
Gleichungen : 

;r,  Faa4  =  y  t/jT  +  Cptp Faa* ,  x^V/ifA  =  {(p-\-^)VXfi. 
Der  Wert  des  Skalars  y  ist  Ton  der  Wahl  der  Vektoren  A,  fi 
abhängig  und  soll  nach  (/.  52)  bestimmt  werden : 

Nun  kann  aber  dargetan  werden ,  dass  F.$'a$'ac  eine  Funk- 
tion der  Grosze  VXfjt,  ist.  (Man  sehe  Art.  181.)  Setzt  man  statt 
FX^  einen  willkürlichen  Vektor  o-,  so  ist  in  den  Torhergehen- 
den  Gleichungen  der  Wert  yon  y  durch  die  für  a  getroffene 
Wahl  bestimmt,  und  dieselben  gehen  über  in 

x^v=y  Utt  +  0^<f  f  ^2^  =  (^  +  ^)  ^  •  •  •  •  (/•  55) 
und  indem  nunmehr  ^p  eliminirt  wird,  erhält  man 

a?,«"  —  ÄjCpö'  +  0^a=^yUx (/.  56) 

In  dieser  Gleichung  wollen  wir  nun  noch  $~"^J  st-att  ö*  ein- 
föhren.  Es  entsteht  sodann 

a?j(p— ij  ==  a^i  —  <?3  +  y  Ut 

und  die  gesuchte  Losung  der  linearen  Gleichung  wäre  somit 

x^p^=z^  —  (pJ  +  yl/«" ...(/.  57) 

Ss  erscheint  hier  p  ausgedrückt?  mittelst  2,  Utt  und  eines 
bestimmten  Skalars  y.  Man  ersieht  aber  leicht,  dass  man  diesem 
letzteren  jeden  beliebigen  Wert  beilegen  kann.  Denn  nennt  man 
den  Wert  von  p  aua  (/.  57)  p^,  so  wissen  wir  dass  derselbe 
der  gegebenen  linearen  Gleichung  genügt.  Es  ist  daher 

0Pt  =  O (/.58) 

Ifjxn  ist  weiter 
(PiPj,'\-nUx)  =  (pp^  +  n<p{Uv)  nach  (/.  19)  =  0  nach  (/.  58),  (/.  51) 

and  hieraus  schlieszt  man ,  dass  auch  p^-\-nUir ^  wo  n  einen 
beliebigen  Skalar  bedeutet,  der  gegebenen  Gleichung  genügt. 

Die  Losung  der  Vektorgleichung  ist  daher  (/.  57),  wenn 
darin  y  einen  neuen  willkürlichen  Skalarcoefficienten  bedeutet. 

151.  Wenn  auszer  ^  =  0  auch  x^^^^Q  stattfindet,  so  kann 
man  in  der  Gleichung  (/•  5G) ,  welche  für  diesen  Fall  in 

^CjCpo"  —  $V  =  —  y  Uir (/.  59) 
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übergegangen  ist,   0^^i   statt  a-   schreiben  nnd  erhält  dadurch 
schlieszlich 

a^,P  =  i  +  yU7r (/.60) 

152.  In  den  vorhergehenden  Artikeln  ist  die  allgemeine 
HAKiLTONsche  Methode  der  Lösung  linearer  Gleichungen  kurz 
erörtert.  Dieselbe  erfordert,  wie  daraus  ersichtlich,  zuerst  die 
Bestimmung  der  drei  Skalarcoefficienten  a,  x^,  x^  nach  den 
Gleichungen  (/.  34) ,  (/.  41).  Es  ist  dies  meistens  eine  ziemlich 
weitläufige  Berechnung  und  es  verdient  daher  den  Vorzug, 
dieselbe  auf  einfachere  Weise  zu  bestimmen. 

Dieser  Weg  besteht  darin,  dass  in  der  allgemeinen  Formel 
(/.  48)  oder 

X  —  a?i4)  +  ^2  4^*  —  (p*  ==  0 
die  Operationen  nach  einander  an  drei  bekannten  Vektoren 
vollzogen  werden ,  wodurch  man  drei  Gleichungen  erhält,  welche 
gestatten  die  drei  Gröszen  «r,  x^^  x^  zu  berechnen.  In  den 
nächstfolgenden  Artikeln  sind  einige  Beispiele  der  Lösung  li- 
nearer Gleichungen  gegeben  worden.  Wir  fangen  damit  an  eine 
einzige  Gleichung  nach  der  Methode  dieses  Artikels  zu  be- 
handeln. 

153.  Es  sei  gefragt  p  zu  bestimmen  aus 

a'HSip  +  b^jSjp  +  c^kSkp  =  y (/ 61) 

wo   a,  by  c  Skalare ,  i,  j,  k  die  drei  vorher  schon  eingeführten 
rechten  Radiale,  y  einen  gegebenen  Vektor  bedeuten. 

Die  erste  Seite  ist  die  Funktion  (p.  Nehmen  wir  statt  p  der 
Reihe  nach  t,  j,  k^  so  erhält  man 

0i  =  —  aHy  0j  =  —  b^j ,  (pA  =  —  e^k 
somit 

(p^'=:(|>(— a*t)  =  +  a*t,  (p^  =  +  b'j,  0^k  =  -{-c^k 
(pH  =  Cp(+  a*i)  ==  —  aH ,  (p^j  =  —  6«j,  (p^k  =:  —  c^k. 
Nach  Einführung  dieses  Wertsystems  in  die  Relation  (f.  48), 
auf  die  drei  Rektoren  i,  j\  k  jedesmal  angewandt,  werden   die 
drei  nachstehenden  Gleichungen  erhalten: 

a*  +  «*^2  +  <^\  +x  =  0  \ 


b^  +  b'x^-\-b\  -f  ^  =  0 
Wenn  wir  nun  weiter  die  kubische  Gleichung  bilden 


(/•  62) 
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5'  +  ^,5*  +  ^,?  +  ^  =  0 (/.68) 

80  hat   dieselbe  nach   (/•  62)    die   drei   Wurzeln  a^,  6^,  c^  Es 

folgt  daraus 

^,=-(a*  +  6*+c»),  ^i=6V+cV  +  aV,  aj=--a»6V  (/.  64) 

wodurch  die  Werte  der  Gröszen  x^^  x^^  x  gefunden  sind. 

Die   Lösung   der   vorgelegten   Gleichung   ist   nunmehr   nach 
(/.  47)   direkt  hinzuschreiben.   Indessen   erfordert   die  Auswer- 
tung des  Symbols  $^  noch  einige  Rechnung. 
Es  ist  nämlich: 

(pV  =  a^iS.%WiSip  +  bySjp  +  c^kSkfi]  + 

+  b^jSj[a^iS%p  +  b^Sjp  +  c^kSkp]  + 
+  c^kS.k[a^iSip  +  b^jSjp  +  c^kSkp] 
=  —  a^iSip  —  b*j^p  -  c'kSkp. 

Hiermit  wird  sodann: 

_._M4^y^.^ (/.65) 

154.  Nach  der  H^HiLTONschen  Methode  lösen  wir  weiter  auf 

1*».  V.apß  =  y (/66) 

^Es  ist  die   erste  Seite   dieser  Gleichung  nach  (c.  41)  gleich- 
wertig mit: 

ßS.ctp--  pS.xß  +  aS.ßp 

und    dieser   Ausdruck   ist  somit  die  HAMiLTOMsche  Funktion  $. 
£s  ist  deshalb  weiter 

(p'p  =  »S.ßp  —  pK8.(xß  +  ßS.ap  =  <pp=  r.apß .  .  (/.  67) 

Setzen   wir   noch   voraus,   die  gegebenen  Vektoren  »y  ß^  y 
seien  nicht  complanar ,  so  kann  man  dieselben  als  die  Vektoren 
Ay   iC6,  V  bzhw.  des  Artikels  148  betrachten.  Es  wird  dadurch 
<p'k  =  <p'»  =  r.»^ß  =  ot^ß ,  weil  «}  skalar  ist  \ 
(pV=fl)'i3=  V.»ß^  =  ß^»,  weil  ß^  skalar  ist  [ .  (/.  68) 

Somit  ist 

Ä4)'a<P>4)'v  =  S.(X^ß^ßa  Vayß  =  ct^ß^S.ß»  V»yß  = 

=  ei''ß^S.ßa{ayß  —  S.ayß)  = 
=  «^/S^ÄjÖÄ  Vi3  —  (t^ß^S.ß(tSxyß  =  A^'ß^S^ß.Saßy 
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=S.[ccß^cc  Vccyß  +  ß{  VarßWß  +  y«'i3»«] 
=x^ß^Srßcc  =  -  c^ß^8.aßr 

=  S.xß  Vctyß  =  —  S.ßa  Vctyß 
=  —  S.ß»(ayß  —  Sayß)  = 
=  —  S»ßS»ßy 
und  mit  Hülfe  dieser  Werte  erhält  man  anmittelbar 

x  =  x^ß^S»ß,  0?,  =  --*^/3%  ^j  =  — S«j3-  .  •  (/.69) 

Weil  noch 
CpV  =  (pcpp  =  V.a{  V»yß)ß  =  r.a{ctSßy  —  yS»ß  +  ßS»r)ß 

=  »^ßSßy  —  S»/3  F.«yi3  +  ß^aSr», 
so  wird  die  Lösung  der  Gleichung  (/.  66) 

px^ß^Sccß  =  —  «*/3  V  +  «'i3Si3y  +  ß^aSy» 

oder 

^ s^ ^-^-^^^ 

20.  r.paß  =  y (/.  71) 

Es  ist  jetzt 

(pp  =  pSocß  —  aSßp  +  ßS»p 

(p'p  =  pKSxß  —  ßS»p  -f  »Sßp  =  V.pßa 

Wenn  « ,  j8,  /  wieder  nicht  complanar  vorausgesetzt  werden, 
so  wird  man  dieselben  als  die  vorher  angewandten  A,  /x,  v  be- 
trachten können,  und  somit  erhalten 

<p'A  =  <J)'»  =  V.aßa  =  2a&zß  —  «^/3, 

(P>  =  (p'/3  =  V.ß^cc  =  ß\ 

(p'v  =  0'y  =  V.yß»  =  V.aßy  nach  (c.  42), 

S4'X(p'fi(p'v  =  S.{2aSxß  —  »^/3)iS*«  Fi/Jy  =  —  a^ß^S.ßx  Vxßy 
=  —  »^ß^S.ßx{aßr  —  ÄÄiSy)  =  +  a^ß^Saß.Sxßy 

S.[k(p'(i(p'v  +  /6t(J)'v(J)'A  +  v(?)'A(p>]  = 

=&[«^*Ä  r«j3y+i3(  Vxßy){2xSxß-'»^ß)+y(2aSaß--^»^ß)ß^a] 
=2SxßS.ß(  Vxßy)»  —  a^ß^S.yßa 
=2SaßS.ß{ccSßy  —  /3Sy«  +  yS«/3)«  +  x^ß^S.aßy 
=2{S»ßy8ßyx  +  x^ß^S.aßy 
=2{SaßySaßy  +  x^ß^Sxßy 
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=2SaßSaßo^+S.aß((tSßr-ßSya'{^Saß) 
^SSaßSxßr 
Mit  diesen  Resultaten  wird 

Weiter  ist 

Cp  V  =  F.(  Vpaß)»ß  =  V.{pSaß  —  ccSßp  +  ßSi»p)aß  = 
=  Sxß  Vpctß  —  A^ßSßp  +  S»p  Vß»ß 
und  die  Losung  wird 

pa^ß^Saß=  2y(S«i3)^+  «»/3  V  -  2Saß  Vy*ß  -  a^ßSßy-^-  Say  Vßaß 

=cc^ßiy  _.  aß^Say  - ßa^Sßy  +  2eiSxßSßy  nach  (c.  41) 
oder 

y  ^  x-^Sxy  -  ß'^Sßr+  2»-^ß-^SxßSßr        ,.«o^ 
P  = 5^^^ •  .  (/.72) 

3«.  F«p=y (/.73) 

Bei  dieser  Gleichung  ist 

(pp  =s  Votp ,  0'p  =  —  ^«P» 

Operiren  wir  an  die  gegebene  Gleichung  mit  S.»^  so  erhalten 
wir 

oder 

Say  =  Q. 

Wenn  wir  statt  A ,  /ce,  v  in  diesem  Falle  «,  >",  F«^  wählen, 
so  kann  der  letztere  Ausdruck  demnach  auch  durch  xy  ersetzt 
werden. 

Es  wird  dadurch 

(p'fi  =  cpV  =  —  Vay  =  —  oey 
^v  =*  0\»y)  =  —  V.et^y  =  —  «*y. 
S.^KqifpL(f/v  =  0 
S.[A0'^(|)'v  +  iE*(p'v(p'A  +  v<?)'A(|>V]  =  S.«V»V  =  «V* 
&[^y9'A + vA<p>+ AAfcCp'v]  =  5.[  -  «:^«  V  -  »y«  V]=  -  25«  V^  0 
S,AjE*v  =«=  &«7»y  r»  Ä(  Fiy)  (  Fiiy)  weü  Äiy  «=  0 , 

« iS.(  F«y)*  =  -  NVay  »  —  iV«y  «=  —  «V*. 
Mit  diesen  Werten  wird  somit 

^  =  0  ,    4?i  =s «*,    4?j  =  0. 
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Wir  müssen  nun ,  weil  «  =  0 ,  die  Gleichung  (/.  57)  in  An- 
wendung bringen,  and  es  kommt  daher  noch  darauf  an  die 
Funktion  Utt  zu  bestimmen.  Es  soll  dieselbe  der  Gleichung 
F^T  =  0  genfigen  nach  (/.  51);  diese  Gleichung  sagt  nach 
(c.  31)  aus,  dass  9r//«.  Es  ist  somit  Uir=  U»  zu  setzen.  Die 
Grösze  y  Utt  ,  wo  y  ein  willkürlicher  Faktor  ist ,  kann  auch 
durch  y»  ersetzt  werden.  Die  Losung  der  vorgelegten  Gleichung 
wird  somit 

oder  weil  Say  der  Null  gleich  kommt 

p  =  «-V-y) (/.74) 

Den  Skalar  — y  kann  man  hierin  natürlich  auch  durch  -\-y 
ersetzen. 
40.  a^iSip  +  PjSjp  +  c^kSkp  =  y 

Es   ist  dies  dieselbe  Gleichung,  welche  wir  im  vorigen  Ar- 
tikel auf  andre  Weise  gelost  haben.  Mit  derselben  wird 

(pp  =  ctHSip  +  b^jS.jp  +  c^kS.kp  =  (P'p 
Statt  A,   /K,  V  wollen   wir   t,  j^   k  bzhw.   setzen.   Es    wird 
sodann 

(p'A  =  (p'i  =  —  «^\  (p'ß  =  (p'j  =  —  V^j,  0'if  =  (p'k  =  —  c'k. 

S.Xfiv  =  S.ijk  =  —  1  nach  [b.  80) 

S.(p'^<p'fA(p'v  -=  S.  —  a^b^cHjk  =  +  a^6  V 

S.[\(p'fJL(p'v  +  fJL<p\(p'x  +  v<J)'A(p>]  =  S.{b^c^  +  c^a^  +  a^b^)  ijk  = 

=  _  (fc^c^  +  c^a}  +  a^b^) 
S.[fiv(p'\  +  vA(|>V  +  XfJtCp'v]  =  S.  —  {a^jki  +  b^kij  +  cHjk)  = 

=  _  &(«*  +  i*  +  c^)  y*  nach  (b.  80) 

=  +  (a*  -f.  6*  +  c^). 
Wir  erhalten  daher 
Ä  =  -  a*6V,  Ä,  =  +  (fcV  +  c^a*  +  a*6^) ,  x^  =-(a*+ 1*+  c*) 

Die  Losung  wird  hiermit  leicht  in  der  Gestalt  (/.  65)  er- 
halten. 

155.  Wie  schon  vorher  bemerkt,  ist  die  Funktion  ^p  ein 
Vektor.  Man  kann  demnach  fragen,  wann  der  Vektor  <pp  mit 
p  der  Richtung  nach  zusammenfällt.  Eine  jede  Richtung ,  bei 
der  dies  stattfindet,  wollen  wir  eine  Hauptrichtung  für 
die  Funktion  (p  nennen. 
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Für   eine   Haaptrichtung  musz   0p:=mp   sein,    wo  m  skalar 
isi  Es  wird  weiter  für  dieselbe 

$*p  =  (pmp  =  mCPß  =  m^p ,  0^p  =  m^p ,  u.  s.  w. 
sein  müssen. 

Die    kubische    Qleichung    (/.  48)    geht    demnach   bei    einer 
Haaptrichtung  über  in 

.V  —  tn  ^j  +  m*  .Tj  —  m^  =3  0 (/.  75) 

und  hierdurch  ist  eine  kubische  Skalargleichung  zur  Bestim- 
mung der  Grösze  m  erhalten.  Sind  m^^m^^m^  die  drei  Wurzeln 
dieser  Gleichung,  so  können  auch  drei  Vektoren  p^,  p^^  p^  er- 
halten werden,  welche  den  Gleichungen 

Cpp,  =  mi/)„  <ppj  =  wijPa ,  (ppj  =  wijp, 
oder 

($  -  m,)p,  ==  0 ,  ((p  -  m,)p,  =  0 ,  ($  -  m3)p3  =  0  .  (/.  76) 
Genüge  leisten.  Wie  unmittelbar  ersichtlich  bestimmen  die 
Gleichungen  (/.  76)  nur  die  Richtungen  der  drei  Vektoren 
PiiPi^Pi^  ^^^^  ^^^  Substitution  jsp^  anstatt  pp  u.  s.  w.  die  Glei- 
chungen nicht  ändert. 

Wir  haben  somit  den  nachstehenden  Satz  erhalten: 
Bei  jeder  Funktion   0  gehören  im  allgemeinen  drei  Uaupt- 
richtungen.    Nehmen   wir  zum  Beispiel  die  im   vorigen  Artikel 
sub  4^  betrachtete  Funktion 

(p  =  aHSip  +  PjSjp  +  c^kSkp 
Die  Gleichung  (/.  75)  ist  für  diesen  Fall 
m'  +  (a^  +  b^  +  c^)m^  +  (bV  +  c^a^  -{-  a^P)m  +  a^Pc^  =  0 , 
deren  Wurzeln  —  a*,  —  6^,  —  c^  sind. 

Um  die   drei   Hauptrichtungen  der   Funktion    $   zu   finden, 
hat  man  somit  drei  Gleichungen  aufzulösen  von  der  Form 

aHS.ip  +  b^jS.jp  +  c^kS.kp  +  aV  =  0  .  .  .  .  (/.  77) 
Wir  wollen  die  Lösung  nicht  nach  der  allgemeinen  Methode 
durchführen.  Nur  wollen  wir  erwähnen,  dass  durch  Operation 
mit  SA  an  die  Gleichung  (/.  77)  eine  Identität  entsteht.  Durch 
die  Operation  mit  S.j^  und  auch  mit  S.k  entstehen  die  beiden 
Relationen : 

S.;>  =  0,  S.kp  =  0 (/.78) 

wenn    nämlich   die    Gröszen   a,    6,   c  von  einander  verschieden 
Yoraasgesetzt  werden. 

14 
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Die  Gleichangen  (/.  78)  sagen  aas ,  dass  die  eine  der  drei 
Hauptrichtungen  senkrecht  zu  ^',  A;  ist,  somit  in  die  Richtung 
des  Vektors  i  fällt. 

Ebenfalls  sind  die  beiden  anderen  Hauptrichtusgen  parallel 
zu  ^*,  k  bzhw. 

156.  Sind  die  drei  Hauptrichtungen  gefunden,  so  kann  man 
in  denselben  drei  Einheitsvektoren  annehmen ,  welche  im  nach- 
stehenden mit  P|,  P2«  ^3  bezeichnet  sind.  Ein  willkürlicher 
Vektor  p  kann  nach  diesen  Hauptrichtungen  zerlegt  werden, 
wie  im  ersten  Abschnitte  gezeigt  worden  ist.  Es  sei 

WO  ip  k^,  ^3  drei  Skalare  bedeuten. 

Wenn  man  nunmehr  an  diese  Gleichung  mit  dem  Symbol 
(0  —  mj  operirt,  so  wird  erhalten  bei  Berücksichtigung  der 
Relationen  (/.  76) 

(4)  —  mi)p  =  k^{m^  —  w,)pj  +  *3  (mj  —  m^)p^ .  .  (/•  80) 
Eine  abermalige  Operation  mit  (p  —  m^  liefert 

(<J)  —  mj)  (cp  —  Wi)p  =  A3  (W3  —  mj  (W3  —  m^)p^ 
und  hieraus  kann  p,  unmittelbar  aufgelöst  werden 


In  gleicher  Weise 

*  __    (0  —  mg)  (<p -->  m^)  p 

P2= 


(/.  81) 


k^{m^  —  *Wi)  (wj  —  m^)  j 

Aus  jedem  willkürlichen  Vektor  p  sind  somit  die  drei  Haupt- 
richtungen  leicht   herzuleiten.  .Die  Richtungen  derselben  fallen 
zusammen  mit  denjenigen  der  drei  Vektoren 
{<P-^z)(<P-^i)Py  (<P-mi)((p-m3)p,  ((J)-w,)(cp-mJp    (/.  82) 

157.  Wenn  die  Gleichung  (/.  75)  drei  reelle  Wurzeln  hat, 
so  werden  die  drei  Hanptrichtungen  reell  und  die  in  denselben 
angenommenen  Vektoren  werden  auch  reelle  Vektoren  sein. 

Es  musz  dieser  Fall  stets  eintreten,  wenn  die  Funktion  <p 
selbstconjugirt  ist.  Denn  wären  sodann 

k  +  iv^j  A-Zv/:=i 

zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (/.  75) ,  z.  B.  die  vorher  mit  m^, 
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m,  bezeichneten   Wurzeln ,  so  müszten  nach  (/.  82)  die  zweite 
uod  dritte  Hauptrichtung  mit  Vektoren  der  Form 

(T  +  tV/HI,  0-  —  t  v/^ 
bezeichnet  werden.  Nach  (/.  19)  (/.  20)  ist  jedoch 

Es   sollte   dieser  Ausdruck   nach   (/.  76)   der   nachstehenden 
gleich  kommen 

(jfe  + 1  v/Zi)  (er  4-  T  V^~i)  oder  k<r  —  It+  \/^i{l<r  +  Ar), 
vroraus  man  schlieszen  könnte 

0<r^==^ka'  —  hf  $t  =  /ö"  +  ät  , 
und   indem   man   an   die  erste  dieser  Gleichungen  mit  S.r^  an 
die  zweite  mit  S.tr  operirte 

S,T0ff  =  kSffT  —  It^  und  S.(r(pT  =  la^  -{-  kSo'T. 
Weil    jedoch    0   selbstconjugirt   vorausgesetzt  ist,   sind   die 
ersten    Seiten   dieser   Gleichungen   einander  gleich.   Somit  soll 
auch 

/(e,a4.T2)  =  0 
sein   und   daher   musz   l  verschwinden ,    weil   ^^   und  r^  beide 
negativ    sind.     Die    beiden    complez    vorausgesetzten    Wurzeln 
können  demnach  nicht  vorhanden  sein. 

Setzen  wir  im  Nachfolgenden  die  Selbstconjugation  der  Funk- 
tion <p  voraus. 
Aus  der  Gleichung 

folgt  allgemein 

&/)($  — rnj)p,=0, 
oder   nach   der   Haupteigenschaft   der   conjugirten    Funktionen, 
welche  auch  dem  Symbol  0  —  m^  zukommt  nach  Art.  141 , 

S'Pi{(p'  —  mi)p  =  0  oder  S.pjCcp  —  m^)  p  =  0, 
weil  4^'  =  0  unsrer  Annahme  zufolge. 

Aus  dieser  Beziehung  wird  geschlossen,  dass  jeder  Vektor 
(cp  —  ^i)P}  wo  p  ganz  willkürlich  gewählt  werden  kann,  senk- 
recht zur  Hauptrichtung  p,  ist.  Nach  (/.  80)  ist  somit  auch 
jeder  Vektor 

wo    k^9  £3    willkürliche    Skalare   bedeuten,   zur  Hauptrichtung 
senkrecht.  Es  wird  jedoch  mit  dem  soeben  geschriebenen  Aus- 
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druck  ein  willkürlicher  Vektor  in  der  Ebene  der  Hauptaricli- 
tungen  p^ ,  p^  bezeichnet.  Man  kann  daher  achlieszen ,  der  Vektor 
p,   sei  senkrecht  zar  Ebene  der  Vektoren  p^,  p^^ 

Analoge  Behauptungen  können  in  Bezug  auf  P2f  Pz  gemacht 
werden ,  wodurch  wir  den  Satz  erhalten : 

Im  Falle  der  Selbstconjugation  sind  die  drei  Hauptrichtungen 
senkrecht  zu  einander. 

Wenn  in  demselben  Falle  zwei  Wurzeln  wij,  m^  der  Glei- 
chung (/.  75)  einander  gleich  werden ,  so  bleiben  natürlich  die 
drei  ursprünglich  zu  einander  senkrechten  Hauptrichtungen 
bestehen  und  wir  hören  nicht  auf,  dieselben  mit  p^ ,  p^j  p^  zu 
bezeichnen.  Man  kann  jedoch  in  diesem  Falle  setzen 

$Pi=w,p, ,  (pp^  =  m^p^,  <Ph='^hPz* 

Es  wird  daher,  wenn  k^^  k^  willkürliche  Skalare  bedeuten 

K<PP%  +  h^Pz  =  ^2{hPl  +  *3P3) 

oder 

(PiKPi  +  *8P3)  =  ^^2{^iPi  +  hPz)  nach  (/.  19)  (/.  20) .  (/.  83) 

Aus  dieser  Relation  geht  hervor ,  dass  k^p^  -f-  k^p^  als  eine 
Hauptrichtung  betrachtet  wenden  musz;  die  Willkürlichkeit  der 
Gröszen  k^,  k^  beachtend,  erhält  man  den  Satz: 

Wenn  in  dem  Falle  der  Selbstconjugation  die  Gleichung 
(/.  75)  zwei  gleiche  Wurzeln  m^,  m^  hat,  so  ist  jeder  Vektor 
in  der  Ebene  der  Hauptrichtungen  p^ ,  p^  ebenfalls  als  eine 
Hauptrichtung  zu  betrachten.* 

Schreibt  man  wieder  für  einen  willkürlichen  Vektor  die 
Gleichung  (/.  79)  nieder ,  so  ist  (/.  83) 

((p  —  Wj)p  =  {(p  —  m^)  (AiPi)  =  *i(mi  —  m^)pi. 

Somit  wird  pj  bestimmt  durch 

^   (^  —  m^P 
^      A,(»i,  —  wj' 

Wenn  schlieszlich  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (f,  75) 
einander  gleich  werden  m^  =  ^2  =  m^ ,  so  ist  herzuleiten 

cp(AjPi  4-  ijPa  +  KPz)  =  ^lihPi  +  KPi  +  KPz) 
wo   ^1 ,  ^2 '  ^3    willkürliche  Skalare   bedeuten.  Diese  Gleichang 
spricht  den  Satz  aus: 

Wenn    in    dem   Falle    der   Selbstconjugation   die   Gleichung 
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(/.  75)  drei  gleiche  Wurzeln  hat,  so  ist  jeder  Vektor  im  Räume 
eine  Hauptrichtung. 

158.  Unsre  Betrachtungen  über  die  Funktion  0p  wollen  wir 
damit  schlieszen,  dass  wir  dieselbe  in  einige  bisher  noch  nicht 
yerzeichneten  Formen  bringen,  deren  erstere  Hamilton  die 
dreigliederige  Grundform  für  die  lineare  und 
Vektorfunktion  eines  Vektors  genannt  hat. 

Wenn   os, ,  «, ,  a^    drei  willkürliche  Vektoren  sind ,  so  kann 
nach   (c.  45)  oder  (c.  46)  jeder  Vektor  linear  in  denselben  aus- 
gedrückt werden.   Für  einen  Vektor  p  erhält  man  nach  (c.  46) 
pSäjäjäj  =  Va^»^Sx^p-\'  F«3«jSäjP  +  F«i«2-S«j/j.  .  (/.  83) 
nach  {c,  45) 

/jSäjäjäj  =  at^Sx^a^p  +  »^S»^»yp  -j-  a^Sct^x^p 

and  die  letztere  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben 
/»5«i«2«3  =  «jS(  F«j«3)p  4-  «jS.(  F'«3«i)p  +  ciß.{  Vctj  cc^)p.  (/.  84) 

Setzen  wir  der  Einfachheit  halber 

^,5«i«j»3--=F«j«j,  ^25«j«2«3  =  Fä3Äj,  03S«iÄjj«s  =  F«,Äa  {/.  85) 

so  gehen  die  Gleichungen  (/.  83)  (/.  84)  über  in 

p  =  ß,S»,p  +  ß^Scc^p  +  ß,Sct,p  =  a,Sß,p+x^Sß,p+ct,Sß,p  (f.  86) 

Wenn  nunmehr  an  die  erstere  dieser  Elelationen  mit  0  operirt 
wird,  so  erhält  man,  wenn  die  Gleichungen  (/.  19)  (/.  20) 
beachtet  werden, 

Cpp  =  (pßi.SctiP  +  (pß^^Sot^p  +  <Pß^.S»^p 
und  bei  Einführung  neuer  Gröszen  ^^,  y^^  y^  derart,  dass 

7x=<Pßi.  y^  =  <Pß^.  y,  =  (pß, (/.87) 

schlieszlich 

(pp  =  y^S»iP  +  y^Sa^p-{-y^Sa^p (/ 88) 

eine  Relation  welche  (pp  mittelst  drei  unabhängiger  Vektoren 
und  p  ausdrückt.  Es  ist  dies  die  am  Anfang  dieses  Artikels 
erwähnte  dreigliedrige  Grundform. 

Wir  wollen  weiter  die  conjugirte  Funktion  zu  finden  ver- 
suchen. Setzt  man  in  die  zweite  der  Gleichungen  (/.  86)  (p'p 
statt  p,  so  wird  erhalten 

q>'p  =  x,S.ß,cp'p  +  »^S.ß^cp'p  +  oc,S.ß,(p'p 

=  »iS.pCpß^  +  otß.p^ß^  4-  »zS.p(pß^  nach  (/.  29) 
=  »ßpy^  +  »iSpy^  +  ocßpy^ »  °ach  (/.  87) 


2U 
oder  scfalieszlich 

Es   geht   demnach   (p*  aus  (p  hervor  durch  die  Umtausch ung 

der  Gröszen  «ii«2j*s  °^^^  yp^aiys  bzhw. 

159.  Wir  wollen  diese  Ergebnisse  verwenden  einen  Satz 
darzutun,  dessen  wir  nachher  bedürfen  werden.  Bei  der  drei-> 
gliedrigen  Grundform  wollen  wir  die  Grösze 

f      8»<p^<pß<pv 
jg 

S  Xfj(,v 
berechnen.   Es  sind  der  Zähler  und  der  Nenner  derselben,  wie 
unmittelbar     nach    Art.    144    einleuchtet,    Invarianten;     den 
Wert  des  Bruches  zu  finden,  kann  man  demnach  statt  A,  /x,  v 
drei  willkürliche  Vektoren  wählen  z.  B.  ß^^ß^^ß^* 
Hiermit  wird   bei  Beachtung  der  Gleichungen  (/.  87) 

'-ls3S </•'') 

Behufs  Umgestaltung  dieser  Beziehung  wollen  wir  die  Grösze 
S.ßiß%ßz  aus  (/.  85)  berechnen.  Es  ergibt  sich  dadurch 

Sßß^ß^{Sx^cL^(t^Y  =  S.V»^(i^Vct^»^V(K^x^.  .  .  (/.  90) 
Es  ist  jedoch 
5.  F«2Ä3  F«3Ä|  Fäjäj  =  S,  F«j^«3  F[F«3«,  Va^a^  = 

=  S.  Va^oi^{x^S»»^  ^«3*1  —  «iS.«2  ^*2^i)  Jiacb  (c.  44) 

Daher  wird 

S,  F«2«3  T^«3«i  Vot^  »2  = (S«i«j«3)^ 

und  bei  Einführung  dieses  Wertes  in  (/.  90)  ergibt  sich 

Sß.ß^ß^  .  SCL.X^X^  =  -  1 (/.  91) 

Es   lässt   sich   demnach   der  in   (/.  89)   gefundene  Ausdruck 
auch  in  der  Form  schreiben 

a!  =--  Syyy^yß»ya^(K^  =  Sy^y^y^S»^»^»^  .  .  .  (/.  92) 

Diese  Gleichung  enthält  unsren  Satz.  Denn  wenn  wir  anstatt 

x'  die  Grösze 

S.qfxCf/fiCp'v 
x  = 

berechnen  wollten ,  so  hätten  wir  im  Vorigen  nur  die  Funk- 
tionen 0'  und  (J),  d.  h.  nach  dem  vorigen  Artikel  die  Grossen 
^19  ^29  ^3  ^^^  ^1)  T'i}  731  ZU  vertauschen.  Es  ergibt  sich  daher, 
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wena  man  sich  den  Satz  erinnert,  (Art.  87),  nach  welchem 
der  Skalarteil  des  Produktes  drei  rechter  Quotienten  das 
Zeichen  wechselt,  wenn  die  Faktoren  eine  acyclische  Umtau- 
schung  erfahren,  dasA  die  Groszen  o;,  a!  gleich  sein  müssen. 

160.  Es  sei,  am  einige  Beispiele  zu  geben,  die  Funktion  VoLpß 
Torgelegt  mit  der  Frage,  die  dreigliedrige  Grundform  derselben 
anzugeben. 

Für  die  Gröszen  dt,,  oe,,  »^  wollen  wir  «,  j3,  V»ß  wählen. 

Es  ist  sodann 

= (F^*  r.[*  v{ß  Vxff)&\  =  ^y^^  v.»{ßs»ß  -  »ß')ß  = 

ß*  »ß*  Vciß  »ß* 


"(Fi/J)»^     '■^         '•^^  (F»/3)»  Vaß 

Hiermit  wird   die  dreigliedri({e  Grundform  fQr  die  Funktion 
Vxpß 

aß*  c  ß»*   0/3        '5«/3   c  5 

__  <xß*Sxp  +  /3^*<S/3p  +  SaßSucßf 
~  V»ß 

Za  einem  andren  Beispiele  sei  Vetp  gewählt.  Ist  nunmehr  ß 
ein  willkürlicher  Vektor,  so  setzen  wir 

»,  =  »,  «,  =  /3 ,  «3  =  Vxß. 
Somit  wird 

1 ,  ..  1 


yj  = 


(" 


^,  F.«  F(/3  Vaß)  =  ^-^,  F.«/3  F«^,  weil  S.ß  Vaß  =  0, 


1  /Si«/3 


^__1_F.«»F«^=—    ** 


( F«0)»  ""^  Vaß 
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Wählt  man  nunmehr  ß  derart ,  dass 

S«/3  =  0,   r»ß  =  aß  =  —  ßx 
80  wird  erhalten 

Ä^  ^  Ä  1 

und  es  ist  die  dreigliedrige  Grundform  für  Vxp 

-Sßp--^Sxßp-- 

Die  Funktion 

aHSip  +  PjSjp  +  c^kSkp 
ist  in  der  dreigliedrigen  Grundform  gegeben,  weil  hierbei 

''» =  5p  '''^  ^^'*^  =  ~  ^^^"^  =  ''*^. . 
u.  s.  w.  wird ,  wenn 

angenommen  ist. 

161.  Wir  wollen  weiter  ein  zweite  Transformation  der  linearen 
Vektorfunktion  0p  angeben,  welche  bei  den  Anwendungen 
gewisse  Vorteile  bieten  wird. 

Die  Summe  {<p  +  0')p ,  wo  cp'  die  Gonjugirte  der  Funktion 
cp  bedeutet,  ist  eine  selbstconjugirte  Funktion.  Wir  wollen  setzen 

(Pp  +  (P'p  =  2  (poP (/.93) 

Im  Art.  141  ist  schon  bewiesen  worden,  dass  der  Vektor 
((p  —  0')p  zu  p  senkrecht  ist ,  oder  dass  man  setzen  kann 

<pp-(p'p  =  2Vip (/.94) 

wo  i  ein  gewisser  Vektor  bedeutet.  Derselbe  ist  aber  völlig 
bestimmt,  wie  mit  Hülfe  der  dreigliedrigen  Grundform  für  die 
Funktion  0  leicht  dargetan  werden  kann.  Ist  dieselbe  nämlich 

cpp  =  y^Sot^p  +  r^Sx^p  +  y^Sx^p 
somit 

(p'p  =  x^Sy^p-\-  a^Sy^p  +  »T^&y^p 
so  ergibt  die  Gleichung,  welche  S  definirt, 

2Vlp  =  l.(7iSxip  —  HiSyip)  für  t=  1,  2,  3 

=  £  V.p  Vxiyi 
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und  bieraas  wird  unmittelbar  geschlossen 

8  =  4F(«iri  +  «,y2  +  «3y3) (/öS) 

Die  Addition  der  Gleichungen  (/.  93)  (/.  94)  ergibt  noch 

(pP  =  (poP+Vip (/.96) 

oder  in  Worten:  Jede  lineare  Yektorfunktion  ist  von  einer 
selbstconjugirten  nur  um  ein  Glied  von  der  Form  Vip  ver- 
schieden. 

162.  Für  eine  selbstconjugirte  Funktion  bestehen,  wie  schon 
erörtert,  drei  Hauptrichtungen,  welche  stets  reell  und  unter 
sich  zu  je  zwei  rechtwinklig  sind.  Bezeichnen  wir  die  Einheits- 
vektoren  in  den  Richtungen  derselben  mit  Pi^p^^p^  und  setzen 

(poPl  =  WlPl  »    <PoP2  =  W2P2  >    0OP3  =  ^3P3  ••••(/  97) 

WO  mpTTtj,  1^3  die  Wurzeln  der  Gleichung 

x  —  Xitn  +  x^m^  —  m^  =  0 (/.  98) 

bedeuten,  wenn  die  Coefficienten  x^  ^|,  x^  auf  die  schon  er- 
örterte Weise  aus  der  Funktion  <pQ  hergeleitet  sind,  so  ergibt 
die  Einführung  der  Gröszen  Pj,  p2^  p^  anstatt  a^,  a^^  «3  in  die 
dreigliedrige  Grundform  für  cp^  erhebliche  Vereinfachung.  Denn 
es  wird  sodann  in  der  letzteren 

kjK^  *'^2    3 

weil 

SPiPaPs  =  —  1  and    Va^a^  =  p, 
und  in  gleicher  Weise 

yj  =  —  m^p^  1   ^3  =  —  W3P3 

wodurch  die  selbstconjugirte  Funktion  übergeht  in 

<Po{p)=  —  "^iPiSpiP  —  m^P^SPiP  —in^P^SpiP'  •  •  (/.  99) 
Die    Überführung  der  selbstconjugirten  linearen  Vektorfunk- 
tion    ia   die   letztere   Gestalt   wollen   wir  die  rechtwinklige 
Transformation  derselben  nennen. 

163.  Eine  andre  Transformation  der  selbstconjugirten  Funk- 
tion ist  von  Hamilton  die  cyclische  genannt  worden.  Dieselbe 
ist  enthalten  in  der  Gleichung: 

00/5  =9P  +  f^  V^Pf^ 
oder  ).  .  .  .  (/lOO) 

<PoP  =  {g  —  hSxfA)p  +  ?^Sfip  +  [aS^p 
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wo  g  und  h  constante  Skalare,  A,  ^  Einheitsvektoren  bestimm- 
ter Richtung  bedeuten. 

Diese  Gröszen  zu  bestimmen,  wenden  wir  die  Gleichung  (/•  100) 
auf  die  drei  Einheitsvektoren  p,,  p^^  p^  an  und  erhalten  dadurch 

(mj  —  g  -\-  hSXf4,)p^  =  hxSp^fA  +  h/xSpi^  \ 
(mj  —  jF -[- A5aa6)pj  =  ÄASpjjCt  +  ÄAtSpjA  I .  ...(/.  101) 
{^3—9  +  *5^/^)Ps  =  fi^Sp^fA  +  hfiSpi^  \ 
Wird  nun  weiter  an  eine  jede  dieser  Gleichungen  mit  6.  FA/x 

operirt,    so    verschwinden    die   zweiten .  Seiten    der    Resultate 

identisch.  Somit  ist 

^2—9  +  AÄA/x  =  0  I (/.  102) 

m,  —  g-\-  hSkfjt  =  0  ) 
oder 

S.pi  Faa«  =  0  ) 

S.p^V\fi  =  0      (/.  108) 

ÄP3  FX/x  ==  0  ) 

Nun  können  aber  die  drei  Gleichungen  (/.  108)  nicht  zu- 
gleich stattfinden,  weil  P|,  p^^  p^  nicht  complanar  sind.  Weiter 
können  aber  auch  nicht,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  zwei  der 
Gleichungen  (/.  102)  zusammen  gültig  sein ,  wenn  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (/.  98)  von  einander  verschieden  vorausgesetzt 
werden.  Es  kann  daher  nur  eine  der  Gleichungen  (/.  102)  mit 
den  beiden  nicht  correspondirenden  der  Gleichungen  (/•  108) 
zugleich  gültig  sein.  Wir  setzen  daher 

mi—g  +  hS?.fi  =  0 (/.  104) 

und 

S.p^V\fj^  =  0 ,  S.p^VxfA  =  0 (/.  105) 

somit 

ÜVKfJL^p, (/.  106) 

Durch  die  Relation  (/.  104)  gehen  die  beiden  letzteren  der 
Gleichungen  (/.  101)  über  in 

Die  Gleichung  (/.  106)  sagt  aus,  dass  A,  /x  beide  in  die 
Ebene  der  Vektoren  p^^  p^  fallen  müssen.  Setzen  wir  daher 
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•     •     • 


80  ergibt  die  Substitution  dieser  Werte  in  (/.  107) 

(wij  —  m,)Pa  =  —  2  hxxip^  —  APs(y^i  +  ^i ) 
(WI3  —  w,)p3  =  —  ÄPaC^i  +  y^i)  —  2  %,P3 
und  hieraus  wird  geschlossen 

2hxXi  ==  tWj  —  Wj 

2%i  =  m,  —  m, 

^1  +  y^i  =  0 
Es  wird  hierdurch  weiter 


(/.  108) 


(/.  109) 


somit 


yVi 

ISLi 

—  m, 

» 

y 

y' 

— Tt    . 

J/l 


(/  110) 


^ 


Diese  Gleichung  ergibt  nur  reelle  Werte  für  -,  falls 

y 

♦Wj  ^  tn^  ^  f?»3  \ 
oder (/-lll) 

Machen  wir  die  erstere  Annahme,  so  erhalten  wir 

^=±1/""''-'"'=-^ (/.112) 

and  mit  Hfllfe  der  Gleichangen  (/.  108)  können  nunmehr  leicht 
X,  y,  Xi,  y,,  einzeln  bestimmt  werden.  Man  erhält  dadurch 


__  ,    Vint—mi  Pi  —  l/»ii — »1,  Pi 


V 


»Wa — W3 


(/•  113) 


Es  folgt  sodann  weiter 

5;,^  =  »^Vt^ülZll^- (/  114) 

m^  —  m^ 

und  aus  einer  der  Gleichungen  (/.  109) 

^^m,->m3 (/.  115) 

SchlieszHch  ergibt  (/.  104)  noch  för  die  Grösze  g  den  Wert 
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^_fvf^ (^116) 

und   hiermit  siud   die   Werte   aller  bei  der  cyclischen   Trans- 
formation in  Betracht  kommenden  Gröszen  ermittelt. 

164.  Umgekehrt  setzen  die  vorhergehenden  Relationen  uns  in 
den  Stand  unmittelbar  von  der  cyklischen  Form  der  Vektor- 
funktion  auf  die  rechtwinklige  zu  schlieszen. 

Es  ergibt  sich  nämlich  daraus 

mj  =  5'  +  Ä,  m^=g  —  h (/ 117) 

und  aus  (/.  104) 

mi=g  —  hSXfi (/.  118) 

Noch  wird  aus  (/.  113)  erhalten 

^*~V/2(1  +  5a^)'  "'  -  V/2(l  -  Sx^)  •  •  •  ^•^•"  ^ 
oder  kürzer 

p^=U(ß-x),  /,,=  Cr(^4-A) (/.  120) 

während  schon 

p,  =  UVX(^ (/.  121) 

gefunden  ist. 

165.  Ist  die  selbstconjugirte  Funktion  (p^p  cyclisch  transfor- 
mirt,  so  ergibt  sich  daraus  eine  einfache  Gestalt  fQr  die  will- 
kürliche lineare  Vektorfunction.  Denn  nach  (/.  96)  in  Ver- 
bindung mit  (/•  100)  erhält  man  nunmehr 

(pp=gp+np+hrÄpf^=  v{g+i)p+hr\pfi 

oder 

(pp=  Vq^p  +  hV^pfj^ (/.  122) 

wo  ^0  ^i^  constanter  Quaternion  ist  derart,  dass 

166.  Schlieszlich  seien  noch  die  Transformationen  erwähnt, 
welche  von  Hamilton  die  focale  Transformationen  der 
selbstconjugirten  linearen  Vektorfunktiön  genannt  worden  sind 
und  welche  durch  die  Gleichung 

CpoP=  —  a\Vxp  +  bfJLSfAp (/.  123) 

ausgesprochen  werden,  a  und  b  bedeuten  constante  Skalare ,  A,  fA 
Einheitsvektoren  bestimmter  Richtung. 
Man  kann  sodann  auch  schreiben 


i 
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CPqP  =  ap -^  axS\p  +  bfiSfip (/ 124) 

Die   Anwendang   dieser  Gleichung  auf  die  drei  Vektoren  p,, 
pj,  p,  ergibt 

(mj  —  a)pi  =  aASApi  4"  hfiSfiPi  \ 

(mj — a)pj  =  aA/SApj  +  ^/^'S'/ccpj  > (/.  125) 

(»»3  —  a)p3  =  aAÄApj  +  bfiSf^p^  ] 
und  die   Operation   mit  S.VXfi  an  eine  jede  dieser  Relationen 
fährt  zu  den  Gleichungen 

m,  — a  =  0[ (/.  126) 

m  3  —  a  =  0 ) 
oder 

Äp,  Faa*  =  0  \ 

S.p,FA|C*  =  0 (/.127) 

ÄP3  V\(A  =  0  ) 

Wie   bei  dem  Vorhergehenden  schlieszt  man  sodann  weiter, 


TWj  =  a (/.  128) 

und 

UVxuL  =  p, (/.129) 

and  die  erstere  dieser  Gleichungen  reducirt  die  beiden  letzteren 
der  Relationen  (/.  125)  zu  den  nachstehenden 

(m^  —  m,)pj  =  wiiAÄApj  +  bfiSßp^  \     ^         (/  130) 

Nun  setze  man  der  Gleichung  (/.  129)  entsprechend  wieder 

A  =  ^Pj  +  yP3,       Ä^  +  y^==lj 

und  führe  diese  Werte  in  die  Gleichungen  (/.  180)  ein.  Dadurch 
wird  erhalten 

m^x^  +  ^^1  =  *w,  —  mA 

^1»'+  *y!  =m,  -  mjj (/.  132) 

Die    Addition   der  beiden  ersteren  dieser  Relationen  in  Ver- 
bindung mit  den  Gleichungen  (/.  131)  ergibt  unmittelbar 

6  ==  m,  —  fUj  —  m^ (/.  133) 

und  weiter  findet  man  durch  Auflösung  für  «,  y,  a?,,  y^  Werte 
welche  sich  in  die  nachstehende  Gestalt  bringen  lassen 
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»n, '  — »».'       .       »».* — m.  ' 


^'=li.    Z-.  »y*=l-.    1-, (/isi) 


wi,    — ^'^i  ^1    — ^1 


^?  = 


»»••(»^i'  —  ^T*) 


.  (/.  135) 


*       (m7*  —  m;')  (m7'm7*  +  wY'mJ*  —  m7*m7') 

yi ^TH^T*  —  ^T') [ 

^t       (m7»  -  m7')  (w7'tn7*  +  m7^m7^  -  fnl'm',')  j 

Die  Werte  für  j?*,  y^  sind  nur  positiv ,  wenn  einer  der  Un- 
gleichungen 

m7*  >  m7^  >  m7S  m7^  >  »17*  >  »»7*  ....(/.  136) 
genügt  wird. 

Es  werden  sodann  aber  auch  die  Werte  für  x\,  y\  reell  sein 
müssen,  wie  unmittelbar  erhellt,  wenn  man  noch  beachtet ,  dass 

Hierdurch  ist  nun  festgesetzt,  welche  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung (/.  98)  für  m^  zu  wählen  sei. 

Hat  man  in  dieser  Weise  die  Gröszen  ^^,  y^y  ^J,  y\  be- 
stimmt, so  müssen  noch  die  Zeichen  der  Goefficienten  x^  y^ 
^i  f  Vi  ^^^  Gleichung 

m^ay  -f  bx^y^  =  0 
entsprechend  gewählt  werden.  Es  wird  hierdurch  zu  Tage  treten, 
dass  diese  Transformation  auf  zweifache  Weise  stattfinden  kann. 

167.  Man  könnte  wieder  umgekehrt  fragen  aus  der  focalen  Form 
der  linearen  Vektorfunktion  unmittelbar  auf  die  rechtwinklige 
zu  schlieszen.  Es  wird  zu  diesem  Zwecke  hinreichen  aus  den. 
Yorangegangenen  Gleichungen  die  Gröszen  f^nm^,  m„  Pi^p^jP^ 
zu  bestimmen. 

Nach  (/.  128)  (/.  129)  ist  schon  bekannt 

mi=aj     Pj  =  UVkfA 

Aus  (/.  131)  erfolgt  durch  Multiplikation 

^SX(4,  =  xx^  +yyi 
und  indem  man  quadrirt 


7n, 


(SX(Ay=x^x\+yY,+2xyx,y,=x''x\+yY,  -  2-^a:Vnach  (/.  132). 

Die   Substitution   der   für  ^^,   x\y  y^^  y\  gefundenen  Werte 
ergibt  in  Verbindung  mit  (/.  133) 

f?»2  --|-  mj  =  a  —  b 
m^m^  =  —  ab{ß\{L)^ 


f 
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und   hieraus   erhellt  sofort,   dass  m^^  m^   die   beiden  Wurzeln 
der  Gleichung 

^1  —  (a  —  6)  m  —  a6(SAA*)*  =  0 (/ 137) 

sein  müssen.  Weil  aber  nach  {b,  151)  (6.  185) 

S.q^  =  Sq^  —  NVq  und  Sq^  +  NVq  =  Tq^ 
80  ergibt  sich 

2Sq^  =  S.q^+Tq^ 
nnd  daher  auch 

2(S\fiy  =  S.{}.fiy  +  l. 

Die  Gleichung  (/.  137)  kann  deshalb  auch  in  der  nachstehen- 
den Gestalt  erhalten  werden 

,n»-(a-.6)m-a6^i^^' (/ 138) 

Der  Annahme  (/.  186)  gemäsz  müssen  hieraus  m,  und  m, 
ermittelt  werden,  wodurch  man  zu  den  nachstehenden  Werten 
geführt  wird: 

Um  schlieszlich  noch  p^ ,  ^3  zu  bestimmen ,  können  wir  wie 
nachstehend  yerfahren.  Die  beiden  Gleichungen  (/•  131) 

mnltiplicire  man  mit  m^j  -^bS^fA  bzhw.  nnd  addire  die  Re- 
sultate, indem  in  der  zweiten  Seite  SXfi  durch  — xx^  — yy^ 
ergetzfe  wird.  Es  entsteht  in  dieser  Weise 

=  h[^2y  +  *yi('»^i  +  yyi)] 

Nun  ist  jedoch  weiter 

m^x  -f-  bx^(xx^  J^yy^)  =  x{m^  J^bx\)  +  byx^y^ 

=x{m^-^bx\  -m.y^)  j  ^^Yitf.n2) 

=4w3+tni  -  wij  -  mj  (a:*+y  ^)]  j 
=:a?(m,-mj) 
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Somit  wird  die  zuletzt  erhaltene  Gleichnng 

^nig  —  »12)^2  =  WjA  —  bfiSXfi 

P2  =  ±  U{m,\  -  6^Sam) (/.  139) 

je  nachdem  x{m^  —  m^)  positiv  oder  negativ  ist. 

In  gleicher  Weise  wird  erhalten 

P3  =  ±  U{m^\  —  bßS)iß) (/.  140) 

je  nachdem  y{m^  —  m^)  positiv  oder  negativ  ist. 

In  dem  Vorhergehenden  ist  nur  der  Fall  betrachtet,  wo  die 
Wurzeln  der  Gleichung  (/.  98)  sämtlich  von  einander  und 
von  der  Null  verschieden  sind.  Wenn  diese  Voraussetzung  nicht 
zutrifft,  so  treten  Vereinfachungen  ein,  auf  die  wir  hier  aber 
nicht  näher  eingehen  wollen. 

168.  Die  in  den  vorigen  Artikeln  erörterte  Transformation  ist 
nicht  die  einzige  focale.  Eine  andre,  welche  von  Hamilton  die  b  i- 
focale  Transformation  genannt  worden  ist,  möge  noch 
kurz  dargelegt  werden. 

Wir  sahen ,  dass  man  im  allgemeinen  auf  zwei  focale  Trans- 
formationen geführt  wird ,  welche  durch  das  Zeichen  der  Grödzen 
a :  y  und  a^  :  y^  verschieden  sind.  Es  entstehen  aus  den  Glei- 
chungen (/.  131)  daher  auch  zwei  Vektoren  paare,  welche  wir 
mit  A ,  jLt ;  A| ,  /Xj  bezeichnen  wollen ,  sodass 

A  =  j?p2  +  y/»3»    \=ap^  —  yPz (/•  141) 

f^  =  ^'«iP2+ yiPz^  ^i  =  ^iPa-yiP3 (/•  142) 

Wir  können  nun  auch  in  (pQp  statt  A ,  fi.  die  beiden  Vektoren 
A ,  A|  einführen  und  die  dadurch  erhaltene  Form  ist  eine  Hi^- 
HiL'pNsche  bifocale  Form. 

Aus  (/.  141)  erfolgt  zunächst 

A  -f  Aj  __  -^  —  -^1 

''^  =  ""27"'  ''^"■"TT 

und  die  Sabstitation  dieser  Werte  in  die  erste  der  Gleichungen 
(/.  142)  ergibt 

Fflhrt  man  diesen  Wert  in  die  focale  Form  (/.  124)  ein,  so 
wird  erhalten 
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+ 1  (5  - 1'^^^'" + \  ö  -  f 0  (^^^'^ + ^.^^')- 

Nun  ist  jedoch 

'4\^y/        4\dJ        yj  xy 

Dadurch  wird 

<poP  =  a,  + 1  ^^»  _  ??  J  (ä5A(»  +  a,5a,p) 

und   wenn   noch   die   Werte  fär  a,  6,  jj*,  dr*,y*,y*  aus  (/.  128) 
(/.  133)  (/.  134)  (/  135)  eingeführt  werden 

+  (m,  +  m,)  (aSa,p  +  a,5ap)]. 
Sehlieszlich  sei  gesetzt 

^?i+^  =  -e (/.143) 


tWj  —  Wlj 


So  wird  erhalten 
0„/,  =  ^[(«'-  l)/»-(A5A^+A,5A,,»)+e(A5A.p+A,5A^)l  (/.  144) 

169.  Eine  zweite  allgemeine  Lösungsmethode  der 
linearen  Qaaterniongleichungen  ist  in  diesem  Artikel  ausein- 
andergesetzt. 

Dieselbe  gründet  sich  auf  den  im  zweiten  Abschnitte  be- 
wiesenen Satz,  dass  die  Gleichheit  zweier  Quaternionen  vier 
Skalargleichungen  in  sich  schlieszt. 

Dif^e  Methode  anzuwenden,  ersetze  man  jeden  in  der  Glei- 
chung vorhandenen  Quaternion  durch  die  viergliedrige  Grund- 
form, und  bringe  nachher  die  beiden  Seiten  der  Gleichung 
wieder  in  diese  Gestalt. 

Wir  wollen  als  Beispiel  eine  der  yorher  schon  gelösten 
Gleichungen  wählen,  nämlich 

V»p  =  x. 

15 
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Es  sei 

*  =  «i*  +  V  +  «3*»  P  —  ^  +  yj+^l^j  7  =  Cti  +  eJ-{'C^kj 
wo  Skalarteile  natürlich  nicht  yorkommen. 
Nach  (6.  169)  ist  sodann 

Vccp  =  i{za^  —  ya^)  +j{xa^  —  za^)  +  h{ya^  —  xa^) 
und    dieser    Ausdruck  soll  mit  y  identisch    sein.   Man   erhält 
hieraus  die  drei  Skalargleichungen : 

za^  —  yag  =  Cj ,  xa^  —  za^  =  Cj,  ya,  —  xa^  =  c^    .  (/.  145) 

Dieselben  schlieszen  in  sich  die  Skalarrelation 

a^Cj  -^  a^c^  +  Ö3C3  =  0  oder  Sccy  =  0 

wie  auch  vorher  gefunden,  und  bei  dieser  Annahme  sind  die 
Gleichungen  (/.  145)  nicht  mehr  unabhängig  yon  einander. 
Man  hat  somit  nur  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei 
Unbekannten  x^  y,  z,  wodurch  in  der  Lösung  ein  unbestimmter 
Skalar  bleiben  musz,  in  Übereinstimmung  mit  dem  vorher 
erhaltenen  Resultate. 

Bezeichnen  wir  jenen  Skalar  mit  A,  so  sind  bekanntlich  die 
Lösungen  der  Gleichungen  (/.  145) 

,=«,*+.(A_^) 


und   hierdurch  ist  nun  auch   der  Wert   von   p  bekannt;  doch 
wollen  wir  nicht  länger  bei  dieser  Methode  verweilen. 

170.  Die  bisher  auseinandergesetzten  allgemeinen  Lösungsme- 
thoden erfordern  bei  vielen  Gleichungen  umsiSndliche  Rechnun- 
gen ,  welche  durch  Anwendung  specieller  Methoden  leicht  ver- 
mieden werden  können.  Es  sei  uns  gestattet  diese  Behauptaug 
an  einigen  Beispielen  zu  erweisen.  Wir  wählen  dazu  wieder  die 
schon  nach  der  allgemeinen  Methode  gelösten  Gleichungen. 
10.  V.apß  =  y. 

Wir   operiren   an  diese  Gleichung  mit  dem  Symbol  /S.«  und 
erhalten  dadurch 

S.ay  ==  5.«  Vapß  =  S.aapß  =  »^Sßp 
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oder  kürzer 

S.ßp  =  ct-^Sccy. 
Ebenfalls 

Ä/3y  =  S.ß  Vccpß  =  S.ß Vßp»  nach  (c.  <ß)  =  ß^Sctp 
oder  kurz 

S.ap  =  ß-^S.ßy. 
Schreiben  wir  noch  statt  der  gegebenen  Gleichung 

aSßp  —  pSxß  +  ßS»p  =  y 
80   erhalten   wir,   wenn  die  yorhergehenden  Resultate  beachtet 
werden 

pSxß  =  —  y  +  cr-^S.ay  +  ß-^S.ßy 
in  Übereinstimmung  mit  (/.  70). 
20.  V.pxß  =  y  oder  pSxß  —  xSßp  +  ß&oLp  —  y 

Wie  bei  der  vorigen  Gleichung  erhält  man 
8.»y  =  Sm  Vpxß  =  S.x(pSxß  -  xSßp  +  ßSxp)  =  2SxpSxß  ^  x^Sßp 
S.ßy  =  S.ß  Vpxß  =  S.ß  Vßxp  =  S.ßßxp  =  ß^Sxp. 
Durch  Auflösung  erfolgt: 

Sxp  =  ß-^Sßy,  S.ßp  =  —  x-'^Sxy  +  2x-^ß-^SxßSßy 
Bei  der  Substitution  dieser  Werte  in  die  ursprüngliche  Glei- 
chung wird  erhalten 

pSxß  =  y  —  x-^Sxy  +  2x-^ß-^SxßSßy  —  ß'^Sßy 
wie  in  (/.  72) 
3«.  V.xp  =  y. 

Es  kann  nunmehr  S.xp  willkürlich  gewählt  werden  z.  B. 

S.ap  =  X. 
Durch  Addition  zu  der  vorliegenden  Gleichung  wird 

»p=zy  -{-  X  oder  p  =  x-~\y  +  x). 
Dieses  Resultat  ist  in  (/.  74)  enthalten. 
Dasselbe    Verfahren   wäre  jedoch   bei   den   beiden    vorange- 
gangenen Gleichungen  nicht  ohne  Weiteres  gestattet.  Denn  man 
hätte  sodann  aus  der  sub  2"  behandelten  Gleichung  erhalten 

p  =  {x^  y)ß-^a-^ , 
was  offenbar  im  allgemeinen  unmöglich  ist ,  weil  die  erste  Seite 
ein    rechter  Quotient,   die   zweite  ein  willkürlicher  Quaternion 
ist.  Es  musz  somit  die  Grösze  x  noch  so  bestimmt  werden ,  dass 

S.(x  4-  y)/3-i«-i  =  0 , 
woraus 
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Die  LSsang  der  betrachteten  Gleichung  kann  daher  geschrie- 
ben werden 

Eine  nützliche  Übung  gewährt  die  Zurückfahrung  dieses 
Ausdruckes  auf  die  Form  (/.  72)  oder  umgekehrt.  Wir  wollen 
nur   noch  die  zuletzt  erhaltene  Lösung  ein  wenig  umgestalten. 

Es  ist 

Äy/3-iÄ-i  =  ct-^ß-^S.yßn  =  —  ar^ß-^S.»ßy. 
Somit  wird: 

171.  Hamilton  hat  auch  eine  direkte  Lösung  der  all- 
gemeinen linearen  Quaterniongleichung  mitgeteilt, 
welche  nicht  eine  vorangehende  Reduktion  zu  einer  linearen 
Vektorgleichung  eines  Vektor«  yoraussetzt. 

Wir  wollen  dieselbe  in  den  nächstfolgenden  Artikeln  erörtern. 

Es  sei  y(^)  =  r  die  gegebene  Gleichung,  q  der  unbekannte, 
T  ein  bekannt  yorausgesetzter  Quaternion.  Der  Einfachheit  wegen 
wollen  wir  auch  hier  wieder  das  Resultat  der  Operation  /  au 
einen  Quaternion  q  im  allgemeinen  mit  fq  bezeichnen  und  nur 
ßq)  schreiben ,  wenn  q  aus  einer  Summe  besteht  oder  eine  ver- 
wickelte Gestalt  hat.  Es  hat  die  Funktion  /  die  nachfolgenden 
Eigenschaften : 

wegen  der  Linearität; 

AM)='''fi (/-i^S) 

wegen  der  Relation  (/.  147). 

Die  Lösung  der  yorliegenden  Gleichung  wollen  wir  mit  /"^r 
bezeichnen.  Es  ist  deshalb 

i=f^T,  wenn  fq  =  T (/.  149) 

Wie  in  Art.  188  kann  bewiesen  werden,  dass 

/-V  +/-V  + . . . .  =^t\r  +  r'  +  ....)..  C/.  150) 
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f-\xr)  =  xJ^^T (/.151) 

Wenn  wir  eine  neue  lineare  Funktion  f  construiren,  welche 
der  Relation  genügt 

S.pfq  =  S.q/p (/.152) 

80  können  wir  dieselbe  die  Gonjugirte  der  Funktion  /  nennen. 
Setzen    wir  voraus   die   lineare  Oleichung  sei  in   die  Form 
(/.  7)  gebracht,  so  ist  es  ein  Leichtes  die  Funktion/' zu  finden. 
Denn  wenn  wir  an  die  erste  Seite  der  Gleichung  (/.  7)  mit  S,p 
operiren  und  jedes  Glied  fdr  sich  nehmen,  so  erhalten  wir 
Spaqb  =  S.{pa)  {qb)  =  S.(qb)  (pa)  =  S.qbpa 
S.p€Seq=  SeqSpc  ^='SqeScp  =  S.qeScp. 

Es  geht  hieraus  heryor ,  dass  die  Funktion  f  aus  /  erhalten 
wird,  indem  die  Gröszen  b  mit  a,  und  die  Gröszen  c  mit  e 
umgetauscht  werden. 

Wenn  man  in 

/=Zaj6  +  ^cSeq, 
q  der  Einheit  gleich   setzt,   und   in  gleicher  Weise  in  /q^  so 
erhält  man 

fl  =  Zba  +  i:eSc\ ^^'^^^^ 

Es  ist  daraas  ersichtlich,  dass 

Ä/1  =  Ä/1 ,  aher   V/l  ^  V/1. 
Wir  wollen  demnach  and  der  Kürze  halber  setzen: 

S.fl  =  S.f'l  =  c,   F/l  =  «,   F/l  =  «'  .  .  .  (/.154) 
wodurch  zugleich  die  Relationen 

fl  =  e+t, /!=€  +  ,' (/.155) 

erhalten    werden.    Weiter  kann   man   wie   nachstehend   trans- 
formiren : 

S.fg  =  S.lfq  =  S.qf\  nach  (/.  152)  =  S.q{e  +  t')  —cSq-\-  S.t'q , 
^•fy  =y-ASq+  Vq)=  VifSq^fVq) nach  (/.  Ul)=V.fSq+  V.fVq 

=  V.Sqf\  +  r.fVq  =  Sq.  V/1  +  V.fVq  =  e'Sq  -\-(pVq 
oder  kürzer 

S.fq  =  cSq  +  S.s'q ,  Vfq  =  e'Sq -{- <pVq  .  .  .  (/.  156) 
wo  ^  Vq  eine  lineare  Vektorfanktion  des  Vektors  Vq  ist.  Denn 
man  erhält 

^Vq=  V.fVq  =  2  V.a{  Vq)b  +  Z  V.cS{e  Vq). 
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Jedes  tilied  unter  dem  ersten   Zeichen   £   kann   wie  nach- 
stehend transformirt  werden 

V.a{  Vqy> = V.a  Vq(Sb  +  76)  =  F.aSft  F?  -f  T  o  F?  Fi  = 
=  V.aSb  Vq  +  V.{Sa  +  Va)  Vq  Vb 
=  V.aSb  Vq  —  V.Sa  VbVq-\-V.  Va  VqTb 
=  V.{aSb  —  Sa  Vb)  Vq  +  VaS.  VbVq—  VqS.  Fo  F6  + 

+  VbS.VaVq 
=V.{aSb-SaVb-S.VaVb)Vq-\-VaS.VbVq-\-Vb.8aVq 
Ehrend  weiter 

F.c5(e  Vq)  =  S{e  Vq)  Ve  =  VcS{e  Vq)  =  VeS.  Ve  Vq 
und   hieraus  geht  hervor,   dass   0Vq   in  der  Tat   die  Gestalt 
der   linearen  Vektorfnnktion   (/.  16)   besitzt.   Auch   hätte   man 
zeigen  können,  dass  die  Funktion  V.jVq  der  Gleichung  (/.  19) 
genügt. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (/.  156)  erfolgt,  dass  allgemein 

/?  =  (c  +  ')^  +  Ä.»'?  +  <pF? (/.157) 

gesetzt  werdeu  kann. 

Die   zweite  Seite   der  gegebenen  Gleichung  wollen  wir  auch 
transformiren 

r  =  /Sr+  Fr  =  Sr  +  (?)Cp-^Fr  =  5r4-c|)p, 

wenn  p  definirt  wird  durch  die  Gleichung 

p  =  (p-irr (/.  158) 

Die  ursprünglich  vorhandene  Gleichung  lautet  nunmehr 

/(y)  =  Sr  +  (pp (/.159) 

Weiter  wollen  wir  nach  Hamilton  setzen 

q  =  4-\-p (/.  160) 

WO  ^  ein  neuer  Quaternion  sei ,  welchen  wir  sogleich  auswerten 
werden. 

Es  wird  sodann 

//=A?-P)=/?-/P=='Sr  +  (JJp-//i.  .  .  (/.161) 

Die   letztere   Funktion   kann  leicht  bestimmt  werden.   Denn, 
wenn  man  für  /  die  Form  (/.  157)  wählt,  so  wird  erhalten 

/p  =  (c  +  e)Sp  +  S.fV  +  cpp  =  S./p  +  (pp 

und  hiermit  geht  die  Gleichung  (/.  161)  über  in  *- 

/^'  =  Sr-.Äf'p  =  5(r  — 5» (/^162) 

Demgemäsz  wird 
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/=/-'S(r-/p)nach(/.U9)=5(r-//>)/'-iliiach(/.151)  (/.  163) 

Weil  r^i\p  bekannte  Gröszen  sind,  oder  wenigstens  Gröszen, 
deren  Werte  nach  vorigen  Methoden  aas  der  gegebenen  Glei- 
chung bestimmt  werden  können ,  so  bleibt  nur  noch /~^1  zn 
ermitteln.  Es  ist  dieses  Symbol  der  Wert  des  Quaternious  ^o ' 
welches  der  Gleichung 

/?o  =  l (/.164) 

genügt. 

Die  Skalar-  und  Yektorteile  des  Quatemions  q^  seien  ao,  «o 
bzhw.,  so  ist 

/(«o  +  «o)  =  1  oder  nach  (/.  157)  (c  +  i)aQ  +  S  ict^  +  fl^«o  =  1 
and  diese  Relation  führt,  indem  man  die  Skalare  und  Vektoren 
trennt,  zu  den  beiden  anderen 

cao -|-iS.«'«0  =  1,     aof  +  $Äo  =  0  ....  (/.  165) 

Aas  der  zweiten  dieser  Relationen  wird  «q  laicht  gelöst.  Da- 
durch wird  erhalten 

«0  =  —  <?""Köo^)  =  —  «o<?""^« 

und  indem   dieser   Wert   in   die  erste  der  Gleichungen  (/.  165) 

eingesetzt  wird 

1                                                 (b-h 
«0= o  /^  r  ^^^  hiermit  ««  = ^  ,^  ,     .  (/.  166) 

Schlieszlich  ist 

/-4=ao  +  .o  =  ^4i:^, (/.167) 

nnd  nach  (/,  160)  (/.  163)|, 

Es  wäre  somit ,  um  den  Wert  des  unbekannten  Quatemions  q 
zn  erhalten,  notwendig  erst  die  Funktion  ^'^  zu  bestimmen, 
was  auf  die  Lösang  einer  Vektorgleichung  hinauskommt.  Man 
kann  jedoch  weiter  gehen  und  dadurch  diese  Funktion  ganz 
eliminiren. 

Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichung  (/•46)  wieder 
aaf  und  setzen 

^-i  =  a?i— a?j<J)  +  cp'  =  ;^: (/.  169) 

wo  X  eine  neue  Funktion   ist.   Wenn   wir  sodann  noch  einen 
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neuen  Skalar  y  einführen ,  den  wir  defiiiiren  durch  die  Gleichung 

xc-S.€'x^  =  y (/.  170) 

80    erhalten    wir   die    nachstehenden    Transformationen.    Nach 
(/.  167)  kann  nun  auch  geschrieben  werden 

•^  xc—S,ix^~'^s  y 

somit 

f^^y  =  x—  x^  iiach  (/.  151) 

y=f[s-xs] (/.171) 

Und  weiter 

=  [xc-S.s'x^]P  +  xSir-e'p).  [1^0-^e] 
=  [xcS./x€]P  +  \x-'X^]Sir-€p) 
Indem   die   Produkte  berechnet  und  die  Glieder  umgetauscht 
werden 

yq  =  ^x-'X^]'^  -^cxp—  S.6'xp  -f-  l^f.Sf'p— PÄ/;^« 
=  [o?  -  x^]Sr  +  cxVr-  S.s'x  Vr  +  V.b'  V{pxi) 
wobei  zuletzt  die  Formel  (c.  40)  angewandt  ist. 

Eine  weitere  Umgestaltung  wollen  wir  getrennt  yornehmen 
und  greifen  zuerst  ein  wenig  zurück.  Indem  man  wie  in  Art. 
148  verfahrt ,  kann  die  Formel  erhalten  werden 

und  die  Operation  an  diese  Gleichung  mit  cp'  ergibt 

x' V?,fA  =  (pXV.(px<pß] 
wo  X   nach  (/.  34)  berechnet  wird ,  wenn  man  darin  die  Funk- 
tion  cp'   durch   (p   ersetzt.   Es  ist  jedoch   in  Art.  159  gezeigt, 
dass  af  =  X  sein  musz. 

Die  Yorige  Gleichung  lässt  sich  demnach  schreiben 

a  VXfA  =  <p'[  V.(pxq)fi] 
und   diese   Relation   wollen   wir    zu  unsrer  Transformation  an- 
wenden. Denn  es  wird  nach  derselben 

^Vpxi^'^PX  V.(pp(pxs]=(p'[V.(f>(p~^  Vr(p{x0-^e)]naGh  (/.158)(/.169) 

=(pX  V.{  Vr)xs]  =  —  x:f>\V.e  Vr) 
oder  schlieszlich 
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V,px€  =  -(pW'^Vr) (/.172) 

Setzt  man  diesen  Wert  in  den  ftir  yq  erhaltenen  Ausdruck , 
80  wird 

yq  =.  [x-^x^]Sr  +  ex  Vr-^S.i'x  Vr-  V.i'(p\  V.s  Vr)   {f.  178) 
Der  unbekannte  Quaternion  q  ist  durch  diese  Gleichung  ganz 
in  directen  Operationssymbolen  ausgedrückt. 

172.  Wir  wollen  weiter  noch  zusehen,  welche  Änderungen 
die  eingeführten  Groszen  erfahren,  wenn  /  durch /+m  ersetzt 
wird,  wo  m  Skalar  ist.  Wir  bezeichnen  die  Werte,  welche 
Vi  ^i  Xy  Cj  $»  ^'  dadurch  annehmen  mit  y«,  a?«,,  Xmj  c«,  cp«,  <J) « 
bzhw. 

Aus  der  Bedeutung  der  Gröszen  «,  s  leuchtet  unmittelbar 
ein,  dass  dieselben  durch  die  Substitution  nicht  beeinfluszt 
werden  können.  Auch  kann  leicht  die  Richtigkeit  der  nach- 
stehenden Formeln  dargetan  werden. 

Ctn  =  c+m,  <p^  =  (p  +  m,  (p'„  =  Cp'  +  m  .  .  (/.  174) 
Denn  es  ist  nach  (/.  154) 

c  =  Sfl 
somit 

c^  =  S.(f+fn)l=Sfl+Sm=c  +  fn.     . 
(p,    soll    weiter  aus   {f-\-fn)q  in   derselben   Weise   hergeleitet 
werden   wie   cp  aus /(y).  Beachten  wir  die  Gleichung  (/.  156), 
welche  die  Funktion  $  defiuirt,  oder 

SO  wird 

<p^  =  V.{f+m)rq  =  V.fVq-^V.mVq  =  (prq  +  mVq={(p+m)Vq 

Analoges  gilt  für  die  conjugirte  Funktion  (p\ 
Die  Änderungen,    welche  ,x  und  x  erfahren,  sind  nach  den 
Yorigen  Artikeln  bekannt.  Es  ist  nämlich 

Xm  ist  der  Wert,  welchen  .r$~*  durch  die  Substitution  erhält,  oder 

Xm  =  ^{<P-\-  w)~^  =  ^^"^  +  ^^  +  ^*  ^^^^  {/'  38) 
=  %  +  mtf/  +  w}  nach  (/.  169) 
Nach    der    Definitionsgleichung    (/.  170)   der    Grösze  y    ist 
schlieszlich 

==  (c  -f-  »w)  (ä  +  mx^  +  fn^x^  +  m^)  —  S,s\xi  +  *'*^*  +  ^^«] 
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yin  =  y  +  myi+m^y^-{-m^y^  +  fn^  .  .  .  .  (/.  175) 

wenn   die   neuen  Constanten   y^,  y^^  y^  nach  den  Gleichungen 

(/.  176)  eingeführt  werden 

yi=^  +  <J«i— Äf'i//«,  ^2  =  ^1 +CÄj-Sy«,  y^=x^  +  c  (/.176) 

Nach  dieser  Vorbereitung  können  wir  leicht  ersehen ,  welche 
Änderung  die  Gleichung  (/.  173)  erfährt,  wenn  noch  beachtet 
wird,  dass 

q  =  f-^. 
Es  wird 

y»(/+»»»)~^*'  = 

=  [«»  -  JU*] St  -{-cjuVt  —  S.t'Zm  Vr  —  V.^<p',( F.«  Vr) 

=  [jj  -)-  «,m  +  Xjin^  -\-m^  —  x^  —  "»'/'f  —  »»»*« J  Sr  -{- 

+  (e  +  m)  [x  +  mtp -\-  m*]  rr—S.t'(x  +  ♦»*  +  »»*)  Vr 

—  V.t'{(p' + m){V.irr) 

=  [«-ÄI'lfi'H-CA:  ^»"-ÄyÄ;  Vr-  r.e'<p'ir.e  Vr)  + 

+  in[(«,  -  .^f)5r  +  (c,^  +  ;t;)  Fr  -  &«>  Vr  -  V./  F(«  Fr)J  -|- 
+  m>[(jj,  -  «)Sr  4-  (c  -}- 1^)  Fr  —  5.*'  Fr]  +  m»r 
oder 

y»(/+  m)~V  =  j/~^r  -|-  mFr  +  »>*GV  -f-  »»'»*  == 

=  [»/"'^  +  "»-^4-  "**<?  -h  n»V (/•  177) 

wenn  die  neaen  Funktionen 

Fr  =  [X,  - 1^*]  5r + (<n^ + x)  Vr  -  &«'<//  Fr  -  F.«'  F(«  Fr)  j 
GV=(a-,-<)Sr  +  (c  +  t^)Fr-5.«'Fr  j   V-^'»; 

eingeführt  werden. 

Indem  an  die  Gleichung  (/.  177)   mit  f-\-m  operirt  wird, 
erhält  man 

y«  =y  +  mi/F+yJ^^)  +  m\fG  +  F)  +  m^  (/+  ö)+m*  (f.  179) 
eine  symbolische  Beziehung,  welche  mit  (/.  175)  verglichen 
werden  kann,  wodurch  sich  ergibt,  wenn  die  Coefficienten 
gleicher  Potenzen  von  m  einander  gleichgesetzt  werden, 

y.  =fF+yr\  yt=/G  +  F,  y,=/f  G  .  .  (/.  180) 

Zwischen  diesen  Gleichungen  können  die  Symbole  jP,  G  elimi- 
nirt  werden.  Es  entsteht  dadurch 

G  =  yz-A  F=y^-yJ+p (/.  181) 


und 


y/-'=y,  -yJ+y,r-r (/.  182) 
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womit  die  umgekehrte  Operation  f^^  in  der  direkten  /  aas- 
gedrückt wird. 

Schreibt  man  die  zuletzt  erhaltene  Gleichung  in  die  Form 

y-y./+y,/*-y,/'+/*  =  o (/.iss) 

80  kann  gesagt  werden ,  die  Funktion  /  genüge  einer  biqua- 
dratischen symbolischen  Gleichung. 

Die  vollständige  Lösung  der  allgemeinen  linearen  Gleichung 
ist  somit  in  dem  Gleichungssystem  (/.  182)  (/.  176)  (/.  170) 
(/.  154)  (/.  41)  (/.  34)  enthalten. 

173.  Ein  einfaches  Beispiel  möge  wenigstens  teilweise  die 
vorhergehende  Theorie  erörtern.  Es  sei  die  Gleichung 

aq^-qb^^c (/.  184) 

zur  Auflösung  vorgelegt. 
Hierbei  ist 

fq  =  aqJ^qh,  f\  =  a  +  h,  fq  =  qa  +  bq,  f\=a  +  b 

c  =  Ä(a  +  6),  £=r(a+6)  =  /   ....  (/.  185) 
cpVq^  V.fVq=  V.[aVq  +  {Vq)b]=-  V.aVq  +  VqSb  +  V.VqVb 
=  V.aVq  +  SbVq—V.VbVq 
^V.iaVq+iSb--  Vb)Vq-\=  V.{aJ^Kb)Vq 
(J/Vq^  V.{Ka'i-b)Vq  nach  Art.  140. 

Es  kommt  nunmehr  darauf  an ,  die  Gröszen  a,  x^ ,  x^  zu  be- 
rechnen nach  (/.  34)  (/.  41).  Statt  a,  jC*,  v  wollen  wir  Va  =  x^ 
Vb  —  ß  und   Vaß  wählen. 

Es  wird  hiermit 
<p'A  =  V.{Ka  +  b)a  =  r.(c  —  «  +  /3)ä  =  c«  —  Vaß 
Cf)'ß=  r.{Ka  +  b)ß=  r.(c  ^OL  +  ß)ß  =  cß—  Vaß 
Cf/y=  V.{Ka-\-b)V»ß=  V.{c-'X  +  ß)VcLß  =  {c-'a  +  ß)Vctß, 

-weil 

Ä(c-«+i3)  Vctß=S.(ß—ci)  Vxß=S.(ß—»)ixß=Sßccß=—Sxß^=0. 

Weiter  erhält  man 

Äcp'A(p>(p'v  =  S.{cx  ~  Vaß)  (cß  -  Vccß)  (c -  «+/3)  Vaß 

=  c'S.aß  Vxß  +c^S.  [xß{ß  -x)^aVxß-(  F«/3)/3]  Vaß 
-cS,[\aVaß+{Vccß)ß\{ß^»)-]'NVccß]raß 
^S.{ß-a)VaßNVxß 
=^c^NVaß  +  c^S.xß{ß  -  a)  Vctß  - 

--cS.lciVaß  +  {Vaß)ß\{ß-a)Vciß 


\ 
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=  -  c^NVaß  +  cÄ(«  -  ß)  Vxßi»  -  ß)  V»ß 
=-  c*NV»ß-\-eS.  [{»-ß)  V»ßy 
==-c^NV»ß  —  cN.(»  —  ß)  V»ß 
=-^NV»ß  —  cN{*  —  ß)NVxß 

Es  ist  noch 
jV(«-/3)=-(«-/3)»=-(  Va—  FJ)»=-[  F(o-6)]^JVF((a— 6) 

und  deshalb  schlieszlich 

S.(p'x(p'ii((/v  =  —  NV»ß[c*  +  cNV{a  —  b)]. 

Die  Grösze 

wird,  indem  die  Faktoren  der  einzelnen  Glieder  amgetanscht 
werden,  bis  aus  allen  V»ß  als  Faktor  ausgenommen  werden 
kann 

=  Ä[  1 2c«j3  —  «  V*ß{  Vaß)ß  \(e  —  »  +  ß)  + 

+  (c«  —  r»j3)  (c/3  —  r»ß)]  Faß 
=3c»S.«/3  F»|3  -  cS,[2*  FijS  +  2(  F«/3)/3  +  2»ß{»  -  ß)]  V»ß 

+S.  [( Vccßy  -\»V»ß  +  (  V»ß)ß  \(»-ß)]V*ß 
=-  Sc*NV*ß-S.[»  Vccß  +  (F«/3)/3](«-/3)  F«/3 
=-  3c»iVF«|3  +  N{»-ß)NVxß 
=-NV»ß{Sc*-NV{a-b)] 

S.[fiv(p'\  +  vA(J)'/ct  4-  ^f*0'v  = 

=S.[(c«  -  F«/3)j8  +  a{cß-  r»ß)  -\-  xß{c  -  «  +  j3)]  Vaß 
=dcS.»ß  V<tß-S.[»  Vaß  +  (  V»ß)ß  +  «0(«  -/3)]  Vaß 
=-ScNr*ß 

Somit  ist 

j,  =  c»  +  cNV{a  —  b),  «,  =  3c*  —  iVF(a  —  b),  x^  =  8c  (/.  186) 

Wir  können  nun  die  Funktionen  \pe,  xt  berechnen 
<j),  ==  V.{a  +  Kb)t  =  V.{a  +  ^6)  F(a  +  6) 

=  F.(c  +  «  — /3)  («  +  iS)  =  c(«  +  i3)  +  «j3  — /3« 
=  cF(a  +  6)  +  2F.FoF6  =  2Fa6  +  Ä(a  — 6)F(a  — 6) 
<p»«  =  F.(o  +  ü:^)  Ft(o  +  ZJ)  F(a  +  b)\ 

Es  sind  nunmehr  die  Funktionen  if/,  ;^  unmittelbar  hioKn- 
schreiben.  Doch  wollen  wir  auf  die  Mitteilung  der  Besaltate 
verzichten,  weil  dieselben  zu  ausfQhrlich  werden. 

Wir  ersehen  jedoch  hieraus,  wie  mühsam  die  Lösung  einer 
einfacheiv  linearen  Gleichung  nach  der  allgemeinen  Methode  wird. 
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Es  ist  deshalb  yorzuziehen  nach  einer  besonderen  Losunga- 
methode  amzuseben.  Eine  solche  ist  yon  Hamilton  für  die  in 
diesem  Artikel  betrachtete  Gleichung  mitgeteilt  worden. 

Wir  gehen  jetzt  zu  derselben  über. 

174.  Es  sei  deshalb  hier  wieder  die  Gleichung  (/.  184)  oder 

vorgelegt  Indem  wir  dieselbe  einmal  mit  Ka^  und  auch  durch 
h  multipliciren ,  erhalten  wir 

Ka,aq  -^  Ka.qb  =  Kax  und  aqb  +  ?6*  =  c6 
Die  erste  dieser  Gleichungen   wollen  wir   zuerst  umformen. 
Es  wird  dadurch 

qNa-\-  Ka.qb  =  Ka.c 
Die  zweite  lautet 

qjt?'  +  aqb  =  c6. 
Die  Addition  ergibt  somit 

q{Na  +  fc^;  +  IqbSa  =  Ka.c  +  cb 
q{Na  +  2bSa  +  b^)  =  Kax  +  cb 

»=]v«TOFr- .'^•'"' 

Als   ein   besonderer  Fall   sei   gewählt   c  =  0.   Schreiben   wir 
nunmehr  die  gegebene  Gleichung  in  die  Gestalt 

aq  =  qb (/.  188) 

80  ist  in  dem  vorigen  Resultate  auch  b  durch  — b  zu  ersetzen. 
Es  wird  sodann 

Kax  —  cb 

^~Na^2bSa  +  b^ 
und  fär  c  =  0  ergibt  dies  j^  ==  0 ,  ausgenommen  wenn  zugleich 

Na'-2bSa  +  b^  =  0 (/ 189) 

Diesen    Fall    wollen     wir    weiter    verfolgen.    Aus    (/.  188) 
schlieszt  man 

Taq=  Tqb  oder  Ta=  Tb (/.  190) 

Die  Gleichung   (/.  189)  kann  demnach  wie  nachstehend  ge- 
schrieben werden 

m  +  b^  —  2bSa  =  0 (/•191) 

Nach  den  Gleichungen  (6.  184)  {b.  150)  ist 

Nb  =  Sb^—rb^  und  6»  =  S6*  +  2SbVb'+  Vb\ 
Deshalb  ist 
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and  die  Gleichung  (f.  191)  ergibt  nun 

Sa^Sb (/192) 

Weil 

NVb  =  Nb--Sb^  und  NVa  =  Na—  &a*, 
so   kann   aus  (/.  190)  (/.  192)  geschlossen  werden,  dass  auch 

TVa  =  TFb 
Wenn  wir  daher 

Ura==cL,  UFb  =  ß (/193) 

setzen,  so  wird 

Va  =  tx,   rbz=tß 
sein,    wo  t  der  gemeinsame  Tensor  der  Vektorteile  von  a  und 
b  bedeutet.  Man  kann  somit  setzen 

a=-aQ  +  tx,  b  =  ao  +  tß 
wo   ÜQ   der   gemeinsame   Skalarteil   der  Quaternionen   a,  b  ist, 
und  wenn  noch 

?  =  w  +  p .....(/.  194) 

angenommen   wird ,    wo  w  =  Sg^  p=  Vq^  so  ist  die  Gleichung 
(/.   188)  identisch  mit  der  nachstehenden 

{a^  +  tx){w+p)  =  (w  +  p){a^  +  tß) 
oder 

w{a  —  ß)  =  pß  —  xp (/.  195) 

Hiermit  wird  nun 

Sw(x  -  ß)p  =  S{pß  -  xp)p  =  Spßp  -  Sxp^  =  -  Sßp^  -  Sxp^  =  0. 
Deshalb    muss    p  J. « —  ß    sein;   wenn   y   ein   willkürlicher 
Vektor  ist,  so  kann  daher  gesetzt  werden    . 

p=Vy{x  —  ß) 
und  hierdurch  geht  (/.  195)  über  in 

w{x  -ß)  =  [Fr{x  -  ß)]ß  -  xry{x  -  ß) 
Indem  auf  beide  Seiten  mit  V  operirt  wird ,  entsteht 
w{x-ß)=-r.ßr'y{x^ß)-r.xry{x-ß)=-  F.(Ä+/3)ry(Ä-/3) 
=  ^(o^^ß)S{x  +  ß)y+yS{x  +  ß){x-ß) 
=-{x-ß)S{x  +  ß)y  +  'yS{x^-ß^-2rxß) 
=-{x^ß)S{x  +  ß)7  +  rix^-ß^) 
=^{x^ß)S{x  +  /3)y-y(r«»-  Tß^) 
Weil  jedoch    x   und   ß  Einheitsvektoren  sind,  yerschwindet 
das  letzte  Glied  und  man  erhält 
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Nach  (/  194  ist  somit 

y  =  _S(a  +  /3)y+^y(«-/3) 
—  _  S^y  —  Sßy  —  r«y  +  Fßr 
=  —  ay  —  Kßy  =  —  «y  —  y/3. 
Weil  9^  willkürlich  war,  kann  daher  auch  gesetzt  werden 

q  =  »y  +  yß (/.  196) 

Ein  zweiter  besonderer  Pall  ist  derjenige,  wo  b  der  Negative 
des  Qaaternions  a  ist ,  wo  deshalb  die  erste  Seite  der  gegebenen 
Gleichung  die  Gestalt  aq  —  qa  hat.  Wir  können  sodann  an- 
mittelbar die  zweite  der  Gleichungen  (&.  152)  anwenden,  nach 
welcher  gesetzt  werden  kann 

aq  —  qa  =  2V.VaVq 
Die  erste  Seite  der  vorgelegten  Gleichung  ist  somit  ein  rechter 
Qaotient.    Dasselbe  musz  somit  auch  mit  der  zweiten  Seite  der 
Fall   sein.    Wir  schreiben  daher  die  gegebene  Gleichung  in  die 
Form 

aq  —  qa=2ß (/   197) 

oder 

r.VaVq^ß (/-löS) 

Es  ist  dies  die  mit  (/.  73)  bezeichnete  Gleichung ,  deren 
Losung  nach  (/.  74)  lautet 

rq=^{Va)-\x  +  ß) 
wenn  x  ein  willkürlicher  Skalar  ist.  Die  vorgelegte  Gleichung 
{f.  197)  lasst  den  Skalarteil  des  unbekannten  Quaternions  unbe- 
stimmt. Die  vollständige  Lösung  wird  demnach  sein 

y  =  y  +  (ra)-V  +  /3) (/.199) 

and  dieselbe  enthält  zwei  willkürliche  Skalare. 

175.  Es  gibt  einige  Gleichungen  anderer  Form  als  die  im 
vorigen  Artikel  betrachtete  lineare  Gleichung,  welche  zu  der- 
selben zurückgeführt  werden  können.  Wir  wollen  einige  hier 
anfuhren 

10.  a'qV  +  c'qd=^^ (/.  200) 

Denn   wenn   man   mit   c"^    und   durch  &'~~^   multiplicirt ,  so 
entsteht 

in  der  man  c'^^a!  =  a ,  dV"^  ==  h ,  c-^^e'b'"^  =  c  setzen  kann. 
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20.  ^a  =  aj  +  j6 (/.  201) 

Dieselbe  multiplicire  man  mit  gr^  und  auch  durch  gr^]  es 
wird  erhalten 

1  =  q'-^a  +  bq-'^ 

worin  j^-^  =  r  gesetzt  werde. 

3».  qcq  =  aq-\-qb (/.  202) 

Dasselbe  Verfahren  wie  bei  der  vorigen  Qleichung  angewandt , 
ergibt 

c  =  qn^a  -|-  ft?""^ 
somit 

€  =  ra'jr  br, 

176.  Der  in  diesem  Abschnitte  erörterte  Stoff  ermöglicht  auch 
die  Bestimmung  der  Differentiale  weniger  einfacher  Funktionen  , 
wie  wir  denselben  schon  im  Artikel  117  begegnet  sind«  Denn 
wie  aus  jenem  Artikel  ersichtlich,  erfordert  die  Bestimmung  des 
Differentials  der  Funktion  ^"*,  wenn  m  eine  gebrochene  Zahl  ist, 
die  Lösung  einer  Quaterniongleichung ,  in  der  das  unbekannte 
Differential  linear  vorhanden  ist. 

Wir    wollen   in   diesem   Artikel   eine   der   vorher   erörterten 

Methoden   dazu   anwenden   d.qi    zu  bestimmen,  wo  k^  l  ganze 
arithmetische  Zahlen  sind. 

Zu  dem  Zwecke  greifen  wir  zur  Gleichung  {e.  15)  oder 

q^'~^dq  +  q^'^^dq.q  -|-  ,  .  .  .  -|-  qdq.q^"^  +  dq.q^~~^  = 

T^-^dr  +  r^'^dr.r  + [-  rdr.r^^  +  dr.v^^ 

zurück,  wo 

qT-=^r 
gesetzt  ist. 

Wenn  wir  diese  Gleichung  mit  v^  und  zugleich  durch  r 
multipliciren ,  auszerdem  aber  die  erste  Seite  der  Gleichung  niit 
Q  bezeichnen,  so  erhalten  wir 

r-^Qr  =  r^^dr.r  +  t^^dr.r^  + +  dr.r^-^  +  r-^dr.f^ 

und  die  Subtraktion  dieses  Resultates  von  der  Gleichung  («.  15) 
ergibt 

Q  —  r^^Qr  =  f^Hr  —  r-Hr.i^ 
und  nach  der  Multiplikation  mit  r 

r^dr  —  dr.r^  =  rQ  -  Qr (/.  203) 
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Es  ist  dies  eine  lineare  Gleichung  der  im  Art.  174  zaletzt 
betrachteten  Form  zur  Bestimmung  des  gesuchten  Differentials 
dr.  Die  zweite  Seite  der  Gleichung  ist  nach  der  zweiten  der 
Gleichungen  (&.  152)  ein  Vektor,  wie  gefordert  wird.  Nach 
(/.  199)  ist  die  Lösung  nun  unmittelbar  hinzuschreiben ,  nämlich 

dr  =:. y  +  xiV.r')-^  +  \{V.r^)-\rQ -^  Qr).  .  (/.  204) 

Dieser  Wert  des  Differentials  enthält  jedoch  zwei  noch  un- 
bestimmte Skalare;  es  kann  hieraus  ersehen  werden,  dass  die 
Überführung  der  Gleichung  {e.  15)  in  die  Form  (/.  203)  nicht 
den  Nutzen  gewährt,  welchen  dieselbe  zuerst  zu  versprechen 
schien. 

177.  Den  Wert  der  Skalare  x^  y  zu  bestimmen,  tragen  wir 
den  gefundenen  Ausdrück  ftir  dr  in  die  Gleichung  {e.  15)  ein , 
welche  dadurch  eine  identische  werden  musz.  In  dieser  Weise 
wird  erhalten 

Q  =  /yr^i  +  a[T^\r.r^)-^  +  r^%  F.r^-V  +....+  r(  V.r')-^r^'  + 
+  (r.r')-ir*-i]  +  iir^^Q,  +  r^-'Q,r.+  ....  +  rQ^-'  +  Q,r'-^], 
wo 

Q,  =  {V.r^r\rQ -^  Qr) 
gesetzt  ist. 

Wenn  diese  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Potenz  von 
r,  z.  B.  mit  r*,  multiplicirt  wird  und  die  Skalarteile  der  beiden 
Seiten  einander  gleich  gesetzt  werden,  so  erhält  man 

S.r*Q  =  ZyS.7^+^i+iarS.r*+^-Hr.rO-'  •  •  (/  205) 
Denn  es  ist  allgemein  für.  jedes  ganze  a 

und  in  gleicher  Weise 

=  S.r^-^^\r.r^)-\rQ  —  Qr)  = 
=  S.r^-^'-\r.rY^rQ  —  S.r^-^^\Kr^)-^Qr 
=  S.(r*+'-H^.rO"'VjQ  —  S.\r'-^^\V.r^)-'^Q\r 
=  &Jrr*+^Hr.rO-^j<)  -  S.r\r^-^^\F.ri)'-^Q\ 

Die    bei   dem   ersten  Gliede  angewandte  Transformation  ist  er- 
laubt ,    weil 

16 
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complanare   Quaternionen  sind  und   das  associative  Princip  bei 
der  Multiplikation  gültig  ist.  Es  wird  nun  weiter 

Die  Gleichung  (/.  205)  setzt  uns  in  den  Stand ,  indem  wir 
fär  h  zwei  specielle  Werte  wählen ,  auf  einfache  Weise  die 
Constanten  or,  y  zu  bestimmen.  Dabei  soll  noch  beachtet  wer- 
den, dass  die  erste  Seite  jener  Gleichung  leicht  vereinfacht 
werden  kan.  Man  erhält  nämlich  durch  den  soeben  erörterten 
analoge  Transformationen 

und  wenn  dieser  Wert  in  (/.  205)  eingetragen  wird 

*  S.r*-^^'  dq  =  y S.r^+'-i  +  xS.f^-^^\  V.r^)-^   .  (/.  206) 

Setzt  man  hierin  nun  zuerst  A  =  1  —  Ij  so  wird  erhalten 

k       tzl 
y  =  j  S,r  *  dq. 

Die  Einführung  dieses  Wertes  in  (/.  206)  ergibt 

=  S.(  r.r*+'-i)  ( r.r^  dq). 
Nehmen  wir  weiter  an  A  =  1 ,  so  wird  erhalten 

I  xS.r'i  F.r^)-^  =  &(  V.t^i  Y.r^  dg) 

and  die  erste  Seite  dieser  Qleichang  wird  vereinfacht  zn  -r  x, 

weil 
S.r'(  r.r')-i  =  S.{S.f^  +  r.r'X  r.r')-i  =  iS.t^S(  r.r»)-!  +  1=1, 

weil  (r.r*)-^  ein  Vektor  ist. 
Somit  ist  schlieszlich : 

dr = *  S.q^  <^  +  7 (  ^•?*)-'S.(  ^.?*)  (  f"-q^  dq)  + 

+  i  (F.q^)-Hq^ Q  -Qqh (/•  207) 

178.  Es  ist  uns  schon  mehrmals  der  Fall  beg^net,  dass    in 
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dem  aus  einer  Quaterniongleichung  aufgelösten  Werte  des  Un- 
bekannten eine  willkürliche  Grösze,  Skalar  oder  Vektor,  sich 
Torfindet.  Der  unbekannte  Quaternion  ist  sodann  durch  die 
gegebene  Gleichung  nicht  völlig  bestimmt. 

Wie  in  Art.  147 — 151  dargetan  ist,  ereignet  dies  in  allen 
den  Fällen,  wo  die  Grösze  x  der  allgemeinen  HAMiLioNschen 
Methode  verschwindet. 

Wenn  wir  die  allgemeine  Lösungsmethode  mittelst  der  Re- 
duction  auf  die  viergliedrige  Grundform  anwenden ,  so  wird  der 
Fall  der  Unbestimmtheit  eintreten,  wenn  wir  nicht  vier  Skalar- 
gleichungen  zur  Bestimmung  der  Gröszen  to ^  x^  y,  z  erhalten 
oder  wenn  dieselben  nicht  unabhängig  von  einander  sind. 
Wir  wollen  noch  einige  Beispiele  hinzufügen. 
Die  Gleichung  Sq  =  a  ergibt  q=sa-{-  pj  wo  p  ein  willkür- 
licher Vektor  ist. 

Tq=^a  ergibt  q  =  a  Ur,  wo  r  ein  willkürlicher  Quaternion  ist. 
Aus   Faq=:ß  schlieszt  man 

aq  =  x  +  ß,  q  =  ar\x-\-ß), 
weil  Saq  unbestimmt  geblieben  ist. 
Aus   V.xVq  =  ß  erfolgt 

rq  =  x-\x  +  ß), 
wie  schon  in  (/.  74)  gefunden;  Sq  kann  noch  willkürlich  ge- 
wählt werden,  somit  wird 

V*-  q  =  y  +  or'\x  +  ß) 

die^Xösung  sein.  Es  kann  der  Gleichung  nur  genügt  werden, 
wenn  S«/3  =  0. 

179.  Es  sei  zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  die  Lösung 
eines  Systems  simultaner  linearen  Quaterniongleichungen ,  dem 
man  häufig  begegnen  wird,  mitgeteilt.  Es  ist  dieses  System  in 
(/.  208)  enthalten 

Sap  =  aj  Sßp  =  b,  Srp  =  c (/.  208) 

Dass  die  Lösung  in  der  Tat  eindeutig  sein  musz,  ergibt 
sieh  folgendermaszen :  Wären  p^ ,  pj  zwei  dem  Systeme  genü- 
gende  Vektoren,  so  hätte  man 

Sxpi  =  a ,  Sap^  =  a,  somit  Sx{p^  —  p^^)  =  0 , 
nnd  in  gleicher  Weise 

sß{p,  -  p,)  =  0 ,  srip,  -  p,)  =  0. 
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Es  wäre  daher  der  Vektor  p,  —  p^  senkrecht  zu  den  drei  Vektoren 
«,  /3,  y,  was  offenbar  unmöglich  ist.  Somit  soll  p,  — p^  ver- 
schwinden ,  oder  P2=^  Pi' 

Aus  den  beiden  letzteren  der  Gleichungen  (/.  208)  erfolgt 

ySßp  —  ßSßp  =  by  —  cß 
oder 

V.p  Vßy  =  hy  —  cß  nach  («.  40) 
In  derselben  Weise  wird  erhalten 

V»p  VyoL  =  CÄ  —  ay 
V.p  Faß  =  aß  —  b(t 
somit 

V.piaFßy  -\-bFya  +  cFaß)  =  0. 
Es  soll  deshalb  p  dem  Vektor 

aFßy  +  bFya+cVaß 
parallel  sein,  sodass  man  seinen  kann 

p  =  aiaFßy  +bFycc  +  cFccß) 
wenn  x  ein  Skalar  ist ,  dessen  Wert  wir  näher  bestimmen  wollen. 
Es  ist. 

S.ap  ==  xS(t(aFßy  -\-bFya  +  cFaß) 

=  xaS.aFßy  +  ^f>^»^ Fya  -\-  xcS,xFotß 
worin  die  letzteren  beiden  Glieder  verschwinden.  Somit  ist 

S,xp  =  xaSxßy ; 
nach  (/.  208)  ist  sodann  aber  auch 

a  =  maSctßy 

!_ 

8xßy 
Die  gesuchte  Lösung  des  Systems  ist  daher  schlieszlich 

arßy  +  W,.  +  cV»ß^ 

o,aßy 
Wenn   nicht  drei  Gleichungen  von  der  hier  benutzten  Form 
gegeben   sind   sondern   nur   zwei ,  so  ist  der  Vektor  p  dadurch 
nicht  ganz  bestimmt. 

Es  sei  gefragt  die  allgemeinste  Lösung  des  Systems 

Sxp  =  a,  Sßp  =  b (/.  210) 

zu  finden. 

Mit  Leichtigkeit  lässt  sich  daraus  folgern 

S.{bx  —  aß)p  =  0. 
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Dem   Vektor  p ,  welcher  hiernach  senkrecht  zu  bet  —  aß  er- 
scheint, kanü  daher  die  Form  erteilt  werden 

p=r(hx-^aß)r (/.211) 

wo  y  ein  willkürlicher  Vektor  ist. 
Statt  y  kann  stets  gesetzt  werden 

y=^ux-\-vß  -\-w  Vaß 
wo  Uj   Vy   w   willkürlich    veränderliche   Skalare    bedeuten.  Die 
Substitution  dieses  Wertes  in  (/.  211)  ergibt 

p  ==  (6v  -f-  au)  Vxß  +  w  F.{bx  —  aß)  Vxß. 
Ersetzt    man  noch  hv  -p  au  durch  einen  neuen  Skalar  x  und 
bestimmt   man  den  Wert  des  Skalars  w  durch  die  Substitution 
des  für  p  erhaltenen  Ausdrucks  in  (/.  210),  so  wird  schlieszlich 

f^.xVccß+v".^^ (/.212) 

die  allgemeinste  Lösung  jenes  Gleichungssystems  sein. 

180.  Die  Ergebnisse  des  vorhergehenden  Artikels  gestatten  noch 
eine  wichtige  Anwendung,  die  Auflösung  der  linearen  Vektor- 
gleichung nach  einer  neuen  Methode,  bei  welcher  einige  bisher 
nicht  erörterten  Punkte  der  Theorie  Erledigung  finden. 

Wenn  gegeben  ist 

(pp  =  i (/.  213) 

so  leitet  man  hieraus  unmittelbar  die  nachstehenden  Beziehun- 
gen her 

S.ACp/?  =  S.aS,  S.ijlCPp  =  Sfii ,  S,v(pp  ==  SvS  .  .  (/.  214) 
wo  A ,  jt* ,  y  drei  willkürliche  nicht  complanare  Vektoren  bedeuten. 
Es  ist  sodann  aber  auch 

S.p(J)'A  =  Sa5  ,  &/)$>=  S/CA>,  S.p(p'v  =  Svi  .  .  (/.  215) 
Wenn  daher  <J)'a,  <J)'a6»  (p'v  nicht  complanare  Vektotien  sind, 
so    kann  nach  dem  vorhergehenden  Artikel  hieraus  geschlossen 
werden 

^  '- S.cp'ACpVcp'v •  ^^'  ^^^^ 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken ,  dass  der  gefundene  Wert  Inva- 
riantencharakter  besitzt,  wie  man  auf  dem  im  Art.  144  verzeich- 
neten   Wege  dartut. 

£üue  specielle  Wahl  der  Vektoren  A ,  /c« ,  v  kann  der  Lösung 
öfters    eine   einfache   Gestalt   erteilen.    Als   Beispiel  wollen  wir 
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wieder  die  im  Art.  154  schon  gelöste  Gleichung 

Vxpß  =  y 
aufnehmen.   Wählen   wir   auch   hier   für  A,  /c«,  v  die  Vektoren 
Ä,  /3,  y,  so  ist 

=  ß^V.x{»yß -\- Saßy) 
=  ß^a}yyß-\-»ß^Scßy 

=-a}V.[xyß+Sxßy)ß 
=  x^ß^V»y  +  ßx'^Sxßy  ' 
V.(p'x<p'fjL  =  —  (^^ß^Vxß. 
Daher  wird  nach  (/.  216) 

_  {x'^Sxy  +  ß-^Sßy)S»ßy  ^  {Sxy  Vßy  +  Sßy  Vyg  +  y ^  Yxß) 
^  SaßSaßy 

und   dieser   Wert  geht  mit  Hülfe   der  Relation  (c.  46),  wenn 
man  hierin  p  durch  y  ersetzt ,  über  in  (/.  70)., 

Im  allgemeinen  kann  keiner  der  Vektoren  $'a,  (p';«,  <p'v 
verschwinden.  Denn  wäre  dies  z.  B.  mit  (})'A  der  Fall ,  so  hätte 
man,    wenn  unter  p  ein  willkürlicher  Vektor  verstanden  wird, 

S,p(p'\  =  0  oder  S.\(pp  =■  0, 
eine   Gleichung,   welche   erfordert,   dass  für   alle  Werte  von  p 
der   Vektor  0p  senkrecht  zu  A,  d.  h.  dass  die  lineare  Vektor- 
funktion keine  willkürliche  ist. 

Wenn  jedoch  cp'A  verschwinden  möchte,  so  wird  nach  der 
ersten  der  Gleichungen  (/.  215)  auch  weiter  S\i  der  Null  gleich 
kommen  und  der  in  (/.  216)  gefundene  Wert  für  p  wird  un- 
bestimmt. 

Übrigens  kann  dieser  Wert  in  dem  allgemeinen  Falle  durch  eine 
passende  Wahl  der  Vektoren  A,  /c*,  v  in  eine  neue  Form  ge- 
raten. Sind  0-,  T  zwei  beliebige  Vektoren,  so  setze  man 

^  =  y5(r  ,  v=  Vir 
Die  Substitution  dieser  Werte  in  (/.  216)  ergibt 

_  Sa?  V{<P'  Vi<r,<p'  I^St) 

^       ~S.q)'M.<p'Viir)((p' Vir) (/•  217) 

Diese  Gleichung  geht  auch  aus  (/.  32),  (/.  34)  hervor ,  wenn 
man  darin  VXjC«  durch  ?,  A  und  /c«  durch  zwei  zu  i  senkrechte 
Vektoren  ersetzt  und  endlich  noch  v  in  A  abändert. 
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181.  Die  LosQüg  (/.  216)  kann  nicht  mehr  Anwendung  finden, 
wenn  die  Relation 

S.(j)'A(J)'/x^'y  =  0 (/218) 

stattfindet.  Es  ist  dies  der  schon  in  Art.  147 — 151  erörterte 
Fall,  wo  der  Coefficient  «,  den  wir  im  Art.  148  einführten, 
verschwindet. 

Die  Vektoren  0'a,  cp'fi^  ^v  sind  in  diesem  Falle  complanar. 
Man  kann  daher  setzen 

and  die  dritte  der  Gleichungen  (/.  215)  musz  deshalb  aus  den 
beiden  andren  hergeleitet  werden  kennen,  sodass  nur  zwei  un- 
abhängige Relationen 

S./kP'a«SaJ,  S.p(J)>  =  S^> (/.219) 

stattfinden. 

Die  allgemeinste  Lösung  dieses  Gleichungssystems ,  somit  auch 
der  linearen  Yektorgleichung  in  dem  betrachteten  Falle,  ist 
nach  (/.  212) 

p  =  aV.<px<pfA+  V KcpYcpV '  '  •  (/220) 

In  diesem  Falle  kann  der  Umstand,  dass  einer  der  Vektoren 
4>A,  (p'(A  verschwindet,  eintreten  und  der  für  p  angegebene 
Wert  wird  sodann  unbestimmt.  Wenn  nämlich  $'A  verschwin- 
det, so  erfordert  dies  nach  (/.  219),  dass  dasselbe  mit  SA^der 
Fall  sei.  Es  muss  somit  A  senkrecht  zu  i  sein. 

Bei  der  Wahl  der  Vektoren  A,  ß  werde  dies  wieder  beachtet. 

Wir  wollen  diese  Resultate  dazu  verwenden  die  früher  schon 
gelöste  Gleichung 

V«p  =  y 

einer  neuen  Betrachtung  zu  unterwerfen.  Die  Gleichung  erfordert 

S»y  =  0. 
Für  A   können   wir   nun   nicht   den  Vektor  ol  wählen,  weil 
sodann  $'a   verschwände.    Lassen   wir   A ,   (a  ganz  willkürlich  , 
so  ist  nach  (/.  220) 

p^xyyc.KV.^-Y — y-y^y^^ — 

^xa^^X^  F^^^^^+^;^^^^,   nach  (c.  44)  (c.  46) 
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=  xx^Sau/^.a,"^  —  F-  ,  weil  S«y  =  0 

=  Ä-^  +  y) 

wie  im  Art.  154  gefnDden  ist. 

182.  Die  erhaltenen  Resultate  setzen  uns  auch  in  den  Stand 
die  Gleichung 

welcher  wir  im  Art.  149  begegneten,  allgemein  zu  lösen. 

Wenn  cp'A ,  (p'fjt, ,  0^y  nicht  complanar  sind ,  so  kann  zu  diesem 
Zwecke  in  (/.  216)  3  der  Null  gleich  gesetzt  werden,  wodurch 
wir  finden,  dass  auch  tt  verschwindet. 

Ist  dagegen  die  Bedingung  (/.  218)  erfüllt,  so  musz  der  Wert 
(/.  220)  Anwendung  finden  und  die  Annahme  3  =  0  ergibt 

wo   A ,  (A  willkürliche  Vektoren  bedeuten ,  welche  jedoch  nicht 
die  Funktion  0  der  Null  gleich  machen  ^). 
Wird  z.  B.  die  Lösung  der  Gleichung 

F«;r/3  —  9r  7«/3  =  0 
gesucht,   bei   welcher  der  Bedingung  (/.  218)  genügt  wird,  so 
wählen  wir  für  A,  /c*  die  Vektoren  «,  ß  bzhw.  Hierdurch  wird 
(ffX  =  A^ß  —  xlxß ,  (p'n  =  ctß^  —  ßTxß, 
V,(p'x(p'fjL  =  V.a}ß\xß  +  /3«)  ==  0. 
Somit  ist  T  =  0  die  Lösung  der  vorgelegten  Gleichung. 
Schlieszlich  sei  noch  die  Lösung  der  Gleichung 

y^Soc^v  +  yßx^ic  +  yßx^fr  =  0 
gefragt   für   den  Fall,  dass  y^^  y^^  y^  complanar  sind;  es  ent- 
spricht diese  Bedingung  der  Forderung,  dass  der  Coefficient  x 
verschwindet. 


1)    Dieses   Resultat   hätte  man   auch    in   einer   andren    einfachen  Weise  erhalten 
können.  Es  wird  die  Losung  gesucht  der  Gleichung  0p  =  0  hei  der  Nehenbedingang 

5.4>'A0>0'v  =  0. 

Ans  letzerer  fichlieszt  man 

5.(r.0'A4)V)0V  =  0  oder  5.v0(r0'A4)»  =  0  nach  (/.  29). 
Diese    Oleichung   musz   für  jeden    Wert    von    v  erfüllt  werden*  was  offenbar  nur 
möglich  ist,  wenn  man  hat 

4>(r.4>'A4)V)  =  0. 
Somit  ist  xF.^'^^'iA  die  Lösung  der  Gleichung  0p  =  0.  Es  ist  dies  ein  mit  (y.  52) 
ganz  übereinstimmendes  Resultat. 
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Hierbei  ist 

Nehme   man   för   A   den   Vektor    Vy^y^ ,   so  würde  $'a  der 
Nall  gleich  werden.  Diese  Wahl  ist  daher  Dicht  gestattet. 
Lässt  man  wieder  A,  ß  willkürlich,  so  wird  leicht  gefunden 
F.(p'A(p>  =  -  (  Vx^x,S.  Vy^y,  V?,fj,  +  Vcc,a,S.  Vy^y,  VXfjL  + 

+  Vx^a^S.Vy,y^VXfjC). 
Wählt  man  nun  erst  A,  fjL  derart,  dass 

Fäa»  =  UVr^Y,  =  UVy^r,  =  UVy.r^ 
und  beachtet  man,  dass 

Ä  Vy,y^  U  Vr^y,  =  S.  T  Vy,y,{  V  Fy,y,)>  =-T  Fy,y, 
SO  ergibt  sich  schlieszlich 

^=x{TVy,y,.Vx,x,+TVy,y,.Vcc,x,+TVy,y,.Vx,x,)  (/.  221) 
als  die  gesuchte  Lösung. 

Hierbei  ist  angenommen ,  dass  die  in  den  Quaternionen 
^2^3»  ^2^1^  ^1^2  enthaltenen  Drehungen  den  nämlichen  Sinn 
haben. 

183.  Zum  Schlüsse  sei  noch  die  Losung  der  linearen  Vek- 
torgleichung erörtert,  wenn  die  lineare  Vektorfunktion  in  der 
dreigliedrigen  Grundform  gegeben  ist: 

7tScc,p  +  y,ßx^p  +  y,Sx,p  =  i (/.  222) 

Die  Operation  mit  S.y^y^  an  die  beiden  Seiten  dieser  Glei- 
chung ergibt 

S7i7273 
In  gleicher  Weise  wird  durch  die  Operation  mit  S.y^y^  und 

mit  S.yiy^  erhalten 

Syi^jy.,  Sy^y^y^^ 

nach  (/.  209)  ist  daher 

^  ^2>^3>  7<»^^3  +  Sy^y^iVx^x^  +  Sy^y^iVx^x^  ^ 

Sx^x^x^Sy^y^y^ 
Dieser    Wert   wird   unbestimmt,    falls   y^,  y^,  y^   complanar 
sind,    weil   sodann   auch  S,  der  Gleichung  (/.  222)  zufolge,  in 
der   ebene  jener  Vektoren  enthalten  sein  muäz. 

In     diesem   Falle    kann    der    Vektorfunktion   eine   einfachere 
Gestalt    erteilt   werden.    Denn   bestimmt   mau    nun  den  Vektor 
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T  aus  (/.  221) ,  so  kann  man  von  den  drei  willkürlichen  Vek- 
toren «p  ^2*  ^3  ^^^  P^^^  ^'  B«  ^11  ^2  derart  wählen,  dass 

und  dadurch  musz  y^ ,  welcher  durch  die  Gleichung  (/.  87) 
definirt  wird,  yersch winden ,  sodass  die  lineare  Yektorfnnktion 
die  Form  annimmt 


QÜATERNIONGLEICHUNGEN  DES  ZWEITEN 

UND  HÖHEREN  GRADES. 


184.  Wir  betrachten  zaerst  Quaterniongleichangen ,  welche 
nar  complanare  Quaternionen  enthalten  und  deshalb  rein  alge- 
braischer Form  sind. 

Die  einfachste  hierher  gehörige  Gleichung  ist: 

g'=Q.  .  .- (g.l) 

WO  Q  ein  bekannter,  q  der  unbekannte  Quaternion  ist. 

Indem    von   den   beiden   Seiten   die  -t«    Potenz    genommen 

wird,  wird  die  Lösung  erhalten 

y=Qi  =  i^^g (g.2) 

Denn  die  Bedeutung  dieser  Symbole  ist  nach  Art.  74 — 77 
bekannt.  Es  ist  nämlich 

iT Q  =  iTQ)i  ^cos (^  Z  q)+  sin(^^  Z  q). UFq\  .  .  {g.  3) 

185.  Der  Begriff  der  Wurzel  eines  Quaternions  kann 
jedoch  Terallgemeinert  werden,  und  es  steht  diese  Verallge- 
meinerung in  Verbindung  mit  einer  analogen  bei  dem  Begriffe 
des  Quaternions  selbst. 

Bisher  nahmen  wir  nämlich  an,  der  Winkel  eines  Quater- 
nions sei  zwischen  0  und  t  enthalten.  In  den  nachfolgenden 
Artikeln  wollen  wir  diese  Voraussetzung  fallen  lassen,  indem 
w^ir  festsetzen,  dass  zwei  Quaternionen  einander  gleich  genannt 
^^erden,    wenn   dieselbe,    bei   derselben   Achse   und   demselben 
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Tensor,  Winkel  haben,  welche  um  ein  Vielfaches  der  Grosze 
2t  verschieden  sind.  Wenn  somit 

€[  =  Tqi^oB  ^  q  -{-  sin  '^  q.  ^^?) 
gesetzt  wird,  wo  ^  ^  zwischen  0  und  w  enthalten  ist,  so  soll 
ebenfalls  gelten 

q=Tq[co8(Zq^2k7r)  +  8in{Z,q  +  2kir)Urq']  .  .  (g.  i) 

wo  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Nach  dieser  Definition  wird  nun  unmittelbar  einleuchten , 
dass  jede  n^  Wurzel  n  gewöhnliche  Quaternionwerte  be- 
sitzt. Wenn  man  nämlich  die  Definition  der  nf-^^  Wurzel  sich 
erinnert,  welche  durch  die  Gleichung  (^.3)  ausgesprochen  wird, 
so  wird  klar,  dass  allgemeiner  nunmehr  geschrieben  werden 
musz 

WO  k  der  Reihe  nach  die  Werte  0,  1,  2,  ....n — 1  erhalten 
kann ,  weil  der  Wert  der  Wurzel  för  k=^n  mit  derjenigen 
fi'ir  A  =  0  nach  (g,  4)  übereinstimmt. 

Die  neue  Definion  macht  auch  neue  Namen  notwendig.  Nach 
Hamilton  wollen  wir  als  den  Winkel  eines  Quaternions  einfach 
den  zwischen  0  und  tt  enthaltenen  Wert  betrachten,  und  die 
Grosze  ^  Q-\-  2n7r ,  also  jeden  von  dem  Winkel  um  ein  Viel- 
faches von  2t  differirenden  Winkel,  die  Amplitude  des 
Quaternions  nennen  und  mit  ^4772.^'  bezeichnen.  Es  gilt  somit 

Am.q  =  Z.q-\-  2k7r  ,0<A<oo {g,  5*) 

186.  Als  erstes  Beispiel  sei  gewählt  die  Bestimmung  der  vier 
Werte  der  Wurzel 

q  =  t^^l+i. 
Setzen  wir 

—  l  -}-  i=  Q  =  w  -{-  xi -]-  yj -{-  zk j 
so  ist 

w  =  —  1,  x=l  j  y  =z  =  0. 

Nach  (ft.  161),  (6.  164),  (6.  160)  ist 

TQ=yi,  co8AQ=^,  somit  ZQ  =  |t,   UFQ  =  %. 
Die  vier  Werte  sind  daher  enthalten  in 
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wenn  der  Reihe  nach  gesetzt  wird:  A;  =  0,  1,  2,  3. 
Ein  zweites  Beispiel  sei 

1^-1/3+1  +  2;'  +  *. 
Setzen  wir  wieder 

somit 

«;  =  — V^,  a?  =  2:=l,  y  =  2, 
so  wird  nach  den  vorher  genannten  Formeln 

rQ  =  3,  co«Z<?=-:^» 
somit 

WO  mit  arc.  cos  —^  der  spitze  Winkel  gemeint  ist. 

Daher  sind  die  sechs  reellen  Werte  der  vorgelegten  Wurzel 
enthalten  in : 

-      (2ä  +1)«"  —  arc.  cos  — ;— 
j  =  |>^co« g 1- 

^  i+2j  +  k    .    (2*  +  1>  -  a^c.  CO. -i=--| 

+        V/6        "^'^ 6 J 

wenn  der  Reihe  nach  £  =  0,   1,  2,  3,  4,  5  genommen  wird. 

187.  Unsre  nächsten  Betrachtungen  betreffen  die  allgemeinere 
Gleichung 

r  +  M"-'  +  M"~'  +  ...-  +  ?«  =  0 (g.Q) 

in  der  q^^  ^2«  *  *  •  *  ?«  complanar  vorausgesetzt  werden.  Es  ist 
dies  eine  Gleichung  algebraischer  Form,  indem  die 
Coe£Bcienten  mit  dem  unbekannten  Quaternion  umgetauscht 
werden  können. 

Hamilton  hat  gezeigt,  dass,  diese  Gleichung  stets  n  gewöhn- 
liche Quaternion  wurzeln  hat  und  nicht  mehr.  Natürlich  können 
einige  dieser  Wurzeln  einander  gleich  werden ,  wenn  die  Coef- 
ficienten  j^p  q^.  . ,  .q»  besonderen  Bedingungen  genügen. 
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Im  Folgenden  ist  der  HAMiLTONsche  Beweis  der  Hauptsache 
nach  wiederholt. 

Unser  Zweck  sei  zunächst  zu  zeigen,  dass  eine  Gleichung 
von  der  Form 

stets  wenigstens  eine  gewöhnliche  Quaternionwurzel  hat,  wenn 
q\  /'. . .  .  ^"-^^  gewöhnliche  complanare  Quaternionen  sind. 

£inige  dieser  Oröszen  können  auch  verschwinden;  wir  setzen 
voraus ,  dass  dies  bei  den  (m  —  1)  letzteren ,  wo 

der  Fall  sei.  Es  reducirt  sich  dadurch  die  Gleichung  {g,  7)  zur 
nachstehenden 

Wir  bestimmen  weiter  eine  Grösze  ^o  derart,  dass 

Q  =  ?o"'?V'---«?^*^^ G7-9) 

Dadurch  kann  man  auch  (g.  8)  in  die  Gestalt ,  mit  (g.  9)  be- 
zeichnet, bringen 

(i)"(f-0(f-')--C-i> -')->■  <'•■») 

Wenn  A  irgend  ein  Vektor  in  der  gemeinschaftlichen  Ebene 
der  Quaternionen  ist,  so  sei 

jrA  =  p ,  ^oA  =  «0)  /^  =  «'t ?<*-"')A  =  «<*— ) .  {g.  11) 

gesetzt,  wo  p,  »q,  «'....  ä^"^^^  Vektoren  bedeuten. 

Wir  denken  dieselben  aus  einem  Punkte  0  der  Ebene  ge- 
zogen und  nennen 

p==OP,  «o  =  OAo,  «'  =  OA',  ....«(—«)  =  OA«»—). 
Die   Gleichung  {g.  10)   wird  mit  diesen  Voraussetsungen  sur 
nachstehenden 


oder 


p  —  oi!p^a!'  p  —  cc^n^»^ 


OL  OL 

und  schlieszlich 


//     • '  •  •  — -.r«—-*) —  =  1 .  .  .  (gr.  12*) 


/  OP  Y  AT  M'V       '  Ai^^)p  _  ^ 

lOAo/   OA'  OA"  •  •  •  •  0A(--~)  ~     ^-  -^^^ 

Die  erste  Seite  der  Gleichung  {g.  12)  setzt  Hamilton   gleich 
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cp{p).  Es  ist  dies  sodann  ein  Quaternion,  dessen  Wert  der 
Gleichung  zufolge  die  Einheit  sein  soll.  Der  Quaternion  soll 
somit  einen  Vektor  in  seiner  Ebene  nicht  ändern,  somit  soll 
Iip{p)  =  1  und  die  durch  den  Quaternion  bewirkte  Drehung 
Null  oder  ein  Vielfaches  von  2t  sein.  Man  erhält  daher 

r<p(p)=l,  am.^{p)  =  2pir {ff.  U) 

Es  kommt  nunmehr  darauf  an ,  die  diesen  Gleichungen  ge* 
nügenden  Werte  von  p  zu  bestimmen. 

Die  Punkte  Aq  ,  A', . . . .  A<""^\  0  sind  als  gegebene  zu  be- 
trachten. Ziehen  wir  weiter  durch  0  eine  willkürliche  Gerade 
OQ,  auf  der  p  abgetragen  werden  soll  und  bestimmen  wir, 
welcher  Wert  des  Tensors  des  Vektors  vp(p)  mit  dem  gewählten 
Werte  von  p  übereinstimmt.  Oder  in  anderen  Worten :  Wenn  der 
Endpunkt  P  des  Vektors  p  längs  OQ  sich  bewegt ,  so  fragen 
wir ,  welche  die  Änderungen  sind,  welche  die  Länge  des  Vektors 
^(p)  erfahrt,  oder  endlich  mit  den  Bezeichnungen  des  Quaternio- 
nen-calculs:  Wenn  C/p  constant,  2p  veränderlich  ist,  weicheist 
sodann  der  zugehörige  Wert  von  T(p{p).  Nach  der  Gleichung 
((^.12)  kann  man  in  Verbindung  mit  (6.47)  {b.  116)  schlieszen 

iV,,)  =  ^(A)V(--l)i.(^-l)....i.(^-^-l) 


..•.)(i^i^)  +  l-25ic=i^,) 


oder 

Welchen  Wert  wir  nun  auch  für  Up  angenommen  haben  mögen^ 
stets  wird  für  rp  =  0  auch  T(P{p)  verschwinden,  fftr  !Z\p)  =  oo 
aaoh  T(p{p)  ins  Unendliche  wachsen,  wenn  nämlich  die  ge- 
gebenen Punkte  sämtlich  in  endlicher  Entfemungvon  0  liegen. 
Ss  musz  somit  auch  filr  jeden  Wert  von  Up  mindestens  ein 
Wert  von  Tp  gefunden  werden  können,  welcher  7lp(p)  der  Ein- 
heit gleich  macht.  Diesen  Wert  von  Tp  —  oder  vielmehr ,  wenn 
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mehrere  Werte  von  Tp  gefunden  werden  können ,  die  T^(p)  den 
Wert  1  erteilen,  nur  den  kleinsten  dieser  Werte  —  denken 
wir  auf  jeden  durch  0  gehenden  Strahl  OQ ,  welcher  längs  üp 
fallt,  abgetragen  und  indem  wir  die  Endpunkte  P  der  so  erhaltenen 
Vektoren  verbinden ,  entsteht  eine  Gurve ,  welche  geschlossen  sein 
musz.  Denn  wenn  wir  in  den  oben  gefundenen  Wert  für  T(p{p) 
der  Einfachheit  wegen 

Tp  =  r,  2*0  =  «0»   r*'  =  a', . . . .  TäC—"»)  =  d^^^ 
Z  -^  =  Z  POA',  Z  4,  =  -^  POA", . . . .  Z  -/-:  =  Z  POA<— > 
setzen,  so  wird  dieselbe 

^W  =  (fJ(^+l-2j«,.ZP0A')'(.... 

und  es  geht  hieraus  hervor: 

1®.    dass  mit  dem  Werte  von   £/p,  d.  h.  mit  dem  Werte  der 

Winkel  POA',  POA", der  Wert  von  r,  welcher  T0{p)  der 

Einheit  gleich  macht,  sich  ändern  musz,  sodass  Tp  als  Funk- 
tion von   üp  erscheint; 

2^.   dass  wenn   am,Up   mit   2t    wächst,  wodurch  jeder  der 

Winkel   POA',   POA", auch  mit  2t  wächst ,  T^{p)  unge- 

ändert  bleibt.  Derselbe  Wert  von  Tp,  welcher  bei  einem  be- 
stimmten Up  die  Grösze  T<^{p)  der  Einheit  gleich  machte,  wird 
dasselbe  somit  bei  einem  Up  tun,  dessen  Amplitude  um  2^ 
von  derjenigen  des  vorigen  verschieden  ist. 

Ans  dem  letzteren  Satze  geht  nun  hervor,  dass  die  durch 
den  Endpunkt  P  beschriebene  Curve  eine  geschlossene  sein  soll 
und  nicht  spiralartig  verlaufen  kann.  Hamilton  bezeichnet  die- 
selbe daher  als  ein  Oval.  Die  Curve  musz  weiter  den  Punkt 
0  einschlieszen ,  denn  weil  Tp  stets  positiv  ist,  so  wird  auf 
jeden  durch  0  gehenden  Strahl  in  der  Richtung  des  StrcJdes 
ein  Punkt  der  Curve  liegen. 

Wir  wollen  die  Curve  oder  das  Oval  in  einem  speciellen  Falle 
näher  untersuchen.  Es  sei  nämlich  die  Gleichung  {g.  12)  eine 
quadratische  in  Bezug  auf  p,  somit  von  der  Form 
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i(i'-'h' ^-1') 

Die  Gleichung  (g.  16)  ergibt  für  diesen  Fall 

r\r^  +  a'»  -  2  ra!  cos  Z  POA']  =  ala'\ 
Setzt  man  noch 

ZPOA'  =  «, 
so  ist  deshalb 

r»(r^  +  a'*-2ra'coÄ«)  =  aJa'' (y.  18) 

als  die  Gleichung  des  Ovals  in  Polarcoordinaten  mit  0  als  Pol 

und   OA'   als  polarer  Achse  zu  betrachten,  und  es  ist  aus  der 

analytischen  Geometrie  bekannt,  dass  diese  Gleichung  ein  Cas- 

sinisches  Oval  darstellt. 

In  dem  allgemeinen  Falle  gelten  weiter  die  nachfolgenden 
Satze: 

1^.  Jeder  von  0  ausgehende  Strahl  trifft  die  Curve  in  einem 
einzigen  Punkte. 

20.  Die  Curve  kann  keinen  der  Punkte  A',  A", ....  A(»"-"> 
enthalten. 

Denn  wenn  in  die  Gleichung  {g,  16)  z.  B.    * 

r  =  a\  ZPOA'  =  0,  Z P0A"  =  Z  A'OA", . . . . 
gesetzt   wird,    so    wird   der    Faktor   der    zweiten    Seite   dieser 
Gleichung : 

-^  +  1  — 2-,co«ZPOA' 

verschwinden,  daher  T0{p)  der  Null  gleich  werden,  während 
nach  unsrer  Voraussetzung  für  jeden  Punkt  des  Ovals  T(p(p) 
der  Einheit  gleich  kommen  musz. 

Wir  sind  nun  zu  der  Wissenschaft  gelangt,  dass  Tcp{p)  der 
Eiinheit  gleich  ist  für  jeden  zu  einem  Punkte  des  Ovals  gehöri- 
gen p.  Es  bleibt  uns  nur  noch  übrig  zu  zeigen ,  dass  wenigstens 
tOx  einen  dieser  Punkte  am,  (p(p)  =  2pir  werden  musz.  Zu 
diesem  Zwecke  denken  wir,  dass  der  Punkt  P,  der  Endpunkt 
des  Vektors  p,  dessen  Tensorwert  die  Grösze  T(p{f)  der  Einheit 


gleich   macht,  das   Oval  entlang   sich  bewegt,  sodass  am. 

OP 
oder  am.  -pr-r-  mit  2t  wächst. 
OAo 

17 


«0 


•  • 
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Nach  der  Definition  der  m^°  Potenz  eines  Quaternions  wächst 
OPV 


sodann  am 


/OPV 
•  VOAo/ 


mit  2m7c, 


AT 


T16.63 


Bei  am.  ^yät  (Formel  g,  13)  jedoch  können  zwei  verscheidene 

Fälle  eintreten.  Wenn  nämlich 
der  Punkt  A'  innerhalb  des 
Oyals  liegt  (Fig.  63),  so  wird 
der  Strahl  AT  bei  einem  ganzen 
umlaufe  des  Punktes  P  eine 
ganze  Umdrehung  2t  gemacht 
haben.  Es  ist  somit  in  diesem 
Falle 

am.  (AT :  OA') 
mit  2t  gewachsen. 
Wenn  jedoch   A'    auszerhalb   des   Ovals   liegt,   so   wird   der 
Strahl   AT,   bei  P   anfangend,  nach  P«  (wenn  AT«  Tangente 

der  Curve  ist)  sich  drehen ;  so- 
dann geht  derselbe  zurück  bis 
^  nach  AT|  (die  zweite  Tangente 
der  Curve  aus  A'),  nachher 
bewegt  sich  AT  nochmals  zu- 
rück nach  AT,,  u.  s.  w. 

Der  Strahl  AT  schwankt  da- 
her in  diesem  Falle  hin  und 
her;  die  Amplitude  nimmt  ab- 
wechselnd zu  und  ab.  Nach 
einem  Umlaufe  des  Punktes  P 
hat  daher  die  Amplitude  des  Quaternions  AT  :  OA'  den  früheren 
Wert  wieder  erhalten. 

Wenn  t  die  Zahl  der  Punkte  A',  A", A<*-«)  ist ,   welche 

innerhalb  des  Ovals  liegen,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
am.{(p)p  bei  einem  Umlaufe  des  Punktes  P  mit  (m  -{-  *)  2ar  zu- 
genommen. Hierin  ist  Eins  der  kleinste  Wert  von  m ,  Null 
von  t.  Somit  wächst  am.{<p)p  bei  einem  Umlaufe  von  P  we- 
nigstens mit  29r ,  und  es  soll  daher  auf  dem  Ovale  wenigstens  ein 
Punkt  P  liegen ,  für  den  am.  (cp)p  den  Wert  2t  erhält. 
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Wir  haben  nun  hiermit  gezeigt,  dass  es  wenigstens  einen 
reellen  Vektor  p  gibt,  welcher  den  beiden  Gleichungen  {g.  14) 
zugleich  genügt.  Dieser  Vektor  p  wird  auch  der  Gleichung 
(^.12),  und  der  reelle  Quaternion  q=^p:},  wird  der  Glei- 
chung .(^.10)  oder  (^.7)  Genüge  leisten,  und  hiermit  ist  der 
am   Anfang  dieses  Artikels  ausgesprochene  Hül&satz  bewiesen. 

188.  Der  allgemeinere  in  Art.  187  ausgesprochene  Satz  kann 
aus  dem  Vorigen  leicht  gefolgert  werden. 

Wie  in  der  Algebra  kann  nämlich  bewiesen  werden,  dass 
wenn  qQ  eine  Wurzel  einer  Gleichung  der  betrachteten  Artist, 
deren  zweite  Seite  yerschwindet ,  die  erste  Seite  q  —  q^  als 
Faktor  enthalten  musz.  Wir  können  nun  wie  nachstehend  weiter 
schreiten. 

Die  Gleichung 

?{?  +  ?i)  =  — ?2  oder  ?(?  +  ?,)  +  ?2  =  0 
hat  nach  dem  vorigen  Artikel  stets  eine  reelle  Wurzel  q^\  Die 
erste  Seite  wird  demnach  q  —  q^    als  Faktor  enthalten  und  der 
zweite  Faktor  sei  q  —  $^2*  ^^^  ^^^  daher  setzen 

?(?  + ?i) +  ?,  =  (?-?,')  (f  -  ?,') 0^.19) 

Die  Gleichung 

?!?{?  +  ?i)  +  ?2l  +  ?3  =  0  oder  q\q(q  +  q,)  +  jj  =  -  ?3 
oder  endlich  nach  (g,  19) 

hat  nach  Art.  187  ebenfalls  wenigstens  eine  reelle  Wurzel^/'. 
Indem  q  —  q^'  in 

?!?(?  + ?l)  +  ?2t  +-?3 

diyidirt  wird,  erhält  man  eine  quadratische  Funktion  als  Quo- 
tient, der  nach  dem  Vorigen  in  zwei  Faktoren  (?  — ?2'')^?~"ä'3') 
gespalten  werden  kann.  Es  ist  somit 
?!?(?  +  ?,)  + ?,i +?,  =  (?-?.")(?-?,")(?- ?3")  •  C<7- 20) 
In  dieser  Weise  fortgehend  erkennt  man ,  dass  die  Form 

?[?l?(--l?{?  +  ?i)  +  ?2t.-.)  +  ^i-at  +  ?»-i]  +  ?• 
oder 

r + ix^"^  +  iii""^  +  ••••  +  ?«-3?^  +  ?—!?  +  ?-  =  ^-C?) 

stets   n  reelle   Quaternionfaktoren   der   Form  ?  —  y/"^  enthält, 
and  nicht  mehr  als  n. 

Die  Gleichung  {g,  6) ,  welche  entsteht ,  indem  die  Form  FJ^q) 
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der  Null  gleich  gesetzt  wird,  hat  somit  stets  n  reelle  Wurzeln 
und  nicht  mehr  als  n,  welche  erhalten  werden,  indem  jeder 
der  n  reellen  Faktoren  der  Null  gleich  gesetzt  wird. 

189.  Die  Wurzeln  der  Gleichungen  algebraischer  Form  mit 
complanaren  Quaternionen  können  wie  die  Wurzeln  gewöhn- 
licher Skalargleichungen  höheren  Qrades  bestimmt  werden.  Es 
sei  z.  B.  die  Gleichung 

vorgelegt  mit  der  Aufgabe  die  beiden  reellen,  mit  q^,  q^  com- 
planaren Wurzeln  derselben  zu  bestimmen. 

Die  Gleichung  lässt  sich  in  die  Form  schreiben 


somit 


(,+  |.)'+, ._!!  =  , 


«+|'=1/T^ 


Die  Wurzel  der  zweiten  Seite  dieser  Gleichung  hat  zwei 
reelle  Werte,  welche  nach  Art.  185  bestimmt  werden  können. 
Hiermit  ist  das  Problem  gelöst. 

190.  Wir  wollen  weiter  die  vorher  betrachtete  Quaternion- 
funktion  n**°  Grades 

in  eine  andre  Form  bringen. 

Ersetzt  man  nämlich  in  derselben  nach  (6. 136) 

q  durch  x-\'yUVq.^  q^  durch  a?, -j- yj  J7F'^ ,  u.  s.  w. 
so  ersieht  man  leicht,  dass  Fj,q)  die  Form  X-|-  YüVq  anneh- 
men  wird,   wo   X,    Y  Skalarfunktionen  n^°   Grades  in  Bezug 
auf  j?,   y   sind.   Die   Gleichung   (jr.  6)  oder  i^(?)  =  0  ist  somit 
identisch  mit 

X+  YUVq  =  (^ 
oder  mit  dem  System 

X=0,   r=0 fy.  22) 

Aus   diesen   beiden   Gleichungen  müssen  x^  y  bestimmt  wer- 
den. Es  sind  sodann 

Tqcos  Zm  qy   Tqstn  A  q 
bekannt;  somit  ist  der  ganze  Quaternion  q  bekannt. 

Die  Elimination  einer  der  beiden  Gröszen  x^  y  zwischen  den 
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Gleichungen  {g.  22)  ergibt  f9r  die  andere  dieser  GrSszen  eine 
Gleichung  Tom  Qrade  n^,  wie  die  Algebra  lehrt.  Es  werden  somit 
den  Gleichungen  {g.  22)  n}  Wertsysieme  für  die  Groszen  x^  y 
genügen  ,  und  hierdurch  werden  auch  rt}  Werte  des  unbekannten 
Quaternions  q  gefunden,  welche  der  Gleichung  {g,  6)  genügen. 

Nach  dem  vorigen  Artikel  sind  n  dieser  Wurzeln  reell ,  somit 
müssen  n^  —  n  konisch  spaltende  Quaternionwurzeln  der  Glei- 
<^uoS  (7«  6)  bestehen.  Dasselbe  wird  somit  auch  von  jeder 
Gleichung  von  der  Form  {g.  1) ,  welche  in  {g,  6)  als  besonderer 
Fall  enthalten  ist,  gelten. 

Die  n^  Wurzel  eines  Quaternions  hat  demnach  n  reelle  und 
n^  --  n  complexe  Quaternionwurzeln. 

191.  Wenn  bei  einer  willkürlichen  Quaterniongleichung  Tq 
mittelst  der  Relation 

Tq^^Sq"--  Vq^ 
üq  mittelst  der  Relation 

und  die  Wurzeln  durch  Potenzirung  eliminirt  werden ,  so  nennen 
wir  den  Grad  der  erhaltenen  Gleichung  auch  den  Grad  der 
arsprünglich  vorhandenen. 

192.  Wenn  in  diesem  Sinne  eine  Quaterniongleichung  n^*^ 
Grades  vorliegt,  so  kann  man,  indem  jeder  der  darin  sich 
vorfindenden  Quaternionen  durch  die  viergliedrige  Grundform 
ersetzt  wird,  daraus  vier  Skalargleichungen  n^'^  Grades  in  den 
Unbekannten  w^  x^  y^  z  erhalten.  Die  Elimination  dreier  der 
Unbekannten  führt  auf  eine  Skalargleichung  vom  Grade  n*. 
Es  werden  deshalb  n*  Wertsysteme  der  Groszen  w,  x^  y,  z  ge- 
funden, somit  auch  n}  Werte  des  unbekannten  Quaternions. 
Es  gilt  daher  der  Satz: 

Einer  Quaterniongleichung  n^"  Grades  genügen  n^  Lösungen. 

Selbstverständlich  können  darunter  gewöhnliche  und  konisch 
spaltende  Quaternionen  sich  vorfinden. 

Bisweilen  können  die  vier  erhaltenen  Skalargleichungen  nicht 
ausreichen  zur  Bestimmung  der  Unbekannten.  Es  können  sodann 
unendlich  viele  Lösungen  der  Gleichung  gefunden  werden.  Dies 
ereignet  sich  z.  B.  bei  der  Gleichung 
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?»=-! (fl-.  23) 

oder 

wodurch  ausgesagt  wird,  dass  q  ein  rechter  Radial  ist,  dessen 
Ebene  jedoch  ganz  unbestimmt  bleibt. 

Es  wird  aus  dem  Vorigen  erhellen,  dass  die  Auflösung  der 
allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  ein  sehr  schwieriges  Pro- 
blem sein  musz,  weil  dieselbe  derjenigen  einer  Skalargleichung 
sechszehnten  Grades  gleich  kommt.  Wir  wenden  uns  deshalb 
in  den  nächsten  Artikeln  der  Auflösung  einiger  speciellen 
Gleichungen  zu. 

193.  Von  Hamilton  ist  eine  allgemeine  Auflösungsmethode 
der  Gleichung 

?'  =  ?^  +  * (^.24) 

angegeben ,  die  wir  hier  näher  erörtern  wollen. 
Man  setze 

?  =  i(a  +  u;  +  /j) G7.  25) 

wo   w   den   Skalar-,   p  den  Yektorteil  des  Quaternioos  2q  —  a 
bedeutet. 

Bei  der  Einführung  dieses  Wertes  in  die  gegebene  Gleichung 
wird  erhalten: 

p^  +  u7^  +  2u7p  +  ap-.pa  — (a*  +  46)  =  0  .  .  {g.  26) 
Setzen  wir  weiter 

ra==«,  5(aM-46)=c,   V{a}  +  ib)=2y  .  .  (g.  27) 
so  sind  die  Gröszen  c,  «,  7  als  gegebene  zu  betrachten. 
Weiter  erhält  man  die  Transformation 

ap  —  jöa  =  2  V»p  nach  (6.  152); 
somit  geht  die  Gleichung  (a.  26)  über  in  die  nachstehende 

p^  +  w^  — c  +  2wp  +  2F'«p  — 2y  =  0  .  .  .  {g.  28) 
und  hierbei  musz  der  Skalar-  und  auch  der  Vektorteil  der  ersten 
Seite  verschwinden.  Die  ursprünglich  gegebene  Gleichung  ist 
daher  aequivalent  mit  dem  Gleichungssystem 

p^-f  ti,2  =  c,  wp-\-Vxp  =  y {g.   29) 

Die  zweite  dieser  Gleichungen,  oder 

F.(tt?  +  «)p  =  y (^-30) 

ist  eine  lineare  Yektorgleichung.  Aus  derselben  kann  p  mittelst 
einer  der  allgemeinen  Methoden  gelöst  und  der  erhaltene    Aqs- 
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drack   nachher  in  die  erste  der  Gleichungen  {g.  29)  substituirt 
werden   behafs  der   Bestimmung   des  Skalars  w.  Auf  kürzerem 
Wege  jedoch  kann  man  den  Zweck ,  die  Elimination  des  Vektors 
p,  erreichen,  indem  man  wie  nachstehend  verfährt. 
Ans  der  Gleichung  {g,  30)  wird  erhalten 

Sxy  =  S.«  V{w  -f-  ä)p  =  S.ct{w  +  »)p  =  wSap 
oder 

Sctp  =  w^Soty (g,  31) 

Addirt  man  dieses  Resultat  zur  zweiten  der  Gleichungen 
(^.  29),  so  ergibt  sich 

t^/o  +  »p  =r  y  -[-  w^Soty 
und  hieraus 

p  =  («,  +  a)'\y  +  w-^Sxy) {g.  ^2) 

Demzufolge  ist 

Na  -\-  w^  %o^  —  Ä* 

Indem  dieser  Werfc  in  die  erste  der  Gleichungen  {g.  29)  ein- 
gesetzt wird,  erhält  man  nach  leichten  Reduktionen 

ti7»  -.  w\c  4-  a})  +  w\cx^  +  y^)  —  {Sxyf  =  0  .  (g.  33) 

Es  ist  diese  Gleichung  als  eine  kubische  Gleichung  in  Bezug 

auf  10^   zu   betrachten;   und  es  wird  leicht  bewiesen,  dass  die 

kubische  Gleichung,   besondere   Fälle  ausgenommen,  stets  eine 

positive  und  zwei  negative  Wurzeln  hat. 

Dass  wenigstens  eine  der  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 
positiv  ist,  ergibt  sich  unmittelbar  daraus,  dass  das  constante 
Glied :  —  {SayYj  negativ  ist.  Dass  die  beiden  anderen  Wurzeln 
negativ  sind,  ist  folgendermaszen  zu  ersehen. 

Statt  der  Gleichung  {g.  33)  kann  geschrieben  werden: 
^y,i  _  ä»)(m7«  —  (w»  4-  y»)  -f  «V^  —  (Say)^  =  0 
oder  nach  {c.  53) 

{w^  —  «^)(m7*  —  cto^  +  y^)  —  ( Vayy  =  0  .  .  .  (g.  34) 
Der  Ausdruck 

w^  —  cw^  -|-  y* 
▼erschwindet  fär  zwei  Werte  von  t/7*,  deren  eine  positiv,  deren 
andere  negativ  ist,  weil  y^  seiner  Bedeutung  nach  negativ  ist. 
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Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

M7*  —  ciö^  +  y^  ==  0 
wollen  wir  daher  mit 

-pi,+pi 

bezeichnen.   Es  wird  nunmehr ,  wenn  die  erste  Seite  der  Glei- 
chung {ff,  84)  mit  F  bezeichnet  wird : 

Für  tt?»  ==  —  00  ,  F=  —  00  ,  deshalb  F<C  0. 

Für  w;^  =  — pj,  F=  —  {V(X7^y  =  Nr»y,  somit  F>0. 

Für  «7^  =  0,  F=  —  {Sct7)\  somit  F<0. 

Für  w^=p\,  F^—{Vxyf  =  NV»y,  somit  F>Q. 

Die  kubische  Gleichung  in  w^  hat  somit  drei  Wurzeln  w^ , 
w^y  1(^3,  derart  dass 

—  oo<tbi  <— ;?•  <u;j<0<w;3  <pj. 

Es  sind  deshalb  zwei  Wurzeln  negativ  und  eine  positiv.  Dies 
gilt  von  den  Werten  der  Grösze  lo^.  Man  ersieht  deshalb,  dass 
im  allgemeinen  w  ein  positiver  und  ein  negativer  Wert,  deren 
absolute  Gröszen  übereinstimmen,  zukommt  und  dass  die  vier 
anderen  Werte  imaginäi^  sind.  Für  p  und  für  q=^w  •\-  p  werden 
demnach  auch  sechs  Werte  gefunden.  Zwei  der  Werte  des 
Quaternions  q  sind  gewöhnliche  Quatemionen,  die  vier  übrigen 
dagegen  konisch  spaltende. 

194.    Ein  Ausnahmefall    besteht,  wenn  S»y=^^  oder  wenn 

«  JLy. 

Bei  dieser  Voraussetzung  kann  nämlich  aus  der  Gleichung 
[ff,  31)  oder 

w  Sap  =  Sxy 
geschlossen  werden  t^  =  0  oder  S»p  =  0 ,  und  es  lässt  eine  jede 
dieser  Annahmen  sich  weiter  verfolgen. 
Wenn  ?<7  =  0,  so  wird 

p^  =  c  und   Vctp  =  y. 
Aus  der  zweit.en  dieser  Gleichungen  wird  nach  (/.  74)  erhalten 

p=«-l(^  +  y) (^.35) 

wo  X  ein  willkürlicher  Skalar  ist,  dessen  Wert  sich  jedoch    in 
diesem  Falle  aus  p^  =  c  bestimmen  lässt.  Denn  es  ist 
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und  es  ergibt  sich  somit  die  Gleichung 


woher 


In  {ff.  35)  eingesetzt  ergeben  sich  daher  durch  die  Annahme 
U7  =  0  die  beiden  Werte  von  p 

P  =  «~My±»/y*  +  c«*t 07.  36) 

und  hiermit 


?=Kö  +  «~-My±V/y*  +  c**n  ....  07.  37) 
Wenn  wir  die  zweite  Annahme: 

Säp  =  0 , 
weiter   verfolgen,    so    können    wir    wie    bei   dem    allgemeinen 
Falle  fortschreiten  und  die  Gleichung  erhalten 

yy^^y,^^c-ira})-\-y^  +  c»''  =  ^  ....  (^.  38) 

welche  aus  {g.  33)  hervorgeht,  wenn  man  darin  S«y  =  0  setzt 
und  das  Resultat  durch  lo^  dividirt  Der  Wert  von  p  in  diesem 
Falle  wird  nach  {g.  32): 

P  =  (t^  +  «)-V O7.  39) 

In  Betreff  der  Realität  der  Wurzeln  dieser  Gleichung ,  können 
drei  Fälle  unterschieden  werden: 
1^  y  *  +  cjt*  >  0. 

Weil  y^  und  ol^  negativ  sind,  so  erfordert  diese  Annahme 
zugleich  c  <  0.  Es  ist  deshalb  auch  c  4-  ^^  negativ ,  und  die 
beiden  Wurzeln  der  Gleichung  {g.  38)  müssen  somit  negativ  sein. 

Aus   (g,  37)   erhält  man   in   diesem  Falle  zwei  gewöhnliche 
Quaiernion werte ,  aus  [g,  38)  vier  konisch  spaltende. 
20.  y»  +  c«^  =  0, 

wobei  auch  gehört:  c  negativ.  Es  fällt  die  Gleichung  (g.  38) 
nunmehr  in 

aus  einander;  der  letztere  Wert  is  negativ.  Im  Ganzen  erhält 
man  nun  für  q  vier  reelle  Werte ,  nämlich  viermal 

?  =  i(a  +  «- V) 
aas  {g.  37)  and  weiter  zwei  complexe  Werte. 
3».  j'*  +  c»»  <  0 , 
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wobei    c  positiv   oder   negativ    sein    kann;   im   letzteren   Falle 
jedoch  musz  c  grösser  als  —  y^ :  «^  sein. 

Es  wird  demnach  auch  c  -f-  ^^  positiv  oder  negativ  sein  kön- 
nen ,  und  die  Gleichung  {g.  88)  ergibt  für  vr^  stets  eine  po- 
sitive und  eine  negative  Wurzel.  Somit  sind  zwei  der  Werte 
von  w  aus  {g,  38)  reell ,  zwei  andre  imaginär. 

Zugleich  werden  die  beiden  Werte  von  q  aus  {g.  87)  com- 
plex,  sodass  man  zwei  gewöhnliche  und  vier  konisch  spaltende 
Quaternionwurzeln  erhält. 

Fassen  wir  schlieszlich  das  Erörterte  zusammen,  so  erhalten  wir: 

Die  Gleichung  y^  =  ja  +  6  hat ,  wenn  a ,  h  diplanare  Qua- 
ternionen  sind,  stets  zwei  reelle  und  vier  complexe  Wurzeln, 
ausgenommen  der  Fall,  wo 

S.(a^  +  4  h).  Va  und  NV{a^  +  4  6)  —  4  5(a^  +  4  b)Nra 
zugleich  verschwinden. 

Bei  diesen  Annahmen  hat  die  Gleichung  vier  reelle  und 
zwei  complexe  Quaternionwurzeln. 

195.  Es  sei  das  Vorige  durch  die  Auflösung  der  Gleichung 

q^  =  mqi -{- nj (g.  40) 

erörtert.  Es  wird  hiebei 

a  =  tni ,    b=^nj^    a  =  mi^    c  =  S( —  m^  -{-  A  nj)  =  —  wi*, 

y  =  I  V{ —  m^  +  4  nj)  =  2  nj. 
Somit  ist 

S,xy  =  S.2  mnij  =  2  mnSk  =  0 

und    wir  haben  es  mit  dem  im  vorigen  Artikel  erörterten   Fall 
zu  tun.  Berechnen  wir  noch  die  Grösze  y^  +  c«^.  Es  ist 

und  es  sind  deshalb  wieder  drei  Fälle  zu  unterscheiden 
l^  m*  >  4  n\ 

Wir   erhalten    sodann    für   die  zwei  mit  (g.  37)  bezeichneten 
Lösungen 

Die  Gleichung  {g.  38)  geht  weiter  über  in : 

M7*  +  2  w;^m^  +  »^*  —  4n^  =  0 (^.41) 

woraus 
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w^  =  —  m*  it  2  n 
Hieb   folgern   lässt.   Setzen   wir   weiter   voraus,    m  und  n  seien 
beide  reelle  Qröszen,  so  ist 

m}  —  2  n  >  0,  wenn  n  <  0. 
Schreibt  man  jedocb 

m*4"  2  n 
so  ersieht  man  hieraas ,  dass  auch  in  dem  Falle,  wo 

w  >  0  ,  m*  —  2  n 
positiv  sein  musz. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich ,  dass  m^  4~  ^ »  ^^^  positiv  ist. 
Somit  sind  die  vier  Werte 

ir  =  ±l/— (w^±2n), 
welche    der   Gleichung  {g.  40)   genügen,   in  diesem  Falle  stets 
imaginär,  und  die  nach  den  Formeln  (^. 39)  (^. 25)  berechneten 
Werte  von  q  sind: 

q  =  \m{i—k)±\\/~A  V^;!i^=^^{l-\-j) 

2P.  m*  =  4  n\ 

I  )ie  vier  gleichen  Werte ,  welche  q  in  diesem  Falle  hat,  sind 

tn 
Die  beiden  nicht  verschwindenden  Werte  von  w  sind 

Hiermit  findet   man   für   q   nach   (ß,  39)  die  beiden  Quater- 
nionen 

80.  m*  <  4  n\ 

Die  beiden  aus  (g,  37)  entstehenden  Lösungen  sind 

I      •       ^711  •/ —  V^in^m^  . 
m  w 

In  Bezug  auf  die  zwei  fiir  w^  aus  (^.41)  gefundenen  Werte 

w^=  —  m*  ±  2  n , 
lasst  sich  zeigen,  dass 

far  n  >  0,  —  m^  +  2 n  positiv ,  —  m*  —  2 n  negativ; 
far  ti  <  0,  —  m^  4-  2w  negativ,  —  m*  —  2n  positiv  sind.. 
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Unterscheiden  wir  daher  zwei  Fälle,  so  erhalten  wir,  wenn 
n  >  0,  nach  {g.  89)  die  reellen  Werte 

q  =  im{i  —  *)±|l/2n— m«  (1  +j) 
und  die  complexen  Werte 

Schlieszlich  sind  diese  Werte  in  dem  Falle  n  <  0 : 

?  =  i  w(t  +  *)  ±  I  V/— (m«4-2n)  (1  — ». 
196.  Eine  zweite  Methode  die  Gleichung  {g.  24)  oder 

q^  =  qa-{'b 
aufzulösen,  besteht  in   der   Reduktion   der  sämtlichen  vorhan- 
denen Quaternionen  auf  die  viergliedrige  Grundform.  Man  setze 

q  =  w  +  ai  +  yj  +  zk,  \ 

a  =  ao  +  aii+ «2^+^3*1      1 (^-42) 

6  =  6o  +  6,i  +  bj  +  b^k        ) 

vereinige   das   Resultat   dieser  Substitution  zu  einem  Ausdruck 
der  Form 

w+xi+  rj  +  zk=o 

und  setze  sodann 

TF=o,  x=o,  r.-=o,  Z=0. 

Man   erhält  in   dieser   Weise   das   nachstehende  Gleichungs- 
System : 

^'  +  y'  +  ^'- K^  +  fl^y  +  «3^)  =4 (2  «7-ao)^-iaJ  -6o  G7-  43) 
fljy  —  a^-?  =  (2  t£7  —  ao)j?  —  (6,  +  ^iw)  i 
a^^  —  OjA?  =  {2w  —  a^i)y  —  (6^  +  ö^w?)  1 .  .  .  .   (^.  44) 
a^x  —  a,y  =  (2  w  —  aQ)z  —  (63  -j-  agtr)  ) 

Wir  führen  im  weiteren  die  kurzen  Bezeichnungen  ein : 

aiX-\-a^  +  a^z=P,  6i^  +  ftay  +  V=Q»  ^^+y^  +  ^^=R  (fl^.  45) 
a]^a\+a\=-A,  b\+b\+b\  =  B,  a^b,+  a^b^+a,b,=  C  (g.46) 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  (g.  44)  der  Reihe  nach 
mit  X,  y,  z  und  auch  mit  a^  a^,  a,  und  addirt  jedesmal  die 
erhaltenen  Produkte,  so  werden  die  beiden  nachstehenden  Re- 
lationen erhalten: 

(2  «7  -  ao)R  =  (Q  +  Pw) ,  (2  w  -  ao)P  =  (C+  Ato)  .   {g.  47) 

Werden  dieselben  Gleichungen  (g.  44)  quadratirt  und  nachher 
die  Resultate  addirt,  so  ergibt  sich 
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^Ä  —  P^  =  {2io  —  a^y  R  +  (B+2Cw  +  Aw^)  — 

2{2w  —  ao){Q  +  Pw) (g.48) 

Endlich  lautet  die  Gleichang  (g.  48)  nach  der  Einführung 
der  Grössen  P,  R 

Ä-.P  =  |(2tr-aor-({aJ+6o) (^.49) 

Es  lasst  sich  die  Beziehung  {g.  48)  mit  Hülfe  der  ersten  der 
Gleichungen  {g.  47)  noch  bedeutend  vereinfachen.  Man  erhält 
AR  —  F^  =  -^  {2uf  ooy  R  +  (B  +  2  Cw  +  Aw"").  {g.50) 

Es  sind  nun  in  der  zweiten  der  Gleichungen  (g.  47),  in  {g.  49) 
(ff.  50)  drei  Gleichungen  vorhanden ,  zwischen  denen  P,  R  eli- 
minirt  werden  können«  Setzen  wir  vorher  noch 

2  10  —  aQ  =  u (g.  51) 

nud  führen  wir  überall  u  statt  to  ein ,  so  wird  durch  die  Eli- 
mination erhalten 

tt«  -  u«  (aj  +  46o  -  2A)  -  u^  [2ao  (2C+  Aa^)  + 

+  4B  +  4Abo  —  A^]  —  i2C+Äaoy  =  0  .  {g.  52) 

Diese  Gleichung  ergibt  sechs  Werte  für  u\  nach  {g.  51)  er- 
hält man  sodann  auch  sechs  Werte  für  w  und  mittelst  {g,  44) 
werden  die  zugehörigen  Werte  für  or,  y,  z  bestimmt. 

Dieses  Resultat  stimmt  somit  ganz  mit  dem  nach  der  Ha.- 
viLTOKschen  Methode  erhaltenen. 

Die  Diskussion  der  Realität  der  Wurzeln  der  Gleichung  {g.  52) 
kann  wie  in  Art.  193  stattfinden,  indem  man  noch  erwägt, 
dass  dieselbe  auch  in  die  nachstehende  Form  geschrieben  wer- 
deu  kann: 

(tt^+^)rw*+U-aJ  -46o)u^-(4aJ+4aoC+4i?)]+4(^i?-  C^)=0, 

während  zugleich  der  Bedeutung  nach 

AB--C  =  (a,b,-a,b^)^  +  (a,b,-a,b,y  +  {a,b^-a,b,y 
und 
Aal  +  ia^C+iB  = 

A^al  +  4a^ÄC  +  JAB  __  (Aa^  +  2Q'  +  K^B  —  (?) 
~  A  ~  A 

woraus  sich  ergibt,  dass  die  beiden  ersten  Seiten  der  letzteren 
Gleichungen  wesentlich  positiv  sind. 

Der  in  Art.  194  betrachtete  Ausnahmefall  tritt  hier  ein ,  wenn 

^ao  +  2C=0  und  zugleich  45  +  446o  —  ^^  =  0. 
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Doch  jrollen  wir  nicht  näher  hierauf  eingehen,  weil  wir 
dadurch  nur  schon  Bekanntes  wiederholen  würden. 

Es  könnte  sogar  nicht  schwer  fallen  die  TÖUige  Überein- 
stimmung der  Gleichungen  (g,  52)  (g.  33)  nachzuweisen.  Man 
beachte  dabei ,  dass,  wenn  wir  die  Schreibweise  des  Artikels  193 
anwenden , 

«»  =  —  NVa  =  —  (oj  +  aj  +  a»)  nach  {b.  158)  =  —  A 
a»  -I-  4J  =  aj  _  a»  _  aj  —  a\  +  46«  -|-  (20.0,  +  4i,)t  + 

+  2(aoa,  +  46,);  +  2(a,a,  -\-  46,)*  nach  (6.  170) 
somit 

c  =  ^(a»  +  46)  =  a  J  +  46o  —  ^ 
4y»  =  -  NV{a*  +  46)  =  -  i[{a,a^  +  26,)»  +  (a^a^  +  26,)»  + 

+  (aor,  +  26,)»] 
oder 

y»  =  —  (alA  +  4ao  C+  ^B)  u.  s.  w. 

197.  Wie  die  Gleichung  {g.  24)  kann  auch  die  nachfolgende 

q^  =  aq  +  b {g.   5S) 

autgelöst  werden.  Indem  man  nämlich  setzt 

q  =  i{a-\-fv  +  p) O7.  54) 

erhält  man  hier  das  System  der  Gleichungen 

p^  -\~w^  =  c,  top  —  Vap  =  y . 

Die   Elimination   yon  p  fuhrt  zu  derselben  Gleichung  (g.  33) 
für  Wj  und  es  wird  weiter 

p  =  {w  —  »)~\7  —  W^Say) {g.  55) 

Ist  eine  Gleichung  von  der  Form 

q^  =  aq -^qb-^-c (g.  56) 

vorgelegt,  so  transformire  man  dieselbe  wie  nachstehend 

q^  —  aq  —  qb  =  c, 
{q  —  ay  +  ja  —  qb  =  d^  -^-c. 
{q  —  ay-\-{q  —  a){a  —  b)  =  a^  —  a{a  —  6)  -[-  c  =  06  4*  ^* 
Setzt  man  nunmehr 

q  —  a=q\  b  —  a  =  a\  06  -j-  c  =  6', 
so  ist  die  Gleichung  (g,  56)  übergegangen  in 

e  =  ici^V (^.57) 

Zwei  andere  Gleichungen 

qaqr=^qb  -\-Cy  qaq=^bq-\-c  .....    {g.    58) 
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ig.  61) 


bieten  auch  keine  Schierigkeiten.    Denn  man  erhält,  .indem  die 
erste  mit  a,  die  zweite  durch  a  multiplicirt  und 

«$'  =  ?'»  qa  =  q" 
bzhw.  gesetzt  wird, 

q'^  =  q'b  +  ac,  q"''  =  bq"-\'ca ((7.  59) 

Noch  erwähnen  wir 

q^a  =  yJ  +  c ,  aq'^  =  bq-\-  c 

als  Gleichungen ,  welche  auf  eine  der  vorhergehenden  zurück- 
geführt werden  können. 

198.   Eine  neue  Klasse   der  quadratischen  Gleichungen  wird 
durch  die  nachstehende 

aq^=^2qb  +  c (^.60) 

dargestellt.  Die  Auflosung  derselben  kann,  wie  wir  noch  zeigen 
wollen ,  nach  der  in  Art.  1 96  angewandten  Methode  stattflnden. 
Setzen  wir  wieder 

q=^w-\-aA-iryj  +  zk, 

6  =  60  +  *i»  +  ftj  +  *3*1 
c  =  Co  +  q*  +  cJ  +  C3A 

so  führt  die  gegebene  Gleichung  zu  dem  mit  {g.  62)  {g.  68)  be- 
zeichneten System  yon  Skalargleichungen ,  in  welchem  die  Ab- 
kürzungen des  Art.  196  angewandt  sind: 

ao(w*  —  iJ)  —  260^?  —  Co  =  2Pw  —  2Q  .  . 
2(^3  +  ^3^)y  -  2(6a  +  a^v^)z  =  a,{w^  -  Ä)  + 

+  2(aQW  —  6o)'2?  —  (26,  w  +  c^) 
2(6,  -|-  a^%o)z  —  2(63  -[-  a^w)x  =  a^{w'^  —  ^)  + 

+  2(aoW  -  6o)y  -  (2h^w  +  r ,) 
2(6,  +  a2"')'^  —  2(6,  +  <^\'^)y  =  0^3  («7*  —  Ä)  + 

+  2(flotr  -  b,)z  -  (263W  +  C3) 

Die  drei  letzteren  Gleichungen  geben  zu  drei  anderen  Anlass, 

indem  dieselben  nach  einander  zuerst  mit  x^  y,  z,  sodann  mit 

6,  +  a,  w ,  6^  +  a^w ,  63  +  «3^  > 
multiplicirt  und  endlich  auch  quadratirt  werden ;  während  man 
jedesmal  die  drei  erhaltenen  Gleichungen  addirt.  Es  entsteht  in 
dieser  Weise  das  Gleichungssystem 

P(tü^-iJ)  +  2(ao«^-6o)ü!-(2Q«7  +  S)  =  0  .  .  (9.  64) 


{3^  62) 


ig.  63) 
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07.67) 


{C-\-Aw)  {tü^  -R)  +  2{a^tü  -  K)  (Q  -f  Pw) 

^\2Cw^']-{2B  +  D)w  +  E\=0  .  .  fer.  65) 
4R{B  +  2Cw  +  Aw^)  —  4(Q  +  Pw)^  =  A{w^  -  Ä)*  + 
+  iia^w  -  b^yR  +  {F+  4Ew + iBw^)  +  4(tt7^  -  R)  {aQto  -  b^)P  - 
-2{w^^R){2Cw-TD)-4iaow-b){2Qw  +  S).  .  {g.66) 

worin  noch  die  Abkürzangen 

jD  =  a|Ci  +  a^c^  +  0303 , 
-E?=6,C4  +  62C2  +  63C3, 

angewandt  sind. 

Wir  haben  somit  in  (g.  62)  {g.  64)  (^.  65)  (57.  66)  vier  Glei- 
chungen erhalten  mit  fClnf  unbekannten  Grossen  «7,  P,  Q,  /2,  S. 
Es  ist  jedoch  unschwer  eine  fünfte  Relation  zu  finden.  Aas 
den  in  Bezug'  auf  Xy  y^  z  linearen  Gleichungen : 

Q^x-^a^-\-a^z-=zP,  6,a?  +  6jy  +  632r=Q,  c^x-\-c^y\-c^z=^S 

können   x^  y^  z   leicht   aufgelost   werden,   und    die  erhaltenen 
Werte  in 

^'  +  y'  +  '^'  =  Ä 
gesetzt,  geben  zur  nachstehenden  Gleichung  Anlass 

^  ^  ^    =PM,  +  Q'B,  +  S'F,  + 

+  2QS£;+2SPZ?i  +  2PQC;   .  .  (^.68) 

wenn  A^^  Pj, . . . .  die  Unterdeterminanten  der  Elemente  A^ 
P, . . .  .•  der  in  der  ersten  Seite  dieser  Gleichung  sich  yorfin- 
denden  Determinante  sind.  Dieses  Resultat  wird  leicht  nach 
einiger  Rechnung  erhalten. 

Zwischen  den  fänf  Gleichungen  (^  62)  {g.  64)  {g.  65)  {g.  66) 
{g.  68)  müssen  nun  die  Groszen  P,  Q,  R,  S  eliminirt  werden 
um  eine  Gleichung  in  to  zu  erhalten. 

Indem  man  {g.  64)  mit  (a^w  —  ig)  multiplicirt  und  das  Re- 
sultat von  {g,  66)  subtrahirt ,  wird  die  letztere  Gleichung  yer- 
einfachti  und  man  erhält 

4Ä(P+2Cw7+^w7^)  —  4t{Q+PtDy=A{w^  -  R)^—  4(aoti^—  b^yR— 

-^2{w^'^R)(2Cw-\-D)-\-F+iEw+4Bw^  .  .   (g.  69) 

Die  beiden  Gleichungen  {g,  62)  (g.  64)  gestatten  P,   Q  linear 


R 


C  B  E 
D  E  F 


i 
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in  R  ao8Kiidr!Icli0fi<  Ann  {g.  64)  ktttm  S  »Is  quadratische  Fnnk- 
idon  voD  R  dargestellt  werden. 

Die  Einführung  dieser  Wert«  in  {g.  68)  (g.  69)  ergibt  zwei 
Gleichungen  itt  R ,  die  eiae  «Weiten ,  die  »tide^e  Tiettexi  Gftflkleis, 
zwischen  denen  R  nach  bekannten  Methoden  eliminirt  werden 
kann«  Es  ist  demnach  stets  möglich  eine  Skalargteicbting  fflt 
w  herzuletteo,  doch  sind  die  Resnltste  im  allgemeinMf  zd  umf< 
artandlich  tun  bief  Platz  finden  zu  h5tii»en. 

199^  Eine  einfache  Oleiehttng  jedoch  möge  nach  dm  tetber-' 
gehenden  Theorie  aufgelöst  werden«  Es  sei  dazu  gewäbli 

iq^  =  fnqj-i^nk {g,10) 

wo  m,  n  Zahlen  bedeuten.  Die  Gleichungen,  aus  denen  w^  x^ 
y^  z  nun  bestifuixit  wenden  müssen,  sind 

mz  =  x^'\-y^  +  z^—  w\  j  ^ 

2  W7;t?  —  my  =  0 ,  2wz-\'  wm  ==  0 ,  2  t/7i/  —  mx  =  n  j  ' 

Die  dritte  dieser  Gleichungen  veranlasst  die  beiden  nach- 
folgenden Voraussetzungen 

ee  wird  sodann  den  übrigen  Gleichungen  (g*l\)  zufolge 

oder 

m  .     1      , 

Somit   werden   zwei   reelle  Werte  für  den    unbekannten    Quat-^ 
iernion  gefunden 

m 

Mit    Hülfe  der  übrigen  der  Gleichungen  {g.  71)  wird  gefunden 

mn  2wn 

and   znr  Bestimmung  de&  BkakMrs  i^  cte  Gleichung  sechsten  Grades 

18 
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in  der  iw^  —  m^  als  Unbekannte  betrachtet  werden  kann. 
Setzt  man 

so  gilt  es  nun  die  Zeichen  der  Wurzeln  der  Gleichung 

53  _  ^2^2  _  „2|  _^2^2^  0 

zu  bestimmen.  Setzen  wir  Yoraus ,  m  und  n  seien  reelle  Zahlen, 
so  ist  das  letzte  Glied  der  ersten  Seite  negatir;  somit  hat  die 
Gleichung  stets  eine  positive  Wurzel.  Weil  aber  nur  ein  Zei- 
chenwechsel darin  vorkommt,  so  kann  die  Gleichung  auch  nicht 
mehr  als  eine  positive  Wurzel  haben. 

Schreibt  man  die  erste  Seite  der  Gleichung  für  $  in  die  Form 

so  erkennt  man  leicht,  dass  diese  Funktion  fSr  alle  Werte 
zwischen  |  =  0  und  ?  =  —  w* :  2  negative  Werte  haben  musz 
und  deshalb  das  Zeichen  nicht  wechseln  kann.  Es  kann  die 
Gleichung  für  ^  daher  keine  Wurzel  zwischen  jenen  Grenzen 
haben. 

Der  Grösze  4  n^  —  m^  kommt  somit  stets  nur  ein  einziger 
positiver  Wert  zu  und  kein  negativer ,  welcher  zwischen  0  und 
—  m}  enthalten  ist.  Für  w  werden  deshalb  auch  stets  nur  zwei 
reelle  und  weiter  vier  complexe  Werte  gefunden. 

Dasselbe  wird  sodann  aber  auch  von  dem  Quaternion  q  gelten. 

200.  Die  in  Art.  198  erörterte  Auflösung  der  Gleichung 

aq^  =  qb  +  c 
macht  auch  andere  Quaterniongleichungen  der  Behandlang  zu- 
gängig. 

Es  seien  von  denselben  nur  genannt 
V.  q^^aqb  +  c (^-72) 

Denn  man  erhält  hieraus 

a^^q^  =  j'ft  4"  öt""^c  > 
eine  Gleichung  der  Form  {g.  60) 
2®.  qaq  =  bqc  +  d. 

Denn  man  schlieszt  hieraus  zur  nachstehenden 

aqaq  =  abar^aqc  -[-  ad 
oder 

{oqY  =  {abar^){aq)c  +  od, 
eine  Gleichung  der  Form  {g.  72). 
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201.   Zam  Schlüsse  dieser  Arbeit  sei  noch  einiges  über  die 
Gleichung 

?'  =  ?a  +  ft 0/73) 

mitgeteilt.  Die  Einführung  der  yiergliedrigen  Grundform  ergibt 
das  System  der  Gleichungen: 

w{tü^  —  3Ä)  =  aow  +  6o  —  ^ (ff-  74) 

a^  —  ^2^  =  (8tö^  —  R  —  aQ)x  —  {b^  +  <^i^)  \ 
a^z  —  a^x  =  (3tt7*  —  R  —  a^y  —  (J)^  +  a^w)  \...{g.  75) 
a^x  —  a,y  =  {^vP'  —  R  —  a^)z  —  (6,  +  a^w) ) 
wenn  die  Abkürzungen  der  vorigen  Artikel  beibehalten  sind. 

Nach   der  yorher  angewandten  Methode  leitet  man  aus  dem 
System  {g.  75)  die  drei  andren  Gleichungen  her: 

{Sw^  -^  R  —  a^)P  —  (C -\-  Aw)  =  0  ....  (^.76) 
(3w^  —  R  —  aJ)R  -^  {Q'\-  Pw)  =  0  ....  (^.77) 
AR  -  P»  =  (3w7^  —  R  —  aoyR  +  {B  +  2Cto  +  Aw^)  — 

—  2(3«;^  _  Ä  —  ao)  (Q  +  Pw) 
deren  letztere  mit  Hülfe  der  vorangehenden  zur  nachstehenden  wird 
AR  —  P^  =  B  +  2Cw-\^Aw^  —  {3w^  —  Ä  —  ao)^R  .  {g.  78) 
Aus  den  Relationen  {g,  74)  {g.  76)  {g.  78)  können  P,  R  leicht 
eliminirt  werden,  wodurch  man  eine  Gleichung  höheren  Grades 
zur  Bestimmung  von  w  erhält,  doch  unterlassen  wir  die  Mit- 
teilnng  der  ziemlich  verwickelten  Resultate. 

Eine  beträchtliche  Vereinfachung  tritt  ein,  wenn  a  ein  Ska- 
lar,  b  ein  Vektor  ist.  Denn  man  kann  sodann  in  den  vorigen 
Gleichungen  setzen 

6^  =  0,  P  =  0,  -4  =  0,  C  =  0. 
Die    Gleichung   {g,  76)   wird  hiermit  zu  einer  Identität ,  und 
{g.  74)  {g.  78)  gehen  über  in 

w{w^-^R-a,)  =  ()     I 

B  =  (iw^—R  —  a^YR  I ^^    ^ 

Zar  Bestimmung  der  Grösze  w  wird  somit  erhalten  tr  =  0,  oder 

{2w^  ^  a^f  {w^  —  a^)  =  \\B 
einß  Gleichung  sechsten  Grades,  welche  leicht  diskutirt  wird. 

Der  Fall,  wo  a  ein  Skalar,  h  ein  willkürlicher  Quaternion 
ist,  obgleich  weniger  einfach  als  der  vorige,  kann  jedoch  auch 
leicht  Terfolgt  werden. 


ANHANG. 

POTENZEN  MIT  QUATEKNIONEXPONENTEN , 
LOGABITHMEN  UND  TKIQONOMETEISCHE  FUNKTIONEN 

DER  QÜATERNIONEN. 


20^.  Um  zor  allgemeiafiQ  Potenz  eiofis  Quatemione  mit  Qua- 
teraioPOfponef^ten  ^u  geraten ,  setzen  wir  fßst ,  dass  d^s  Symbol 
6«,  wp  e  4i^  gewötnlicbe  Baais  d^r  nätürlicben  l4>garithm«n 
bedeutet»  wie  ia  der  Algebra  nach  aufsteigenden  Potonven  toh 
q  entwickelt  werden  kwa.   Es  ist  somit  durch  diese  Defiaitioa 


^  =  1+. +1  +  1-3 


+  ••••  + 


+ 


(AI) 


j2  •  •  •  •  ffl 

Wir  wollen  nun  zuerst  zeigen,  dass  die  beiden  ßeiten  dieser 
Gleichung  einen  völlig  bestimmten  Quatemion  darstellen,  dass 
somit  die  zweite  Seite  einer  bestimmten  Grenze  sich  nähert. 

208.  Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir 


na) 


l  +  ?  +  |+|ä  +  ....  +  27^ 


+  •• 


i^.(?)=l+?+l  +  .... 

sodass 


2  .  .  .  .  fTl 


F(q)  =  Lim.  is»(^),  wenn  Lim.  m  =  oo. 
Wir  brauchen  nur  zu  zeigen,  dass 

Lim.  [/;.+,(?)  -  F^q)]  =  0 , 


(A.3) 
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wenn  Lim.  m  =  L%m,  n  =  co.  Und  dieses  Restdtat  wird  fest- 
stehen, sobald  gezeigt  ist,  dass 

Lim.  T[F^^Jiq)  -  FJiq)]  =  0 (A.  3) 

anter  denselben  Bedingungen  stattfindet.  Denn  das  Verschwin- 
den des  Tensors  bedingt  auch  das  Verschwinden  des  Qua- 
ternions. 

204.  Kehren  wir  zu  der  Gleichung  (6.  111)  oder 

N{q  +  q')^Nq  +  Nq'  +  2TqTq'cOB^% 

zurück.  Dieselbe  lässt  sich  leicht  unfgestalten ,  wie  nachstehend 

Tii  +  q'f  MTq-  Tif  +2Tq Tq'(\  +  «)«  Z  |) 

=  {Tq  —  Tq'Y  +  47VT/co«H  ^  r 
Weil  nunmehr  stets  die  Ungleichheit  stattfindet 

0  <  co»*^  Z  i  <  1 

so  wird  aach 

Tq-T^<  T(q-\-q')  <  Tq  +  l'^ (Ä.  4) 

oder  in  Worten :  der  Tensor  einer  Summe  von  Quaternionen  ist 
Mreniger  als  die  Summe  der  Tensoren  der  einzelnen  Glieder. 

205.  Wenn  wir  diese  Ungleichheit  anwenden,  so  ist 

T[F^Ui)  -  F4q)]<F„+.{Tq)-F^iTq)  .  .  .  (Ä.  5) 

Wählen   wir   nun   einen  ganzen  Wert  m^ ,  welcher  der  Un- 
gleichheit genügt 

m^>2Tq—l 
so   findet  man  leicht 

Tq  ,         Tq       ^  Iq   ^  ^       ^ 

^  .-1-1  <Ti^  4-2'^^'""'  m"^^'  "^^^^  nochm>mi. 

Deshalb  kann  auch  gesetzt  werden: 

7^  Tq     Iq        Iq  Tq  Tq         Tq"^^ 


•  •  • « 


2.,.,m        m  m — Im — 2  iWj -j- 2  mj -)- 1  2i,„,m^ 

^»,,,m^ 
^W^enn  nun  m^  einen  endlichen  Wert  hat,  wie  stets  möglich 
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ist,  so  wird 

=  a 


gesetzt   werden   könneD ,    wo   a   eine   bestimmte  endliche  Zahl 
bedeutet. 

Demnach  wird  stets ,  wenn  m  >  m^ 

^<a(^)-— (A-6) 

Nun  ist  aber  weiter: 


+  5 — ;„  i„  ,x  +  ••••  + 


=[ 


2....(n»4-n)^2....(«»+n-l)^  ^2.,..(to+1) 

Tq Tq__         _Tg_,Tq_     Tg  Tg  H  Tg- 

7n-|-n w+n— 1        m-f-l       "**  '  m-|-2m-[-l     «»+lj2....w 

am», »Tri 

wenn  stets  m  >  m,  vorausgesetzt  wird.  Die  zwischen  Klammern 
stehende  Reihe  ist  aber,  falls  n  endlich  bleibt,  kleiner  alsEÜns, 
und  für  Lim,  n  =  oo  nähert  die  Reihe  sich  der  Einheit.  Zieht 
man  noch  (A.  6)  in  Betracht,  so  wird  somit  stets  die  Ungleich- 
heit gelten 

Wenn    nun   m  ins  Unendliche  wächst,  so  nähert  die  zweite 
Seite   sich   der   Null;    dasselbe  soll  somit  mit  der  ersten  statt- 
finden,  weil   diese   auszerdem   nicht   negativ   werden  kann.  Es 
wird  deshalb 
Lim.[Fjn^n{ Tq)  —  FJJTq)]  =0,  weunZtm.m=oo  und Ztm.n=oo  (A.  7) 

Dann  musz  aber  auch  nach  (A.  5)  die  Gleichung  stattfinden 

Lim.  T  [F^^^  (q)  -  F^  {q)]  =  0 

womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

206.  Wir  wollen  nun  weiter  zeigen,  dass  allgemein 

F(g)  ^r)  =  JF\q  +  r), 

wenn  q  und  r  complanare  Quaternionen  bedeuten. 
Betrachten  wir  zunächst  die  Funktion 

P{q,r)  =  F,,,{q)F,,{r)  —  F^{q  +  r),  wenn  q\\\r.   .    .   (Ä.  8) 
Es  ist 
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r*  .    r* 


=  l  +  *"  +  ö  +ö^ +••••+ 


2    '   2.3  '        '   2....m 


2^2    2.2....(»n— 2)  '  2.2....(»»-l)  '  2.2....ro 


(A.9) 


2. ...771  2.. ..971.2  2. ...77). 2... .771 

Die  ersten  771  -|-  1  Colamnen  bilden  die  Funktion 

F.(q  +  r) , 
wie  leicht  ersichtlich ,  und  es  ist  somit  P(;,  r)  gleich  der  Summe 
der    Glieder    der  übrigen   Golumnen.     Nach   (h,  4)  ist  sodann 
TP(q,  r)  kleiner  als  die  Summe  der  Tensoren  dieser  übrig  blei- 
benden Glieder  und  diese  Summe  ist  dem  Ausdruck 

F4Tq)F^{7r)  -  F^{Tq  +  Tr) 

gleich y  wie  unmittelbar  einleuchtet,  wenn  man  denselben  hin- 
schreibt. 
Somit  ist 

TP{q,  r)  <  F^iTq)F4Tr)  -  F^{Tq  +  TV)  .  .  .  (Ä.  10) 

Bilden  wir  noch  die  Funktion 

JF2n.{Tq+lr) 
oder 

l+(r?+2r)+ 2 +--'-+2....2m 

oder  in  andrer  Schreibweise 

TV*       7V3  7V2w 

1  +  ^^  +  ^+2-3  +  . ...4-^ 

+  ^^+^^^+~2-  +  "--  +  2....(2m-l) 

+  o    H 5      r  •  •  •  •  + 


2      '      -2       '  '  2.2....(2fn-2) 
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SO  erhellt  unmittelbar,  dass  dieselbe  alle  Glieder  der  Funktion 

F^{Tq)FJiTT), 
—  eines   Ausdrucks ,  welcher  aus  (A.  9)  hervorgeht ,  wenn  man 
darin  ^,  r  durch  Tq ,  Tr  ersetzt  —  enthalt  und  auszerdem  noch 
andere  Glieder. 
Somit  ist 

FM  +  2V)  >  F,(Tq)F,{Tr) 
und  die  Ungleichheit  {h,  10)  ergibt  a  fortiori 

2T(?,  r)  <  F^^(Tq  +  Tr)  -  FJTq  -f  Tr) 
Nun  musz  aber  nach  (A.  7)  die  Gleichung  stattfinden 
Um.  TP(3,  r) = 0,  oder  Lim.  T[F„{q)FJr)  -  FJiq  +  r)] = 0  (A.  1 1) 
wenn  Lim.  tn  =  oo ,  und  hierdurch  auch 

Lim.  [FJiq)Fj{r)  -  Fj^q  +  r)]  =  0 
oder 

F{3)F{r)^F{s  +  r): (Ä.  12) 

Weil   aber   F{q)   mit   ^   identisch  ist ,  so  erhalten  wir  somit 

den  Satz 

^e'  =  e«+-,  falls  ^||lr. (ä.  18) 

207.  Weil   der  Skalar-  und  der  Vektorteil  eines  Quaternions 

stets  als  complanar  betrachtet  werden  können,  so  erhalten  wir 

weiter  nach  {h.  18) 

^  ^  ^J^Vq  ^  ^Sq eVq (Ä.  14) 

Der  Ausdruck  e^  ist  seiner  Bedeutung  (A.  1)  nach  ein  Skalar 
und  aus  der  Algebra  wissen  wir,  dass  derselbe  für  alle  Werte 
von  Sq  conyergirt  und  einer  positiyen  Zahl  gleich  kommt , 
welche  gröszer  oder  kleiner  als  Eins  ist ,  je  nachdem  Sq  ^oszer 
oder  kleiner  als  die  Null  erscheint. 

Der  Ausdruck  e^9  kann  leicht  tranformirt  werden 

_  {TVqf       {TVqY 

~  2       "•"    2.3.4  ••" 

+  UVqyTVq--^^  +  ^^^j^....^ 
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wenn  noch  beachtet  wird,  dass 

(j7F?)^  =  -l,  {UVqy=^h  U.8.W. 
Nach  der  Algebra  kann  dann  weiter  geschrieben  werden 

eVq=co8TVj+  UVq.sinTVq  .  .  .  -  .  (Ä.  15) 
wo  die  Grösze  des  Winkels  in  der  bekannten  Weise  gemessen 
ist  durch  die  Länge  des  Bogens,  Ton  den  Schenkeln  des  Winkels 
aas  einem  Einheitskreise  ausgeschnitten. 

In    Verbindung    mit    der    Gleichung    (A.  14)    erhalten    wir 
schlieszlich 

e^  =  e^{co8TVq^9inTrq.UVq) (A.  16) 

Qud  hieraus  kann  aufs  neue  erhellen,  dass  dem  Symbol  ^  ein 
bestimmter  endlicher  Wert  zukommt.  Man  schlieszt  weiter 
aus  {h,  16) 

T.fg'  =  eSq,  S.^  =  eSqcosTVq,  V.^^eSgainTVq.Urq  .  (A.  17) 
208.   Nehmen   wir   die    Gleichung   (ä.  15)    wieder   auf,    und 
schreiben  dieselbe 

em.UFq:=C08TVq  +  8inTVq.UVq 
so    kann   dieselbe  verallgemeinert  werden.  Es  ist  nämlich  TVq 
ein  willkürlicher  Skalar,   den  wir  somit  durch  x  ersetzen  kön- 
nen, und  es  wird  dann 

e^UPg  =M  C08X  +  strueUrq (Ä.  18) 

analog  der  bekannten  algebraischen  Formel 

^^—"1=  C08X  +  8inx,  v/HI 
Nehmen  wir  in  (A,  18)  speciell  x=-  ^q^  so  ist 

e^9'^^^  =  C08^q  +  ^j^q.UVq=Uq  .  .  (A.  19) 
Wenn  wir  jedoch  den  Quaternion  in  dem  in  Art.  184  erör- 
terten  Sinne   auffassten,   so   hätten    wir  allgameiner  schreiben 
können 

^m,q. UVq  ^  ^^^  ^^  ^  ^  ^j.^  ^^^  qMVq^üq.  .  (A.  20) 

und  hieraus  geht  hervor,  dass  die  Funktion 

eine    periodische   sein  masz,  ind#m  dieselbe  jedesmal  denselben 
^Wert  erhält ,  wenn  am.  q  mit  2flr  wächst. 

£8  hat  dies  hierin  seinen  Grund,  dass  nach  (A,  18) 

(f^""^^^  ^1 (A.  22) 

sodass  weiter  nach  (A.  13) 
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Wenn  am.  q  mit  v  zunimmt ,  so  ändert  die  Grösze  Q  das 
Zeichen,  weil  nach  (A.  18) 

e^uvq  =  —  1 (A.  23) 

209.  Die  Gleichung  {h.  20)  wollen  wir  nun  weiter  benutzen 
den  Logarithmus  des  Yersors  eines  Quaternions  zu  definiren, 
wie  nachstehend 

log  üq  =  am  q.  UVq (A.  24) 

Nehmen  wir  sodann  noch  an,  dass  auch  die  Gleichung 

log  q  =  log  Tq  +  log  Uq %  .  .  (A,  25) 

gilt,  so  ist  allgemein     * 

log  q  =  log  Tq  +  am  q.  UVq {h.  26) 

als  die  Definitionsgleichung  des  Quaternionlogarithmus  zu  be- 
trachten. Dieselbe  stimmt  mit  der  bekannten  Formel  der  Algebra 
für  den  allgemeinen  Logarithmus  einer  Zahl  überein.  Denn, 
wenn  q  eine  positive  oder  negative  skalare  Grösze  ist,  so  ist 
die  Ebene  des  Versors  UVq  unbestimmt  und  es  musz  somit 
diese  Grösze  durch  V^  ersetzt  werden.  Man  erhält  in  dieser 
Weise,  weil 

für  einen  positiven    Skalar  ^  ^  =  0 ,  am,  q  =  2nT» 
und      für  einen  negativen  Skalar  ^  ^  =  ^,  am,  q  =  (2n  4~  1)^  - 

log  of  =  Lv -]- 2n7r  l/I^,  wenn  a:>0 
log  a!='Lv-\'  (2n  +  1)^  V^^  i  wenn  «  <  0, 
Es  sind  dies  die  bekannten  algebraischen  Formeln. 
Die  festgestellte  Definition  für  log  q  ergibt  die  Gleichung 

e^9  =  q (Ä.  27) 

Denn  es  ist 

=  Tq  Uq  nach  (Ä.  20)  =  q. 
Es  geht  hieraus  hervor,  dass  nur  wenn  q\\\rj  die  Gleichung 

log  qr  ^=log  q  -^  log  r 
stattfinden  kann.  Denn  es  ist  sodann 

qr  =  e^9e^^  =  e^^-^^''  nach  (A.  13) 
weil   log  q,  log  r   complanar   sein    müssen ,   sobald    dasselbe    bei 
q,  r  stattfindet. 

210.  Wir  sind  nun  im  Stande,  allgemein  q""  zu  definiren.  Es 
sei  hierfür  genommen 

qr  =  ^loffq (A.  28) 
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Es  gebt  hieraus  beryor,  dass  nicht  stets 

sein  kann.  Denn  es  wird  nur  dann 

gültig  sein ,  wenn  rlogq^slogq  complanare  Quaternionen  sind. 
211.  Den  Sinus,  Cosinus,  Tangens  eines  Quaternions  werden 
wir  wie  nachstehend  erhalten 

2  sin  q.UVq  =  ^^'^'9  _  ^-j^rg 

2  cos  q  =  ^^^^9^6-''^^'' 

tgq.Urq  =  -,^-^-^:^^^ 

Aus  diesen  Formeln  geht  hervor,  dass  die  beiden  ersteren 
Groszen  stets  convergiren.  Mit  Hillfe  der  Gleichung  {h.  1)  und 
der  Relation 

{UVqy=—l,  {UVqy=+l,  u.  s.  w. 
beweist  man  leicht,  dass  auch  die  Oleichungen  {h.  30)  gültig  sind. 

q^  ?*  ?* 


(A.  29) 


r    ,      ?* 


««?  =  ?  — 00  + 


.  .  (Ä.30) 


2.3   '   2.3.4.5 
wie  in  der  Algebra. 

Eine  dritte  Form  für  die  Funktionen  cos  q ,  nn  q  kann  wie 
nachstehend  hei^leitet  werden. 

Durch  die  Anwendung  der  Gleichung  {h.  16)  erhält  man 
2  cotq  =  ^^^^^  \cotTV.qUVq'\.»inTV{3ÜVq).UV{qU7q)\ 

-ir(^-ivyi\co»TV.-qUVq-\-nnTV{-qUVq).ÜV{-qVVq)\ 
TS»  ist  jedoch 

qUVq  =  {Sq-\-TVq.UVq)UVq  =  Sq.UVq—TVq 

somit 

S.q ÜVq  =  —  rr? ,    V.qUVq  =  Sq. UVq 
TV.qüVq  =  ±Sq,    üV.qUVq  ==±  ÜVq 

WO   die  oberen  Zeichen  gelten  in  dem  Falle,  wo 

Sy  >  0 ,  öder  Z  j  <  g  , 
clie  unteren,  wenn 

IT 
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Die  Einführung  dieser  Resultate  in  die  eiliflitene  Qkichnng 
ergibt  fOx  diese  beiden  Fälle 

2  CO«  ?  =  er"^"'  (cos  Sq-^einSq.  üVq)  +  e^^t  (eo»  f^  -  sin  8q.  UYq) 
=  («"'» +  e-'^f)cot  Sq  —  («'•^«-«-m)  gin  Sq.  UVq 
=  2  eot{V^  FVq)cosSq-\-2\/~i  «^«(l/IIi  TVq)HnSi.ÜVq 
und  zuletzt 
eosq  =  cos{V/:^TVq)co»Sq-{-V^sin(^^i:iTrq)nnSq. UVq  (A.81) 

In  gleicher  Weise  wird  eriialten 
2  »in  q  UVq =e-'^''f{cos  Sq+sinSq.  UVq)  -  e^^^ieosSq  -  einSq.  ü  Vq) 
=-  («'"''»  -  <r-^^»)  cos  Sq  +  {e'^^i-\-e-^t)  «in  Sq.  ÜVq 
=2  v/3i«n(  t/=i  rF^)«ro«Sj'+2co«(  »/:=T!rr?)«»fcS^.  UVq 
und  acUieszIich 
«tn? = co»{ V^iTVq)sinSq -  \/^\sin{V~\ TVq)cotSq.  UVq  (h.  82) 
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VORWORT. 


Die  Yeröffentlichang  der  »Anwendung  der  Qaatemionen  auf 
die  Geometrie",  welche  ich  beim  Erscheinen  der  Theorie  inner- 
halb kurzer   Zeit  in  Aussicht  stellte,  ist  leider  durch  mehrere 
wissenschaftlichen  und  anderen  Beschäftigungen  verzögert  wor- 
den. Ich  hatte  mir  zunächst  die  Aufgabe  gestellt,  die  Frucht- 
barkeit jener  lilethode  nach  dem  Vorgänge  des  genialen  Erfinders 
durch  Anwendung  auf  verschiedene  Gebiete  der  Geometrie  nach- 
zuweisen  und   bei  der  Bearbeitung  erschien  es  mir  am  zweck- 
mässigsten,  wenn  die  Darstellung  durchaus  systematisch  gehalten 
wurde.   Es   könnte  vielleicht  scheinen,  dass  mancherlei  in  den 
beiden  ersten   Abschnitten   der  Einfachheit  wegen  hätte  unter- 
drückt werden  können ,  doch  vnrd  sich  bei  einer  eingehenderen 
Ptüfang  herausstellen,   dass   dadurch   die   Darstellung  der  fol- 
genden Abschnitte  nur  gelitten  hätte. 

B^  der  Wahl  des  Stoffes  habe  ich  stets  das  Ziel  vor  Augen 
gehabt  zu  zeigen,   dass   auch   die  schwierigeren  Probleme  der 
Behandlung    mittelst   Quaternionen   keine  Hindernisse   bieten, 
wenigstens  in   so   weit,   als   überhaupt  deren  Lösung  bei  dem 
jetzigen   Stande   der  Wissenschaft  möglich  ist.  Dazu  war  not- 
wendig, die  Mehrzahl  der  Gegenstände  eingehender  zu  erörtern, 
als  gewöhnlich  in  den  Werken,  welche  demselben  Ziel  nachstreben, 
geschieht,  ohne  jedoch  in  eine  Erschöpfung  zu  verfallen.  Auch 
mnaste    ich   mir  schon  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  ge- 
wisse Schranken  setzen.   In  wie  weit  es  mir  gelungen  ist,  der 


VI  VORWOET. 

Lösang  dieser  Aufgabe  gerecht  za  werden,  wird  sich  nur  mit 
der  Zeit  herausstellen  können. 

Die  merkwürdige  Eleganz  der  Methode  tritt  nur  bei  der  Her- 
leitung metrischer  Relationen  zu  Tage.  Natürlich  finden  auch 
die  projektivischen  Verhältnisse  im  Quaternionenkalkül  ebenso 
gut  ihren  Platz  wie  in  der  gewöhnlichen  Bechnungsmethode , 
doch  können  hierbei  die  gebräuchlichen  HAiuLTOif'schen  Symbole 
keine  Anwendung  finden. 

In  Bezug  auf  den  Inhalt  dieses  Bandes  erlaube  ich  mir  noch 
Folgendes  mitzuteilen.  Bei  weitem  die  Mehrzahl  der  in  Betracht 
gezogenen  Gegenstände  wird  man  auch ,  und  zwar  ausfuhrlicher, 
in  Hamiltoi^'s  »Elemente'*  erörtert  finden.  Es  ist  mir  jedoch  ge- 
lungen durch  Einführung  zwei  neuer  Symbole  c?oi  ^o^^^'^^®^^^ 
der  Polaren  beliebiger  Ordnung  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine 
willkürliche  Fläche  der  Behandlung  mittelst  Quatemionen  zu- 
gängig zu  machen ,  obgleich  die  Darstellung  bei  der  Joachim a- 
THAL'schen  an  Einfachheit  allerdings  zurückbleibt.  Doch  erscheint 
manche  diesbezügliche  Aufgabe  auch  hier  in  einer  sehr  einfeu^hen 
Form ,  wie  z.  B.  die  Aufteilung  der  Gleichung  der  Hssss'schea 
Fläche. 

Im  sechsten  Abschnitte  habe  ich  die  Theorie  der  geradlinigen 
Strahlensysteme  entwickelt  und  ich  meine  behaupten  zu  können, 
dass  wol  auf  keinem  Gebiete  die  Eleganz  der  Methode  mehr 
hervortritt,  als  auf  diesem,  wie  ein  Vergleich  mit  der  Euk- 
M£R*schen  Darstellung  desselben  Gegenstandes  (Gb,elle*s  Journal, 
Bd.  57)  unzweifelhaft  dartun  wird. 

Zuletzt  sei  erwähnt ,  dass  ich  mich  bemüht  habe,  die  Inte- 
gration der  linearen  partiellen  Differentialgleichung,  soweit  es 
innerhalb  der  gestellten  Schranken  möglich  war,  durchzuführen. 
A.uf  dieses  Gebiet  war,  soviel  mir  bekannt,  bis  jetzt  noch  Icaum 
der  erste  Schritt  gesetzt.  Denn  die  Notiz ,  welche  Prof.  Tait  in 
den   Jahrgängen    1869—1870   der   »Proceedings    of  the  Royal 
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Society  of  Edinburgh"  über  diesen  Gegenstand  yeröffentlicht 
hat,  enthalt  nur  den  Keim  einer  Integrationsmethode  für  die 
partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung.  In  der  Tat  kann 
das  daselbst  erörterte  Verfahren  nur  in  einem  ganz  seltenen 
Falle  Anwendung  finden,  sogar  nicht  bei  einem  der  von  Prof. 
Tait  gewählten  Beispiele.  Es  scheint  diesem  Autor  nämlich  ent- 
gangen zu  sein,  dass  die  Differentialgleichung  der  Kegelflächen 
überhaupt  nicht  mittelst  eines  Skalarfaktors  integtabel  gemacht 
werden  kann.  Im  yorliegenden  Werke  wird  man  zwei  Methoden 
finden  um  Integrale  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
erster  und  zweiter  Ordnung  zu  erhalten. 

Auch  eine  bekannte  merkwürdige  Transformation,  welcher 
man  in  der  gewöhnlichen  Analyse  bei  partiellen  Differential- 
gleichungen begegnet,  wird  in  der  Quaternionenrechnung  zu- 
rückgefunden und  erhält  hier  eine  äusserst  einfache  Form ,  wie 
aus  dem  Artikel  107  einleuchten  kann. 

Hier  könnte  ich   nun   mein  Buch  seinem  Wege  überlassen, 
hätte  ich  nicht  noch  einige  Bemerkungen,  den  ersten  Teil  mei- 
ner  Arbeit,   die   Theorie  der  Quaternionen ,  betreffend,  hinzu- 
zufügen. Allerdings  bin  ich  von  der  UnvoUkommenheit ,  welche 
anzweifelhaft  derselben   anhaftet,   überzeugt   und   ich  erwähne 
hier  dankbar,  dass  Prof.  Rahusbn  die  Güte  hatte  mich  darauf 
hinzuweisen,   dass   im    Art.    73   durch   ein  Versehen  ein  Satz, 
die    Proportionen   betreffend,   fehlerhaft   ausgesprochen   ist;  ein 
Umstand,   welcher   im    Übrigen  keinen  Einfluss  ausgeübt  hat, 
weil    jener   Satz   überhaupt  nur  Anwendung  findet  bei  rechten 
Qaatemionen,    wo   derselbe   auch   in   der   von  mir  mitgeteilten 
Gestalt  gültig  ist.  Die  Berichtigung  wird  man  am  Schlüsse  die- 
ses  Bandes  finden;  auch  wird  dieselbe  von  jetzt  an  dem  theo- 
retischen Teile  hinzugefügt. 

Doch  ist  meiner  »Theorie''  eine  Kritik  seitens  der  Zeitschrift 
>  Philosophical  Magazine"  (Novemberheft  1891)  zu  Teil  geworden, 
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welche  ich  nicht  ohne  Weiteres  vorübergehen  möchte.  Zwar  ist 
dieselbe  in  solchen  Worten  abgefasst,  dass  wohl  kaam  Jemand 
na  den  wissenschaftlichen  Ernst  des  Referenten  glauben  wird,  doch 
will  ich  dasjenige  herauswählen,  was  wenigstens  einigermaasen 
den  Schein  annimmt,  ein  Einwand  wider  meine  Arbeit  zu  sein. 
Zu  solchem  kann  ich  die  Bemerkungen  .über  die  Weitläufigkeit 
meiner  Darstellung  nicht  zählen,  zumal  meine  Meinung  ist,  dass 
bei  einer  Lehre ,  welche  in  so  mancher  Hinsicht  yon  den  üblichen 
Anschauungen  abweicht,  jede  Frage  einer  sorgföltigen  Prüfung 
unterzogen ''werden  muss,  wenn  das  Vertrauen  des  Studirenden 
auf  die  Richtigkeit  der  neuen  Principien  aufrecht  bleiben  solL 
Übrigens  wird  dieser  Punkt  wol  am  besten  mit  der  Zeit  sei- 
tens des  mathematischen  Publikums  ihre  Erledigung  finden. 

Ebensowenig  kann  ich  die  Abwesenheit  des  Operators  V  za 
jenen  Einwänden  rechnen;  im  theoretischen  Teile  der  Hamil- 
TON'schen  »Elemente"  findet  man  diesen  Operator  kaum  erwähnt 
und  Prof.  Tut  widmet  demselben  in  seinem  bekannten  Buche, 
dessen  hundert  erste  Seiten  die  Theorie  enthalten,  eine  einzige 
Zeile.  Im  vorliegende  Bande  habe  ich  jenes  Symbol  an  passender 
Stelle  eingeführt,  doch  will  ich  schon  jetzt  bemerken,  dass 
meines  Erachtens,  wie  ich  bald  zeigen  werde,  der  Wert  dessel- 
ben für  die  Anwendung  auf  die  Physik  sehr  überschätzt  wird. 

Den  meisten  Anstoss  jedoch  scheint  mein  Bestreben  gegeben 
zu  haben,  eine  geometrische  Deutung  für  die  Wirkung  des 
Symbols  ]/^  zu  finden.  Ich  wäre  dadurch  sogar  in  Wider- 
spruch mit  den  von  mir  selbst  mitgeteilten  Definitionen  ge- 
raten, doch  wird  wohl  Niemand  einer  solchen  Stelle  begegnet 
sein,  es  sei  denn  der  Referent,  welcher  einen  derartigen 
Widerspruch  in  den  von  ihm  in  Gursivschrift  abgedruckten 
Worten,  dass  ich  einen  imaginären  Skalarfaktor  als  einen  un- 
bestimmten  rechtwinkligen  Quatemion  betrachte,  zu  erblicken 
scheint.  Ein  derartiges  Verfahren,  die  Skalargrössen  als  gewisse 
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besondere  Fälle  der  Qaaternioiieii  zu  denten,  acheint  ihm  ganz 
unbekannt  zu  sein.  Doch  kann  bemerkt  werden,  dass  dieselbe 
Betrachtungsweise  schon  von  Hamilton  auf  die  negativen  Ska- 
largrössen  angewandt  ist  und  sicherlich  die  einzig  wahre  Auf- 
fassung sein  muss. 

Wo  übrigens  der  Beferent  behauptet,  ich  erteile  dem  Sym- 
bole |/^  das  »glückliche  aber  bisher  unerwartete"  Vermögen, 
seine  Achse  senkrecht  zu  jedem  beliebigen  Vektor  zu  ricjiten , 
—  ein  Vermögen ,  welches  jedoch  jeder  positiven  oder  negativen 
Skalargrosse  zukommen  würde  —  zeigt  er  nur  einen  zu  sehr 
oberflächlichen  Blick  in  mein  Buch  geworfen  zu  haben,  weil 
dieser  Punkt  im  Artikel  107  specielle  Erledigung  gefunden  bat, 
wo  gerade  das  Gegenteil  behauptet  wird. 

Die  ToUkommene  Übereinstimmung  der  Besaltate,  welche  darch 
meine  Betrachtungen  bezüglich  der  Biquatemionen  erhalten  wor- 
den sind  mit  denen,  zu  welchen  Herr  Laquerrb  schon  vor  län- 
gerer Zeit  in  der  analytischen  Geometrie  geführt  wurde  —  deren 
Zusammenhang  ich  in  einer  Abhandlung  in  »Nouvelles  Annales 
de  Math^matiques ,  1891"  nachgewiesen  habe  —  ist  wol  der 
beste  Beweis  für  die  Znlässigkeit  meiner  Ansichten. 

In  den  letzten  Zeilen  jener  Kritik  stellt  sich  aber  erst  deut- 
lich heraus ,  dass  mein  eigentliches  Verbrechen  der  Versuch  ist, 
eine  Lücke  in  den  bewunderungswürdigen  Arbeiten  Hamilton's 
anszufüllen.   Wie  gross   auch  die  Verehrung  sein  mag,  welche 
man  der   schöpferischen  Kraft  dieses  englischen  Mathematikers 
zuträgt,  bei  der  Weise,  worauf  der  Begriff  der  Biquatemionen 
in    seine  Werke   eingeführt   wird,   kann  man  doch  schwerlich 
Befriedigung  finden.  Der  in  jener  Kritik  aus  Hamilton's  Wer- 
ken    citirte  Satz,   die  imaginäre  Skalargrosse   betreffend,  sagt 
eben    nichts  aus,   wie   einem  jeden  Unbefangenen  unmittelbar 
klar  sein  wird. 

Haag,  im  Februar  1893.  P.  MOLENBROEK. 
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DEUTUNG  EINIGER  FORMELN. 

VERMISCHTE  AUFGABEN  AUS  DER  TRIGONOMETRIE 

UND  DER  GEOMETRIE. 


1.  Bevor  wir  systematisch  die  Anwendung  der  Quaternionen 
auf  die  Aufgaben  der  analytischen  Geometrie  auseinander- 
setzen, wollen  wir  in  diesem  Abschnitte  einige  schon  in  der 
Theorie  gewonnenen  Resultate  näher  betrachten  und  meUrere 
Termischten  Aufgaben  lösen. 

Wegen   der    Deutung,   welche   wir   den   Vektoren   und   den 
Qaaternionen   beigelegt  haben,    lässt  jede  Formel  sich  geome- 
trisch   oder    mechanisch   deuten.    Diesem   Gegenstande   mögen 
eisige  der  nachfolgenden  Artikel  gewidmet  werden. 
2.     1^  Die  Gleichung  (6.  109)  oder 

S{qfq')  =  Sqf.y (A.  1) 

kann  mit  einem  sphärischen  Dreieck  in  Verbindung  gesetzt 
werden.  Es  seien  zu  diesem  Zwecke  «,  /3,  ^  drei  willkür- 
liche Einheitsvektoren,  welche  auf  der  Einfaeitskugel  0  die 
Ecken,  eines  sphärischen  Dreiecks  ABC  bestimmen.  Setzen  wir 
nun 

BO  ist 

OM 


,+^~i±^^^ 


» 


\ 


wenn  M  die  Mitte  der  Geraden  BC  ist.  Somit  wird 
S{q  +  q')  =  2  r.OM  cos  Z  MOA  nach  (6.  99) 

=  2co8  -  cos  AD , 

wenn  D  die  Mitte  ist  des  grössten  Kreises  BC  nnd  die  Seiten 
des  sphärischen  Dreiecks  mit  a^  b^  c  bezeichnet  werden.  Unsre 
Formel  (A.  1)  wird  demnach 

2  €08  Q  cos  AD  =  €08  b -\- cos  c  ^ 
2 

eine  bekannte  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie. 

2^.   In    derselben    Weise    kann    die    erste   der   Gleichnngen 
(6. 149)  gedeutet  werden 

S.qq'  =  SqSq'  +  S.Vq  Vq' (A.  2) 

Es  sei  zu  diesem  Zwecke  mit  der  obigen  Figur  gesetzt 

OC      ,      OB  .^      ,      OC 

^  =  ÖB'^=ÖÄ''^°^'**^=ÖÄ- 
Nun  ist  jedoch  nach  {b.  126) 

Vq  =  Tq  sin  ^q.UVq  =  sin  a.UVq^ 
und  nach  {b.  99)  wird  nun  (A.  2)  die  Gestalt  annehmen 
cos  b  =  cos  acos  c-\-  9in  a  sin  c  S,  UVq  UVq. 
Weil  UVq  als  das  zur  Ebene  des  Quotienten  q  errichtete  Lot 
betrachtet  werden  kann ,  so  ist  nach  {c,  24)  und  Art.  28  der  Theorie 

S.UVq  UVq'^cosB 
daher 

cosb  =  cos  acosc-\-  sin  a  sin  c  co«  B  •  .  ••  .  .  (A.  3) 
die  Grundformel  der  sphärischen  Dreiecke. 
30.  Nach  (c.  52)  ist 

S.V»ßVyi  =  SxiSßy  —  SarSßi (A.  4) 

Man  hat   es   nun  mit  einem  sphärischen  Viereck  ABGD   za 
tun.  Setzt  man  wieder 

Ä  Vxß  Vyl  =  TVaßTVyl  S. UVaßüVyi 
=  sinkßsinGDcosEk , 
wenn  E   der  Schnittpunkt  der   Bogen   AB,   CD   ist,   so  geht 
(A.  4)  über  in  die  nachstehende  Gleichung 

«tnABtftnCDcotfE  =  cosADcosBC  —  co«ACco»BD , 
eine   Formel,   welche  leicht   mittelst   sphärischer   Dreiecke   be- 
wiesen wird. 


Ein  specieller  Fall  der  vorhergehenden  Formel  isfc 

S.V»ßVßr  =  ß^Sxy  —  SaßSßy (A.  5) 

=  _-  Say  —  SxßSßy. 
Man   ersieht   unmittelbar,   dass   diese   Formel  auf  die  Relation 
(A.  3)  hinauskommt. 

4P.  Aus  der  Gleichung  (r.  43)  oder 

V.VxßVyl=iSxßy  —  ySxßi (A.  6) 

können    ebenfalls  mehrere  anderen  hergeleitet  werden.  Nehmen 
wir  aber  speciell  an,  i  sei  gleich  /3,  so  wird 

V.  Vxß  Vßr  =  —  ßSxßr, 
daher ,  wenn  mit  T  operirt  wird ,  bei  den  obigen  Voraussetzun- 
gen über  «,  |3,  7 

TVxßTVßr  TV.UVxßUVßy  =  ±Sxßr, 
wo  das   Zeichen   stets   so  zu  wählen  ist,  dass  die  zweite  Seite 
der  Gleichung  positiv  ist.  Oder  trigonometrisch 

Hncdna  «wB  =  ±  S,ii  Vßy  =  ±  TVßyS.xUVßy 

=  8tna  €08  PA , 
wenn  P  der  Pol  der  Seite  BG  des  Dreiecks  ABC  ist.  Ist  AD  das 
Lot  aus  A  auf  die  Seite  BC  geföUt,  so  wird  hieraus  erhalten 

sin  c  «tfiB  =  atnkD, 
5^.  Man  ersieht  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Gleichungen 
Sßy  +  Syx  +  Sxß-l  =  S{y  +  x)  {x+ß)=Six-^ß){ß  +  y)  = 

=  S{ß-^y){y  +  x) (A.7) 

falls  Ä»  =  /3»  =  y»  =  — l. 

Ist  nun  ABC  wieder  das  durch  x,  ß,  y  bestimmte  Dreieck 
und  sind  A',  B',  C  die  Mitten  der  Seiten  BC,  CA,  AB,  so  ist 
S(y+x){x+ß)=T{y^x)T{x^ß)S.Ü{y-{-x)ü{x  +  ß)   (A.  8) 

b        c 
s=  —  4  cos  ^  cos  ^coäB'C. 

Daher  kann  auch  statt  (A.  7)  geschrieben  werden 

1  -^  cosa  -\-  cosb  -\-  cos  c  =  4  co«  ^  cos  ^  cos  B'C  =  4  co«  ^  cos  -  cos  CA', 

=  4  CO«  ^  cos  ~  cosk!^^ 


oder 


coäB'C  :  cosQfk!  :  cosA'B'  =  cos-^\  cos  -  :  co«  ^. 

U  U  6d 


3.  In  dem  vorhergehenden  Artikel  haben  wir  einige  For- 
meln der  sphärischen  Dreiecke  aus  speciellen  Gleichungen  er- 
halten. Es  lässt  sich  jedoch  zeigen,  wie  Hamilton  schon  dargetan 
hat,  dass  es  eine  einzige  Quaterniongleichung  gibt,  welche  die 
gesamte  sphärische  Trigonometrie  umfasst. 

Dieselbe  zu  erhalten  sei  in 
der  Figur  l  auf  der  Einheitskugel 
ein  sphärisches  Dreieck  ABC  und 
dessen  Polardreieck  A'B'C  ge- 
zeichnet. Lassen  wir  nun  den 
Vektor  OB'  durch  eine  Drehung 
um  die  zu  ihm  senkrechte  Achse 
OA  die  neue  Lage  OC  erhalten , 
nachher  OC  durch  eine  Drehung 
um  OB  in  die  Lage  OA' geraten, 
und  führen  wir  endlich  OA'  durch 
eine  Drehung  um  OB  nach  OC  zurück.  Nun  ist  jedoch  im 
Artikel  85  der  Theorie  gezeigt,  dass  ein  willkürlicher  Quater- 
nion  q  stets  auf  die  Form  a,^  gebracht  werden  kann,  falls  nur 

Ax.q  —  (t,  Z,q=t-,   Tq^To(f  oder  Ta,=  Tq. 

Setzen  wir  daher 

_0C 


80  ist 


somit 


Äx,q  =  0 A  =  Ä,  Z.q=^7r  —  A,   jPy=l, 


<  =  -(«r-A) 


und 


i(fr-A) 


a-?^ 


2A 


q  =  (t  ==Ä     '=— .«'  nach  (6.  197)      .  (A.  9) 

In  derselben  Weise  wird 

2C 


OA'  J-^     OB' 


00'  ~     "     '    OA 

und  durch  Multiplikation  mit  (A.  9) 


sc  SB  SA 

ÜA'  OC  OB'  /        fi        0^      ^ 


oder  indem  man  die  erhaltene  Gleichung  mit 

SA     SB     sc 

et      ß      y 

mnltiplicirt 

SA       SB       sc 

«»  /3'  y''=  — 1 (A.  10) 

In  dieser  Gleichung  ist  augenscheinlich  die  im  Art.  54  der 
Theorie  bewiesene  Formel 

ij  k  =  —l 
als  besonderer  Fall  enthalten;  man  hat  nur  vorauszusetzen, 
dass  die  Winkel  A ,  B ,  C  recht  sind.  Übrigens  kann  noch  be- 
merkt werden ,  dass  die  Anordnung  der  Vektoren  dc ,  /3 ,  ^  in 
der  Formel  (A.  10)  durch  die  relative  Lage  der  Punkte  A,  B,  C 
auf  der  Kugel  bestimmt  wird.  In  der  Figur  sind  diese  Punkte 
so  gewählt,  dass  bei  den  Vektoren  OA,  OB,  OC  die  Bemer- 
kung zutrifft,  welche  in  Bezug  auf  Ol,  OJ,  OK  im  Art.  54 
der  Theorie  gemacht  ist. 

4.  Allgemein  wenn  « ,  ß^^y,  3  .  • .  A  die  Punkte  A ,  B ,  C , 
D  . . .  L  auf  der  Einheitskugel  darstellen,  derart  dass  ABCD...L 
ein  concaves  Vieleck  bildet  und  UVaß,  Ü'F/Sy,...  die  Pole 
der  Seiten  AB ,  BC , . . .  sind ,  so  kann  man  schreiben 

OD  on  ak 

üVcLß  ^        '    ÜVßy  ^       ""  UV?,a 

und  die  Multiplikation  dieser  Gleichungen  ergibt 


(-l)-A    '...y    '  i3    '   «    '  =  1, 

wenn   n  die  Seitenzahl  des  Vielecks  ist,  und  nach  der  obigen 
Transformation  kann  nun  auch  geschrieben  werden 

SA       SB       sc  SL 

«'  /3*  y'  ...a'=(— 1)- (A.  11) 

£j8  wird  klar  sein,  dass  eine  cyclische  Umtauschung  der 
Faktoren  der  ersten  Seite  dieser  Gleichung  gestattet  ist. 

5.  Es  bleibt  uns  noch  übrig  zu  zeigen,  dass  die  Formel 
(A.  10)    in    der   Tat  die   bekannten   Formeln   des   sphärischen 


Dreiecks  enthält.  Dabei  sei  erinnert,  dass  nach  (e.  24) 

S/3y  =  —  €08 a,  Sy»  =  —  coah ,  Sxß  =  —  cosc   .  (A.  12) 
während  nach  (c.  9) 

S.x'  =  Sx    '=co«^,    r.«''  =  -r.Ä    ''=x8inA    .(A.13) 
Aus  (A.  10)  lässt  sich  schliessen 


2B        8C  _2k 


ß      y     =  —  « 

Wenn  man  nun  an  diese  Gleichung  mit  «S  operirt  und  (6.  149) 
(A.  12)  (A.  13)  beachtet,  so  wird  erhalten 

€08 A  ==  —  €08BC08  C  -|"  StflBsifi  C  €08  a. 

Hätte   man  jedoch  an  dieselbe  Gleichung  mit   V  operirt,  so 
wäre  entstanden 

Vßy8inB8inC  ^=  »sinA  —  ß8inBco8C — y€08B8inC. 
Nun  ist  jedoch  auch  nach  (c.  45) 
VßySxßr  =  —  «iV  Vßy  +  ßS.  Vyx  Vßy  +  yS.  Vxß  Vßy, 
und  die  Vergleichung  mit  der  vorhergehenden  Gleichung  ei^bt 
__     Sxßy     _  NVßy  _  S.  Vyx  Vßy  _  &  Vxß  Vßy 
8inB8inC         sinA  8inBco8C  co8B8inC 

und  in  Verbindung  mit  (c.  52),  (A.  12) 

sin^a        €08  €  —  €08a  cos  b       C08  b  —  C08  a  €08  c 
sinA  8inBco8C  co8B8inC 

Hätte   man  in   derselben   Weise  mit  dem  Symbol   V  an  die 
ebenfalls  aus  (A.  10)  folgende  Gleichung 

2k       2B  _9C 

«     ß    =  —  y 
operirt,  so  hätte  man  erhalten 

sin^C  €08  b  —  €08  a  €08  €  COSa  —  C08  b  €08  € 

8in  C  sinA€08B  co8A8inB 

und  schliesslich  noch  in  analoger  Weise 

8in^b        €08  a  —  €08b  co8  c       cos  c  —  €08  a  cos  b 
sinB  sinCcosA  cosCsinA 

Die  Verbindung  dieser  drei  Gleichungssysteme  führt  uns  so- 
dann zu  den  Relationen 

cos  a  —  cosb  €08  c       sinBsin^c        sin  Csin^b 
€08  A  sinC  sinB 


daher  auch 


rinJB       ainb 
sinC 


svnc 


und  sodann 


cos  a  —  coab  cos  c 


=  sin  b  sin  c. 


cosA 

6.  Wir  können  auch  mittelst 
Quatemionen  einen  sehr  einfa- 
chen Ausdruck  ftlr  den  sphä- 
rischen Excess  der  Winkel 
eines  Dreiecks  bilden.  Wenn 
nämlich  in  der  Figur  2  wieder 
ABO  das  sphärische  Dreieck  dar- 
stellt und  die  Seiten  BA,  CA  ver- 
längert werden  bis  dieselben  den 
grössten  Kreis  BC  wieder  in  B', 
C  schneiden,  so  ist  der  sphae- 
nsche  Excess  des  Dreiecks  ABC 

£=  T  -  (Z  AB'C  +  Z  AC'B'  —  Z  CAB'). 

Es  sei  nun  M  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  AB'C 
beschriebenen  Kreises,  so  wird  ersichtlich,  dass 

i;=^_2ZMC'B' (A.  14) 

Es  bleibt  somit  noch  Z  MC'B'  mittelst  Quatemionen  zu  be- 
rechnen. 

Weil  die  Punkte  A,  B',  C  durch  ä,  — /J,  —  y  dargestellt 
werden ,  so  wird  der  Punkt  M ,  dessen  Vektor  fjt,  sei ,  bestimmt 
durch  die  Gleichungen 

S»fA  =  —  Sßfi  =  —  Syfi , 
deren  Auflosung  ergibt 

Nun  ist  jedoch  Z  MC'B^  dem  Winkel  gleich  zwischen  den 
Ebenen  OC'M,  OC'B',  oder  zwischen  den  zu  diesen  Ebenen 
g^ezogenen  Senkrechten :    Vyfi  und   Vß^ ;  es  ist  daher 

j:  mc'B'  =  z  y^J^ =^(Vy(i  vyß) 

und  in  Verbindang  mit  (A.  14) 

£=a-  — 2Z(FyA»ry/3) (A.  15) 
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Nan  ist  weiter 
TV(a  +  ß){»  +  y)  &  Fy/tt  Vyß  =  S.ß  V{yx  +  aß-  /3y)+ 

+  SßyS.yV(y»+»ß-ßy) 
=  (1  +  Sßy)S»ßy, 
TV(x +ß)i»+ y)  F.  FyA*  Fy^  =  yS.ßr  V{x +ß){»+ y) 

daher 

TF(»  +  /3)  («  +  y) .  Fyic*  Vyß  =  (1  +  5/3y)  [5»|8y  + 

+  rSißy  +  y»  +  xß-  1)]. 
Weil  aber  TV{»  -\-ß){»-\-  y)  und  1  +  Sßy  positive  Skalare 

sind,  80  wird  aach 
Z(Fr/tt.FM3)  =  Z[Ä»^y  +  y5(/3y  +  y«+«|3— 1)].  .  (A.  16) 
Nun  ergibt  sich  jedoch  bei  Ausfahrung  der  Multiplikation 

(y  +  «)(«+^)(i3+y)=(S+n(r+«)(«+/3)(/3+y) 

=  2Saß7^+2y{Sßy+Syx'j'Saß-l)  (A.17) 
somit  in  Verbindung  mit  (A.  16) 

Z(ry/.PV|3)  =  Z(y  +  «)(«  +  i3)(/3  +  y)    .  .  (A.  18) 
Sind  «',  0',  y'  die  Vektoren  der  Mitten  A',  B',  C  der  Seiten 
des  Dreiecks,  so  ist 

r  +  »  =  2  /3'  CO«  ^ , 

und  weil  ^  stets  ein  spitzer  Winkel  ist,  schliesst  man  daher 

Z  ( Vo^fi  Vo^ß)  =  Z  ßV»' 
und  nach  (A.  15)  auch 

E=  ?r  —  2  Z  /^y'«' (A.  19) 

Natürlich  können  in  dieser  Formel  die  Grossen  /?',  y^  » 
eine  cyclische  ümtauschung  erfahren. 

7.  In  Verbindung  mit  einer  Formel  des  Artikels  2  können 
nun  aber  noch  weitere  Schlüsse  gezogen  werden.  Nach  {b.  99) 
{b.  126)  und  den  oben  hergeleiteten  Werten  für  die  Skalar- 
und Vektorteile  des  Produktes   VyfAVyß  ist  nämlich 

Nach  (A.  15)  ist  daher 
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and  statt  der  Formel  (A.  17)  kann  sodann  anch  geschrieben 
werden 

und  durch  Operation  mit  dem  Zeichen  T 

T{r  +  «)(«  + 13)  (iS  +  y)=  -  2Smßreouc^  .  (A.  21) 
Andrerseits  folgt  aber   aus   (A.  8)  durch  Multiplikation  mit 
T{ß  +  r)  oder  2co«J 

2co8^S{ßy  +  ra  +  xß-l) T(ß+o^){r  +  »){a  +  ß)eosBa 

und  durch  Multiplikation  dieser  Gleichung  mit  (A.  21)  entsteht 
nun 

a  E 

co8^S{ßy\'yx  +  xß--l)=Saßyco9ec^eo8jffC 

In  Verbindung  mit  (A.  19)  erhält  man  daher  die  bekannte 
Formel 

a       E 
cosB'C  =  co8^co8^ (A.  22) 

8.  Die  merkwürdige  Formel  (A.  19)  für  den  sphärischen 
Excess  kann  noch  leicht  umgestaltet  werden. 

Man  findet  nämlich  mit  Hülfe  der  im  Artikel  74  der 
Theorie  entwickelten  Begriffe,  dass  die  nachfolgenden  Formeln 
gültig  sind 


daher 


/x\i  _»  _y    (^\^  -i-'L    (ZX^  -L-^' 

\ß)  ~y~  ß'  W  ""«'""r  'U/  '^ß''^  X 


somit 


Die  Gleichung 


</' — ?'* 


10 
schliesst  aber  die  nachfolgende  ein 

somit 

Z5r=|  — Zj'. 
Aus  (A.  23)  kann  nun  gefolgert  werden 

und  in  Verbindung  mit  (A.  19)  somit 

-=-[©' (i)'(f)'] '--> 

9.  Wir  gehen  jetzt  wieder  zur  Deutung  einer  Quaternionen- 
gleichung 

V{ß7  +  r«  +  ^ß)  =  Vßy  +  Vy»  +  v^ß-  •  .  (A.  25) 

über.  Man  kann  hierin  überall  das  Symbol  V  durch  TV, UV 
ersetzen  und  « ,  /3 ,  y  als  die  Ecken  der  Grundfläche  ABC 
eines  Tetraeders  betrachten,  dessen  Scheitel  der  Vektorenur- 
sprung  D  ist. 

Sodann  ist 

V{ßy  +  y«  +  ocß)  =  V{ß  -  «)  (y  -  «) 

=  TV(ß  -a)iy-  »)  UV{ß  -  «)(y  -  a) 
=  2  A  ABC .  i7r(/3  —  Ä)(y  —  ä) 

Die  erste  Seite  der  Gleichung  (A.  25)  ist  somit  ein  Perpen- 
dikel aus  D  auf  die  Basis  ABC  gefallt,  dessen  Länge  durch 
das  Doppelte  der  Zahl  der  in  der  Fläche  ABC  enthaltenen 
Flächeneinheiten  ausgedrückt  wird. 

In  derselben  Weise  ist  Vßy  ein  Lot  in  D  auf  die  Ebene 
DBC  errichtet,  dessen  Länge  der  Grosse  dieser  Fläche  propor- 
tional ist. 

Wenn  aber  a^  ß,  y  drei  Vektoren  sind,  so  ist 

l(«  +  /3  +  y) 
der   Vektor  des  Schwerpunktes  des  von  den  Endpunkten  jener 
Vektoren  gebildeten  Dreiecks,  wie  leicht  dargetan  wird.  Bs  ist 
daher  in  (A.  25)  der  nachfolgende  Satz  enthalten : 

Wenn  man  in  dem  Scheitel  D  eines  Tetraeders  ABCD  nach 
derselben  Seite  hin  Perpendikel  DA',  DB',  DG  zu  den  Seiten 
DBC,   DCA,   DAB   errichtet  und  die  Länge  jener  Perpendikel 
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das  c- fache  der  Flächenzahl  dieser  Seiten  beträgt,  so  wird  die 
Gerade,  welche  D  mit  dem  Schwerpunkte  des  Dreiecks  A'B'C 
verbindet,  senkrecht  zur  Basis  ABC  des  Tetraeders  sein  und 
ihre  Länge  wird  dem  Ic-fachen  der  Flächenzahl  dieser  Basis 
gleich  kommen. 

10,  Wir  wollen  hier  nun  weiter  einige  Aufgaben  aus 
der  Planimetrie  folgen  lassen,  welche  mittelst  Quaternio- 
nen  leicht  bewiesen  werden  können.  Es  sind  dieselben  haupt- 
sächlich der  Aufgabensammlung  entnommen,  welche  die  mathe- 
matische Gesellschaft  »Wiskundig  Genootschap"  in  Amsterdam 
seinen  Mitgliedern  vorzulegen  pflegt.  Dabei  wird  es  bisweilen 
vorkommen,  dass  Ergebnisse,  welche  erst  später  ausf&hrlich 
erörtert  werden,  Anwendung  finden;  doch  ist  dies  möglichst 
tunlich  vermieden  und  allenfalls  hoffe  ich  dort,  wo  ich  ein 
solches  Verfahren  nicht  umgehen  konnte,  die  Deutlichkeit  nicht 
dem  Bestreben,  viel  Ungleichartiges  in  einen  Abschnitt  zu 
vereinigen,  geopfert  zu  haben. 

Zum  Teile  ist  die  Anwendung  der  Quaternionen  auf  diese 
Probleme  von  Herrn  Mantel  gezeigt. 

Bevor  wir  zur  Ausarbeitung  einiger  Probleme  übergehen, 
mögen  erst  hier  die  Ausdrücke  zusammengestellt  werden,  wel- 
che einige  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  aus  dessen  Ecken 
zu  finden  gestatten. 

Wenn  ä,  j3,  y  die  Vektoren  der  Ecken  A,  B,  C.sind  und 
der  £ürze  halber 

ß  —  y .=  «p  r  —  »  =  ßiy  »  —  ß  =  yi 

gesetzt  wird ,  so  erhalt  man : 

Für  die  Mitten  der  Seiten  nach  (a.  89) 

ß+y    7  +  »    »  +  ß 

2      '      2      '       2 
Für  den  Schwerpunkt  nach  (a.  39) 

— ^ 

Für  den  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  gehenden  Kreises 
_  2S»ßy  —  {ß^  —  y')»  —  (y*  —  »')ß  —  (»*  —  ß^)  y 
"  2V{ßy  +  y»  +  »ß) 
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Dieser  Punkt  ist  nämlich  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

(^  _  »y  =  (^  _  0)»  =  (,»  -  y)», 
5((<*  — «)(/»  — ^)(|(*  —  y)=0 
oder 

25(«  — i3) /»  =  «»— /3», 

25(/3-r)A.  =  ^»-y', 
Sn  {ßr  +  y«  +  «/3)  =  Sxßy, 
welche  nach  Art.  179  der  Theorie  aufisuldsen  sind. 

Fflr    den    Mittelpunkt    des   dem    Dreieck   eingeechriebeneo 
Kreises 
"  a«  +  6/3  4-  cy 

' 21 

Der  Punkt,  wo  die  aus  A  gezogene  Bisectrix  BG  schneidet, 
ist  nämlich  nach  (a.  89) 

b'\-  c 
und  ein  willkürlicher  Punkt  dieser  Bisectrix  ist 

welcher  nun  auch  in  der  Geraden 


^<'-«(^-^)-» 


enthalten  sein  muss. 

Für  die  Mittelpunkte  der  dem  Dreieck  angeschriebenen  Kreise 
findet  man  in  gleicher  Weise 

6/3  +  cy  —  a»        cy-^cM  —  bß 

""'  2(«-a)      •  '^  2(8 -h)      '  ''•*•''• 

Für  den  Schnittpunkt  der  Symmedianen 

_  g}»  +  h^ß  +  cV 

weil  die  Symmediane  aus  A  die  Seite  BG  in  zwei  Teile  teilt, 
deren  Verhältnis  dem  Quadrate  des  Verhältnisses  der  anliegen- 
den Seiten  gleich  kommt. 

Für  den  Höhenpunkt  des  Dreiecks 

^  _  Sotßy  —  aSx»^  —  ßSßß^  —  yS-yy^ 

V{ßy  +  y«  +  c^ß) 
Dieser  Punkt  wird  nämlich  aus  den  Gleichungen 
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S(p-«)«,=0,    S{p^ß)ß,  =  0,    S{p--a){p^ß){p-y)=0 
bestimmt. 

Nan  möge  die  Bearbeitung  einiger  Probleme  folgen. 

P.  Wenn  zwei  nicht  aufeinanderfolgende  Seiten  eines 
Vierecks  gleich  sind,  so  bilden  dieselben  gleiche  Winkel  mit 
der  Verbindungslinie  der  Mitten  der  beiden  andern  Seiten  des 
Vierecks. 

Sind  nämlich  «,  j3,  yj  i  die  Ecken  des  Vierecks,  so  ist 
g^eben 

r(»  - /3)  =  r(r  -  3) (A.  26) 

Die  Verbindungsgerade  der  Mitten  M ,  N  der  Seiten  BC,  AD 
wird  durch  den  Vektor 


dargestellt.  Es  ist  nun  aber 

=-.(y__j)>+,Sf(«-|3)(y-j)nach(A.26) 

daher  „ 

5(ÄB.MN) = S(DC.MN)        %^ 
und  weil 

r.  AB  =  r.DC 

^(AB.MN=Z(DC.MN). 
2^.  Wenn  man  auf  den 
Seiten  BC,  CA,  AB  nach 
aussen  Quadrate  BCDE , 
CAFG,  ABHK  beschreibt, 
so  lassen  sich  mehrere 
Eigenscb  af ten  beweisen , 
Ton  denen  hier  einige  an- 
geföhrt  werden  mögen. 

Dieselbe  zu  erörtern  setzen  wir  nach  willkürlicher  Annahme 
des  Ursprungs  0 

OA««,  0B  =  /3,  OC  =  y; 

sodass 

»i  +  ßi  +  ri=0 (A.27) 
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Ist  noch  €  ein  rechtes  Radial  in  der  Ebene  des  Dreiecks, 
dessen  Drehungsrichtung  mit  derjenigen  des  Quaternions  BG :  BA 
zusammenfallt,  so  sind  für  die  übrigen  Punkte  der  Figur  3 
die  Vektoren : 

Für  D:  y  —  f«p     Für  F:  «  — f/3,,     Für  H:  /3  — ^y^, 
»     E:/3  — <«,,       »     Gry  — f/3p       >      Kia-^-ey^. 

Man  erhält  hieraus 

DG  =  *(«,-/3,),  HE  =  *(y, -«,),FK  =  *(/3, -y.) 
oder  wenn 

gesetzt   wird,   sodass   ^  der   Vektor  des  Schwerpunktes  Z  des 
Dreiecks  ist, 

DG  =  3£(?-y),  HE  =  3*(?-iS),  FK  =  3f(?-Ä). 

In  Worten  heisst  dies:  Die  Verbindungsgeraden  DG,  ELE, 
FE  sind  senkrecht  zu  den  drei  Mittellinien  des  Dreiecks  und 
ihre  Länge  beträgt  das  Doppelte  derjenigen  dieser  Mittellinien. 

Die  Gleichung  der  Geraden  BG  ist 

V{p  —  ß)  («1  +gß^)  =  0  nach  Art.  94  der  Theorie. 

Ebenso  ist  CH  durch 

^(p  — y)  («,-*>',)  =  0 
und  das  Lot  aus  A  auf  BG  geßlllt  durch 

V(p  —  ä)  ««j  =  0 
dargestellt.  Addirt  man  diese  Gleichungen,  nachdem  dieerstere 
mit   — 1    multiplicirt  ist,   so  wird  identisch  Null  erhalten.  Es 
gehen  somit  BG ,  CH  und  das  Lot  aus  A  auf  BG  gefällt  durch 
einen  Punkt. 

Die  Gleichungen  der  Geraden  FH,  EG  sind: 

r(p  -  «  +  sy,)  (-/3,  +  fß,  -^y,)  =  0 
und  die  Mittellinie  des  Dreiecks  aus  A  ist 

Die  Summirung  dieser  Gleichungen  ergibt  wieder  eine  Iden- 
tität. Es  stossen  daher  FH,  EG  und  die  Mittellinie  aas  A.  in 
einen  Punkt  zusammen. 

3^.  Auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABG  werden  nach  aussen 
Dreiecke  A'BG,    B'GA,   G'AB   beschrieben,    welche  g^ebenen 
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Dreiecken  ahnlich   sind.   Wenn   die  Ecken  A',  B',  C  gegeben 
sind^  so  wird  gefordert  ABC  zn  construiren. 

Bezeichnen  wir  A,  B,  C  mit  «,  jS,  y  und  A',  B',  C  mit 
Pif  P29  Ps*  Sind  weiter  q^,  q^,  q^  Qaaternionen ,  welche  den  ge- 
gebenen Dreiecken  zu  entnehmen  sind,  so  kann  man  setzen 

AB  =  q^ A'C ,  B'C  =  qj&'k ,  CA  =  qfi'B 
oder 

ft-'0~9tiPi—y)y  P2  — y=?j(P2  — *)>  P3— «  =  73(^3  — ^)- 
Indem  man  ans  der  zweiten  dieser  Gleichungen  y  auflöst 
und  durch  Einsetzung  dieses  Wertes  in  die  erste  Gleichung  ß 
bestimmt,  kann  man  durch  Substitution  in  die  dritte  Gleichung 
a  erhalten 

(1  -  93?!  ?a)  «  =  (1  -  $3)  P3  +  ?39i(l  -  9a)  Pi  +  93(1  -  ?i)Pi 
wodurch  das  Problem  formell  gelöst  ist. 

Behufs  einer  Constructiou  schreiben  wir  die  Auflösung  in  die 
Form 

(1  -?i?a?3)  i^-Pi)  =  Ps-Pa  +  ?3  (Pi  -P3)  +  ?3?t(Pa-Pi) 
oder 

(1-  ?.?,9,)B'A  =  B'C  4-  q,  CA'  +  7,9, A'B' .  .  (A.  28) 

Weil    jA'B^    mittelst    eines   einem   der   gegebenen   Dreiecke 

ähnlichen  Dreiecks  construirt  wird,  so  kommt  die  Construction 

des   Punktes  A   hinaus  auf  die  Construction  einiger  ähnlichen 

Dreiecke  und  Addition  der  erhaltenen  Strecken. 

Einige  Fälle  wollen  wir  noch  specieller  betrachten ,  nämlich 
erstens  wenn  die  gegebenen  Dreiecke  gleichseitig  sind.  Es  ist 
sodann 

?i=?,  =  !?3  =  ?,  ?'  =  -!,  daher  ^»  =  y-l 

ZU  setzen,  sodass  man  erhält 

2B'A  =  B'A'  +  B'C  -  q  BV 
and  die  Construction  des  Punktes  A  aus  den  gegebenen  Punk- 
ten A'B'C  wird  somit : 

Man  nehme  die  Mitte  D  der  Seite  A'C;  auf  B'C  beschreibe 
man  ein  gleichseitiges  Dreieck  B'EC,  so  dass  der  Sinn  der 
Drehung  von  B'C  nach  B'E  mit  derjenigen  von  A'B'  nach  A'C 
übereinstimmt.  Man  verbinde  die  Mitte  F  von  B'E  mit  D  und 
ziehe   einen  Vektor  B'A,  welcher  FD  gleich  kommt. 
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Es  seien  zweitens  die  gegebenen  Dreiecke  gleichschenklig 
und  rechtwinklig.  Wir  setzen  nun 

?i=?2  =  y3=9t  ?'  =  — 1 
und  die  Formel  (Ä..  28)  ergibt 

(1  +  q)  B'A  =  B'C  —  A'B'  +  qOfk! 
woraus  die  nachstehende  Gonstruction  folgt:  Man  errichte  in 
der  Mitte  D  der  Geraden  CA'  ein  Lot  nach  der  Seite  hin, 
wo  B'  liegt  und  bestimme  hierauf  DE  =  DA'.  Nun  wird  B'£ 
die  Hälfte  der  zweiten  Seite  der  letzten  Gleichung  darstellen. 
Auf  B'E  errichte  man  in  E  ein  Perpendikel,  dessen  Länge 
gleich  derjenigen  von  B'E  genommen  werde,  so  ist  der  End- 
punkt die  Ecke  A.  Die  Drehung  von  B'A  nach  B'E  soll  mit 
derjenigen  von  A'B'  nach  A'C  übereinstimmen. 

Man  kann  jedoch  auch  leicht  eine  zweite  Gonstruction  finden, 
indem  erst  die  obige  Gleichung  transformirt  wird.  Man  leitet 
daraus  nämlich  die  Belation  her 

(l  +  y)A'A  =  (l-g)B'C 
oder 

A'A  =  jG'B'. 

Somit  ist  A'A  senkrecht  zu  G'B'  und  diese  beiden  Geraden 
haben  gleiche  Länge. 

4^.  Eine  ähnliche  Aufgabe  ist  die  nachfolgende:  Auf  den 
Seiten  eines  Dreiecks  ABG  beschreibt  man  nach  aussen  Drei- 
ecke A'BG,  AB'G,  ABG'  welche  einem  gegebenen  Dreieck  <ü>c 
ähnlich  sind.  ABG  werde  aus  A',  B',  G'  bestimmt. 

In  diesem  Falle  setzen  wir  den  Voraussetzungen  gemäss 

und  eliminiren  /3,  y  durch  Addition,  wodurch  wir  erhalten 

Pi  +  P3  —  2  «  =  gr  (pj  -f-  pj  —  2  «). 

Sind  M ,  N  die  Mitten  der  Seiten  G'A',  A'B',  so  ist 

AM  =  yAN. 

Man  beschreibe  daher  ein  Dreieck  MNA,  welches  dem  Drei- 
eck d>a  ähnlich  ist. 

5^.  Aus  den  Mitten  der  Seiten  BG,  GA,  AB  eines  Dreiecks 
ABG  ziehe  man  Geraden,  welche  anderen  gegebenen  Geraden 
AS,  BS,  GS  parallel  sind.  Es  wird  gefordert  zu  beweisen,  dass 
die    ersteren    Geraden   in   einem  Punkte  S'   zusammenstossen , 
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welches    mit    dem    Punkte   S   und   dem   Schwerpunkte   Z    des 
Dreiecks  in  einer  Geraden  liegt ,  derart  dass  S'Z  :  SZ  =  1 :  2. 

Es  sei  ff  der  Punkt  S ;  die  beiden  Geraden ,  durch  die  Mitten 
der  Seiten  BC,  CA  parallel  zu  AS,  BS  gezogen ,  sind  sodann 

i(ß  +  y)  +  «(«r-  «)i  i(y4-«)  +  y(<r-/3). 

Für  ihren  Schnittpunkt  S'  sind  diese  beiden  Ausdrücke  ein- 
ander gleidi ,  somit 

i  (/3  -  »)  +  ^  (^  -  *)  -  y  (^  -  /3)  =  0 
und   weil  « ,  /3 ,  0-  willkürliche  Vektoren  bedeuten ,  ergibt  sich 
hieraus 

Der  Punkt  S'  hat  somit  den  Vektor 

nnd  weil  dieser  Ausdruck  auch  in  die  Form 

i(«  +  l3)-i(ff-y) 
geschrieben  werden  kann,  liegt  S'  auch  in  der  Geraden,  welche 
aus  der  Mitte  von  A'B'  parallel  zu  CS  gezogen  wird. 
Für  den  Schwerpunkt  Z  ist 

somit 

ÖS'  =  i(3  0Z-  OS) 
oder 

80Z  =  OS  +  20S\ 
Dies  zeigt  den  weiteren  Teil  des  Satzes. 
6^.  Auf  den  Seiten  eines  Sechsecks  werden  nach  aussen 
gleichseitige  Dreiecke  beschrieben.  Es  wird  gefordert  zu  be- 
weisen, dass  die  sechs  Scheitel  dieser  Dreiecke  nicht  unab- 
hängig von  einander  sind.  Wie  kann  aus  fünf  Scheitel  der 
sechste  construirt  werden? 

Es  seien   «,   /3,   ^,   3,   «,   ^  die  Ecken  des  Sechsecks  und 
Pif   P2J  P3 ,  • . .  .  Pe  ^^^  sechs  Scheitel ,  P,  ,  P^ , . . .  Pe  9  so  dass 

(Pi  —  ä)  =  ?(Pi  —ß) 

{h-ß)  =  q{Pi-y) 
{Pz—r)  =  q{Pz  —  ^) 
(P4  — ')  =  9  (P4  —  0 

(Pe  —  C)  =  ?  (Pe  —  «) 

2 
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Worin 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  einander  mit  1 , 
9 ,  9S  •  •  •  •  9^  und  addirt  die  Resultate ,  so  erhält  man 

Pe  -  Pi+?(Pi  - P2)+?*(Pa  -  Pz)-^f{p3—p4)+9*{p^-P^)+9'^ip5—PB)=^ 
wodurch  der  erste  Teil  des  Satzes  bewiesen  ist.  Diese  Gleichung 

kann  jedoch  sehr  vereinfacht  werden.  Weil  nämlich  q^  =  —  1, 

so  wird 

y*  =  —  gr ,  j*  =  —  q^f  und  schlieszlich  q^  =  q  —  1. 

Es  entsteht  nun 

Pi  +  P5  —  Pi—P2  =  9  (^4  +  ^3  —  Pi  —  Pe)- 
Man  nehme  daher  die  Mitten  der  Strecken  P4P5,  PiP^,  P3P41 

PjPß,  welche  wir  mit  K,  L,  M,  N  bezeichnen  wollen,  so  ist 

KL  =  y  MN. 

Wenn  man  somit  auf  EL  ein  gleichseitiges  Dreieck  ELI  be- 
schreibt ,  sodass  EI  aus  EL  durch  eine  Drehung  entsteht  ii| 
dem  Sinne,  worin  P^B  aus  P|A  entstanden  ist,  so  istMN=EI. 
Der  Punkt  N  ist  nun  gefunden  und  Pq  kann  unmittelbar  er- 
halten  werden. 

7^.  Wenn  über  den  Seiten  eines  Dreiecks  als  Grundlinien  nach 
aussen  gleichschenklige  Dreiecke  beschrieben  werden ,  deren 
Scheitelwinkel  |  tt  beträgt ,  so  sind  die  Scheitel  die  Ecken  eines 
gleichseitigen  Dreieks. 

Man  erhält  wieder 
Pi  — /3  =  g'(pj  — y),  P2  — y  =  ?(p2  — «),   P3  —  »  =  q{Ps  —  ß); 

y'  =  1 ,  somit  q'  =  —  q  —  1. 

Durch  Subtraktion  wird  hieraus  erhalten 

a-?)(Pi-P2)  =  ?*  +  /3-(l  +  ?)y  =  /3  +  y«-f?V 
(1 -?) (P2 -- P3)  =  ?/3+ y  -  (1  + 9)  «=y +  ?/?  +  ?'«. 

somit  weil 

7'  +  qß  +  q^x  =  q{ß-j-qx-^  ? V) 

Pi  —  Ps^q  (Pi  —  Pi) 
und  hierin  liegt  der  Satz  enthalten. 

8^.  Auf  zwei  Seiten  BC,  CA  eines  Dreiecks  ABC  sind  nach 

aussen   gleichseitige   Dreiecke    beschrieben.   Wenn   die  Scheitel 

A',  B'  dieser  Dreiecke  und  der  Höhepunkt  H  des  Dreiecks  ABC 

gegeben  sind,  so  wird  das  Dreieck  zu  constrniren  gesucht. 


Sind  »j  ß^  y  wieder  die  Vektoren  der  Ecken  des  Dreiecks, 
P],  p^  diejenige  der  Scheitel,  a  der  Höhepunkt.  Ist  noch  t  ein 
zur  Ebene  ABC  senkrechter  EinheitsTektor ,  so  werden  die  Be- 
dingungen des  Problems  ausgedrückt  durch  die  Gleichungen 

Pi  —ß  =  qiPi—y)j  Pa  —  y  =  7  (Pj  —  «).  .  .  (A.  29) 

j*  =  —  1 ,  y*  =  7  —  1 (A.  30) 

S((r-«)(/3-y)=:0,  S((r-/3)(y-«)  =  0,  5((r-Ä)t  =  0  (A.  31) 
Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (A.  29)  und  (A.  80)  folgt 

y  — a  =  gr-i(pj  — «) (A.32) 

Durch  Subtraktion  ergibt  sich  aus  (A.  29)  in  Verbindung  mit 
(A.  30) 

/3  —  y  =  ?  (r  —  «)  +  ?~Mpi  —  Pi) 

—  P2—»  +  r~^{pi—  Pi)  nach  (A.  32). 
Durch  Addition  dieses  Resultats  zu  (A.  32)  wird  gefunden 

»  -  ß  =  -  {i  +  q-')  ih  -  »)  -  g-Hi>t  -  P,)- 

Diese  Werte  kOnnen  nuD  in  (A.  31)  eingesetzt  werden.  Es 
ergibt  sich 

5(<r  _«)[(,,_«  +  j-i  (p,  -  p,)]  =  0 
8[9-»-il  +  g-i)  0»,  -  «)  -  9-1  (p,  -  f,)]  g-i  (p,  -  «)  =  0 
oder 

ip,  -  »?  4-  5(/.,  _  «)  ja  -  p,  +  y-i  (p,  -  p,)|  =      ) 

=  -  5(«r  -  p,)  <r^  (p,  -  p,)  (A.  33) 

I^M?,-«)P-5|('-Pi) -?-'(<>,  -/»»)!  j-nci-«)  =  0.) 

Nun  ist  aber 

\q-'  i.Pi-»)\* — mq-'  0»,  -  *)  1  =  -  Nq-^  N(,,  -  «) = (p,  -  «)», 

demnach  kann  statt  (A.  33)  geschrieben  werden : 

[«-?,  +  4  ^4'  -  /»a  -  q-'  (",  -  p,)J  ?-^]*  = 

=  _  .  ATFJ^  -  p,  -  9-J  (p,  -  p,){  g-i  .  .  .  (A.  85) 
Weiter    ist,    wenn    A    ein    willkflrlicher    Vektor   ist,    nach 
(6.  120) ,  (b.  54) 

=  V{Kq-\?,)  =  Vq\ 
somit  geht  (A.  85)  über  in 

[«_,,  + ?(^Zi^)^^i:LrfL)J=.  {9(.-p,)-(p.-p,)P  (A.86) 
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Der  Punkt  A  ist  deshalb  der  Darchschuittspunkt  zweier 
Kreise.  Die  Mittelpunkte  jener  Kreise  sind  nach  (A.  34)  (A.  36) 

und  ihre  Radien  sind  die  Längen  der  Vektoren 

welche  einander  gleich  sind. 

Man  erhält  daher  die  nachfolgende  einfache  Construktion : 
Man  beschreibe  ein  gleichseitiges  Dreieck  B'DA",  sodass  der  Sinn 
der  Drehung  von  B'A'  nach  B'D  entgegengesetzt  ist  derjeni- 
gen von  CA  nach  GB ,  welcher  gegeben  sein  soll.  Auf  DH  als 
Durchmesser  beschreibe  mann  einen  Kreis;  derselbe  wird  den 
Punkt  A  enthalten.  Construirt  man  weiter  auf  DH  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  DHF,  so  dass  die  Drehung  von  HD  nach  HF 
mit  derjenigen  von  B'D  nach  B'A'  übereinstimmt  und  zieht 
B'E ,  welche  mit  HF  gleiche  Länge  und  Richtung  hat,  so  wird 
der  auf  B'E  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  ebenfalls  den 
Punkt  A  enthalten. 

Wie  man  sieht,  können  bei  allen  derartigen  Aufgaben  die 
Quaternionen  mit  Erfolg  angewandt  werden.  In  der  genannten 
Aufgabensammlung  kann  man  noch  andere  ähnliche  Aufgaben 
finden. 

9^.  In  einer  Ebene  sind  zwei  Punkte  Ap  A^  und  drei  Ge- 
raden Z,  9  ^2  9  ^3  gegeben ,  in  denen  drei  Punkte  P, ,  P^ ,  Pj 
ähnliche  Punktreihen  beschreiben.  Construirt  man  jedesmal  ein 
Dreieck  A^A^Ag  welches  dem  Dreieck  PjPjPs  ähnlich  ist,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes  Pg  ein  Kreis. 

Es  seien  ct^y  a^j  ot^  die  Vektoren  der  Punkte  Aj ,  A^ ,  A., ; 
Pii  P21  P3  diejenigen  der  Punkte  Pj ,  P^,  P3.  Man  kann  sodann 
setzen 

Pi=ßi+^^ii  Pa  =  /^a  +  ^^2  »  Ps^ßs  +  ^^i' 
Wegen   der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  PjP^Pj,  AjA^A,  mnss 

^3  —  ^1  ^  P3  —  Pi  ^  ßj  —  ßi+^i'^s  —  ^i) 

«2  —  «1        P2  —  P\        ß2  —  ß\+^  («"a  —  «"i)' 
Setzt  man  noch 

«3  — «i  =  iOj  «a  — «,  =  «-1,  /Jj  — /3,  =/3,  /3,  — /3,  ==^» 

T3  —  a-j  =  ö- ,    r j  —  Tj  =  T 

80  kann  geschrieben  werden 
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X  {pctr  —  ^)=^  ß  —  p»y 
oder 

V{paT  —  ^){p»r  —  ß)  =  0 (A.37) 

Nach  ojisren  Annahmen  ist 

Spxr  =  0 ,  somit  petr  =  Vp»r  =  Vrctp  =-•  r»p. 

Die  Gleichung  (A.  87)  geht  hiermit  über  in  die  nachstehende 
p*  «*  Vrr  —  Vp  («T/3  —  <ry«)  +  V<rß  =  0 
nnd  wenn  s  ein  Einheitsvektor  senkrecht  zur  Ebene  der  Figur 
ist,   so  erhält  man  durch  die  Operation  mit  S.e  an  die  zuletzt 
erhaltene  Gleichung 

;*  Ä*&Ty  —  Spa(Tß  -^  y^)i  +  Sstrß  =  0. 

In    Verbindung    mit    Spi  =  0   ist   dies  die   Gleichung   eines 
Sjreises.  Denn  man  kann  derselben  die  Gestalt  erteilen 

r        «-1  (t/3  —  ytr)  gT       r»-^  (t/3  --  y  (t)  <"P        S^trß 
U  2S«Ty        J  ""L        25*Ty        J         Sery 

welche   durch   (c,  84)   in   die  mit  {d,  10)  bezeichnete  Form  der 
Engelgleichung  übergeht. 

10^.  Wenn  A'B'C  die  Projektion  eines  Dreiecks  ABC  auf 
eine  Ebene  U  ist  und  das  Dreieck  ABC  durch  Drehung  um 
die  Durchschnittsgerade  der  Ebenen  A'B'C  und  ABC  in  die 
Ebene  D  gebracht  wird,  so  stossen  die  Senkrechten  aus  A^- 
B',  (j  auf  BG,  CA,  AB  geßlllt,  in  einem  Punkte  zusammen. 
Es  sei  der  Einheitsvektor  a  parallel  der  Durchschnittsgera- 
den der  Ebenen  A'B'C,  ABC,  ß  ein  zu  »  senkrechter  in  U 
liegender  Einheitsvektor ,  e  zur  Ebene  ü  senkrecht.  Die  Punkte 
A,  B,  C  lassen  sich  sodann  durch 

a«  +  «ii3,  bx  +  bß^  c«+<;,/3 
A',  B',  C  durch 

aa  4"  dxßcosx ,  ba  +  b^ßcosx ,  c»  +  c^ßcosa 
darstellen.  Das  Perpendikel  aus  A'  auf  BC  gefallt,  ist  somit 

V{p  ^ax-a^  ßcoBx)  e  [(6  -c)»-\-  ( J,  -  c,  )/3]  =  0 
oder 

V.ps  \{b  —  c)x  +  (ftj  — Ci)/3]  =  <  [a{J)--c)  +  cL\{b\  —  c^)co8x'\. 
Addirt  man  die  drei  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  entsteht 
eine  Identität. 

11.    Im   Artikel   87   der   Theorie   haben   wir  die  Bedeutung 
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der  Grösse  Saßy^  erörtert.  Der  Vektorteil  des  Produktes 
»ß^  sei  GegeDstaad  der  nun  anzustellenden  Betrachtungen. 
Setzen  wir  nämlich 

p  =  Vttßy 
so  erhalten  wir 

Sxp  =  x^Sßr\  ^.Spx-^  =  Sßy\ 

Syp=y^Sxß\   ^^^'^  Spr-^  =  Sxß\ ^^'^^^ 

somit 

5p(a-i5«/3-y-^5/3y)  =  0 (A.  39) 

Nun  ist  jedoch  fif^Sxß  die  Projektion  des  Vektors  ß  auf  a ; 
denn  diese  Projektion  ist 

üx.Tßcos  -^  I  =  —  ^^«/^  ^^^  («•  24) 

==  x-'^Saß  nach  (c.  10). 

Es  seien  B,  und  63  die  Projektionen  des  Punktes  B  auf  die 
Vektoren  OA,  OG;  so  sagt  die  Gleichung  (A.  39)  aus,  dass  p 
senkrecht  ist  zu  BjBg. 

Weiter  ist 

Sßp  =  2  8»ß  Sßy  —  ß^Sxy 

und  in  Verbindung  mit  den  vorhergehenden  Gleichungen 

S(y-i  Sßy  +  «-1  Sßx  -  ß)p  =  ß'^Sxy 

somit  auch,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  Sßy  oder  Saß 
multiplicirt  und  das  erhaltene  Produkt  subtrahirt  von  jedem 
der  Produkte  der  Gleichungen  (A.  88)  mit  ß^Say 

Sp  [{y-^  Sßy  +  «-1  Sßx)S^  -  (ß-^  Saß  +  y^  Sxy)]  =  0 

Sp  [{y-^  Sßy  -f  «-1  Sßx)S^  - {ß-^  Syß  +  x-^  &yx)]  =  0 

Ist  nun  B^  die  Mitte  der  Strecke  BiB,,  und  sind  Aji  A3,  die 
Projektionen  des  Punktes  A  auf  OB,  00  bezhw.,  A^  die  Mitte 
der  Strecke  A^A, ,  endlich  Cp  C,  die  Projektionen  von  C  auf 
OA,  OB  und  C3  die  Mitte  von  C,C2,  so  ist  der  Vektor  p  nach 
den  beiden  letzten  Gleichungen  senkrecht  zu  den  Vektoren 

f,  =  OB,S  I  -  0A„  p,  =  0B,5  ^  -  00,. 

Zieht  man   aus   B   Geraden  parallel  zu  A2A3,  C1C3,  ^reiche 
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von  OA, ,  OC,  in  den  Punkten  D ,  E  bezhw.  geschnitten  wer- 
den, 80  sind  BjDy  B2E  parallel  zu  den  Vektoren  pp  p, ;  denn 
es  ist 

B,D  =  OD  -  OBj  =  OA,  ^  —  OB, 


während 


OB  /^.         r^^   OAA 


OA, :  OB  =  Txcos  ^y.Tß  =  st 


Wir  sind  in  dieser  Weise  zu  dem  Schlüsse  geraten ,  dass  der 
Vektor   p  senkrecht  ist  zu  den  drei  Vektoren  B^B,,  BjD,  B^E. 

Sind  F,  G  die  Punkte,  io  denen  BD,  BE  die  Kanten  OC, 
OA  schneiden,  so  ist  DE  parallel  zu  FG.  Weil  aber  6,B3, 
B^D,  BjE  senkrecht  zu  p  sind,  so  liegen  B^B,  und  DE  in 
einer  Ebene,  und  weil  DE  parallel  der  Ebene  COA  ist,  so 
muss  auch  DW/B^B^y  daher  auch  FG//B^By  Die»  hätte  man 
auch  leicht  stereometrisch  mit  Hülfe  von  Proportionen  beweisen 
können. 

Es  kann  somit  der  nachstehende  Satz  ausgesprochen  werden: 
Projicirt  man  jede  der  Ecken  A,  B,  0  einer  Vierseite  OABC 
auf  die  beiden  von  0  ausgehenden,  die  Ecke  nicht  enthalten- 
den Kanten  in  A,,  A3 ;  B3  Bj ;  C,  G,  so  sind  die  Geraden 
A2A3,  B3BJ ,  CjC,  einer  einzigen  Ebene  parallel. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  sehr  leicht  direkt  beweisen.  Die 
Vektoren   A2A3,  B^B,,  CjG,  werden  nämlich  dargestellt  durch 

nnd  das  Lot  zu  den  beiden  ersteren  ist 

F03-1  Sßx  —  y-^SycL)  (y-i  Sßy  —  «-^  Sß»)  = 

=  S»ß  [  F/3-1  y-i  Sßy  +  Vy-^  «-i  Sya.  +  Kä-^  ß-^  Sxß] 
sodass  d^r  Vektor 

F/3-1  y-i  Sßy  +  Vy^  a^^Sy»  +  F«-i  ß-^  Sccß 
ZQ   allen  dreien  senkrecht  ist. 

Es  braucht  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  zur  Gonstruction 
▼on  Vaßy  auch  das  Lot  zu  BjBj  und  B^D  verwendet  wer- 
den kann. 

12.    Durch  Anwendung  sphärischer  Dreiecke  zur  Darstellung 
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der  Yersoren    mittelst   Bogen   auf  der  Einheitskugel  kann  die 
Gonstruktion  der  Richtung  von   V»ßy  sehr  anschaulich  gemacht 

werden.  Es  sei  abc  die 
Darstellung  der  Vektoren 
otjß^y  auf  der  Einheits- 
kugel JV,  ca,  dV  die  Po- 
larkreise  der  Punkte  a,  6,  c. 
Der  Vektor  BB,,  welcher 
in  der  Ebene  BOA  ent- 
halten und  senkrecht  zu 
OA  ist,  wird  somit  durch 
den  Schnittpunkt  d  der 
grössten  Kreise  aft,  h'c  dar- 
gestellt. In  derselben  Weise 
wird  der  Schnittpunkt  « 
der  Kreise  hc^  dV  den  Vektor  6B3  darstellen  und  der  Punkt 
/,  wo  die  grössten  Kreise  de^  ac  sich  schneiden,  ist  die  Dar- 
stellung des  Vektors  6,63.  In  derselben  Weise  ergeben  sich 
die  Punkte  gr ,  A ,  t  als  Darstellung  der  Vektoren  CG, ,  CC^ , 
CjGj. 

Den  Vektor  BjE  zu  erhalten  bemerken  wir,  dass  aus  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  BB,G  folgt,  ZEB,G  =  ZBGO.  Nun 
wird  aber  Z  BGO  oder  Z,  C2C1O  in  unsrer  Figur  durch  den 
Bogen  a^i  veranschaulicht.  Man  nehme  deshalb  auf  den  Bogen 
oib  den  Punkt  k  so,  dass  a£  =  a,t,  so  stellt  k  den  Vektor  B|£ 
dar  und  weil  Vxßy  senkrecht  ist  zur  Ebene  B3B,E,  so  wird 
man  in  den  Pol  p  des  grössten  Kreises  kf  üVaßy  gefunden 
haben. 

Will  man  aber  die  aus  der  Definition  folgende  Gonstruktion 
der  Grösse  Vaßy  in  Anwendung  bringen,  so  hat  man  die 
Kreise  b'c\  bc  zu  verlängern,  bis  dieselben  sich  schneiden,  und 
längs  jenen  Kreisen  von  dem  Durchschnittspunkte  aus  Bogen 
abzutragen,  welche  einen  rechten  Winkel  bzhw.  das  Supple- 
ment des  Bogens  bc  betragen.  Die  Endpunkte  dieser  Bogen 
bestimmen  sodann  wieder  einen  grössten  Kreis ,  dessen  Pol  den 
Vektor  UV»ßy  darstellt,  sodass  derselbe  mit  ^/ identisch  sein 
muss.    Es    gilt    somit  der   Satz:   Der   Durchschnittspunkt    der 
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E^.5 


Bogeo  ftV,  hc  ist  längs  diesen  Kreisen  gemessen  von  dem 
Kreise  kf  nm  Bogen  entfernt,  welche  einem  rechten  Winkel 
bzhw.  dem  Bogen  hc  gleich  kommen. 

13.  Die  Construktion  der  Richtung  der  Grösse  Vxßy  wird 
ungemein  leichter,  wenn  die  Vektoren  «,  /3,  ^  complanar  sind. 
Es  ist  sodann 

Sxßy  =  0 ,  p  =  Vxßy  =  »ßy ,  Sß»p  =  0 , 
sodass  p  auch  in  der  Ebene  von  »,  ß,  y  enthalten  ist,  und 
nach  dem  soeben  erörterten  kann  dieser  Vektor  nun  ein- 
fach gefunden  werden,  indem  man  BBp  BB,  senkrecht  auf 
OA,  OC  fallt  und  aus  0  das  Perpendikel  OF  auf  B^B,  zieht; 
»ßy  fallt  sodann  mit  dem  Negativen  OP  des  Vektors  OP  der 
Richtung  nach  zusammen.  Bekanntlich  ist  hierbei  ^BjOF  = 
=  Z  BOG  oder  OF  ist  in  Bezug  auf 
den  Winkel  AOG  zu  OB  isogonal 
conjugirt. 

In   der  Tat  hat  man  mittelst  Qua- 
ternionen 

SMaUaßr  =  S.Ua{Uxüßüy)  = 

=  — &Z7/3t/y. 
Eine   andere  Construktion  für  »ßy 
in     demselben    Falle    folgt    aus    der 
Transformation 

p  =  Ä/3y  somit  -  =  «/3 

y 

oder  schliesslich 

^  —  =  Z,  aß  und  v  —  Apy  ^=^  A  «/3. 
7 

Wenn  demnach  OA ,  AB  parallel  vsx  cl^  ß  gezogen  sind  und 
um  das  Dreieck  OAB  ein  Kreis  beschrieben  wird,  in  welchem 
BP  eine  Sehne  parallel  zu  y  ist ,  so  wird  PO  die  Richtung  von 
p  darstellen;  denn  es  genügen  sodann 

ZOPB  =  Zpy,  Z0AB  =  Zä/3 
der  Forderung. 

Und  hierausfolgt  wieder,  dass  wenn  aus  den  Vektoren  », /3, 
y  ein  Dreieck  gebildet  werden  kann,  »ßy  die  Tangente  des 
umschriebenen  Kreises  in  dem  Anfangspunkte  des  Vektors  %  ist. 
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Wenn  weiter  aus  den  Vektoren  «,  /3,  ^,  3  ein  ebenes  oder 
windschiefes  Viereck  gebildet  werden  kann,  so  ist  das  Produkt 
»ßyi  ein  Quaternion,  dessen  Ebene  leicht  angegeben  wird.  Ist 
nämlich  OA  =  et ,  AB  =  j3 ,  BC  =  y ,  CO  =  J  und  setzen  wir 
noch  BO  =  p,  so  sind  aßp,  — pyi  die  Tangenten  im  Punkte 
0  gelegt  an  die  Kreise,  welche  um  die  Dreiecke  OAB,  OBC 
beschrieben  werden.  Somit  ist 

»ßp,pyi  =  p^eißyi 
das   Produkt  jener   Tangenten,   daher  ein  Quaternion,  dessen 
Ebene  die  Kugel  berührt,  welche  die  Punkte  OABG  enthält. 

15.  Wir  wollen  nun  noch  einige  Aufgaben  über  sphä- 
rische Dreiecke  folgen  lassen. 

P.  Der  grösste  Kreis,  welcher  die  Mitten  zweier  Seiten  eines 
Dreiecks  verbindet,  schneidet  die  dritte  Seite  in  einem  Punkte, 
dessen  sphärische  Entfernung  von  der  Mitte  jener  dritten 
Seite  einen  rechten  Winkel  beträgt. 

Sind  «,  /3,  r  die  drei  Ecken  A,  B,  C,  somit  ä*  =  /3*  = 
=  ^»  =  -.1,  so  sind  ü{ß  +  y),  ü{y  +  x),  ü{x+ß)  die 
Mitten  A',  B',  C  der  Seiten.  Nun  ist  der  Schnittpunkt  der 
Bogen  AB',  AB  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

5p»/3  =  0,  Sp(/3  +  y)(y  +  »)  =  0,  p»  =  -l  .  .  (A.40) 
und  man  hat  zu  zeigen 

Sp{a  +  ß)  =  0 (A.41) 

Aus  (A.  40)  wird  erhalten 

p  =  a?F.F«/3F(/3  +  y)(y  +  «) 

=  x{cc  —  ß)Sctßr 

und  die  Substitution  in  (A.  41)  ergibt  eine  Identität. 

2^.  Der  geometrische  Ort  der  Scheitel  aller  Dreiecke,  welche 
dieselbe  Grundlinie  und  gleichen  Inhalt  haben,  ist  ein  Kreis. 

Wenn  d&,  /3,  p  die  drei  Ecken  des  Dreiecks  bedeuten,  Ton 
denen  «,  ß  constant  sind  und 

i7(«  +  /3)  =  /,    U{ß  +  p)  =  a\   ü(p  +  «)=/3' 
gesetzt   wird,  so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  der  Inhalt  des 
Dreiecks  constant  sei 

JE?=const,  oder  Zj3V«'=  const.  nach  Art.  6 
somit 

S/Ty V  =  C  oder  SU{p  +  «)(«  +  ß)  {ß  +  p)  =  C. 
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Nach  Gleichung  (A.  17)  kann  statt  dieser  Relation  geschrieben 
werden 

2Saßp=CT{p  +  c^){x  +  ß){ß  +  p) 

daher  mit  zwei  potenzirt 

4t8^»ßp  =  (?N[2Sxßp  +  2 pS{aß  +  ßp-{-pot^  1)]  nach  (A.  17) 

und  nach  (i.  116*) 

C^S'{xß  +  ßp-\-p»—\)  =  (\—  (?)S'ccßp 

CS{ctß  +  ßp  +  p»—  1)  =  ±V/1  —  (?S»ßp 

Sp{ct  +  ß  :f  Vaßtga)=l  —  Sxß (A.  42) 

wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird. 

Der  Punkt  p  ist  somit  in  zwei  Ebenen  enthalten,  welche 
die  Gegenpunkte  der  festen  Endpunkte  der  Grundlinie  enthalten, 
weil  die  Substitutionen  p=  —  x  oder  ^  =  —  ß  in  (A,  42)  Iden- 
titäten ergeben. 

8^.  Die  Mitten  der  Schenkel  aller  sphärischen  Dreiecke, 
welche  auf  derselben  Grundlinie  stehen  und  den  nämlichen  In- 
halt haben,  liegen  in  einem  grossten  Kreise  der  Kugel. 

Wir  fanden,  dass  der  Ort  des  Scheitels  durch  (A.  42)  be- 
stimmt wird  in  Verbindung  mit  p^=  —  1.  Es  ist  somit 

S{p  +  «)  (ä  +  /3  ip  Vxßtgx)  =  0 
S(p  +  ß){x  +  ßTVxßtgx)  =  Q 
daher 

y  F(p  +  «)  (p  +  /S)  =  «  +  /3  q=  Vaßtgx  =  constant 

and   dies  beweist  unsren  Satz. 

Der  umgekehrte  Satz:  Die  Inhalte  aller  Dreiecke,  welche 
auf  der  nämlichen  Grundlinie  stehen  und  deren  Schenkel  durch 
den  nämlichen  grossten  Kreis  halbirt  werden,  sind  einander 
gleich,  ist  unmittelbar  in  der  Gleichung 

S/3VV  =  C 
enthalten,  welche  aus   F«'/3' ^=  constant  hervorgeht. 

4P,  Über  den  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  ABC  werden 
nach  aussen  gleichschenklige  Dreiecke  mit  gegebenen  Scheitel- 
winkeln construirt.  Wenn  die  Scheitel  A'B'G'  dieser  Dreiecke 
gegeben  sind,  so  wird  gefragt  das  Dreieck  ABC  zu construiren. 
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Es  seien  «,  /3,  9^,  p^^  p^^  p^  die  Vektoren  der  Punkte  A, 
B,  C,  A',  B',  C.  Nun  haben  wir  im  Artikel  111  der  Theorie 
gesehen,  das»  der  Ausdruck 

einen  Vektor  darstellt ,  welcher  aus  ß  erhalten  wird  durch 
eine  konische  Drehung  um  die  Achse  x  um  einen  Winkel, 
welcher  gleich  tTr  ist.  Es  seien  nun  ar,  br^  cuc  die  gegebenen 
Scheitelwinkel  der  gleichschenkligen  Dreiecke  BGA',  GAB', 
ABG',  so  erhält  man  die  Gleichungen 

r  =  Pi*ÖPi"-*,  <t  =  p^yp^-\  ß^P^^'otpf^. 

Durch  Substitution  ergibt  sich  hieraus 

wodurch  ob,  /3,  7  bestimmt  sind.  Denn  es  wird  hiermit 

»h^ Pi" Pz  =  P^^ Px"  9z  »' 
Setzt  man  nun 

PiPy!'Pz=<Ii  wo   Tq=\ 
SO  ist 

ctq  =  qx^    V.»Vq  =  0  daher  a//Vq. 
Das  Resultat  ist  demnach 

«=C^Fp,*PiV3%  ß=UVp^'p^^p,%  U.S.W. 
und   die  Punkte  A ,   B ,  G  sind  durch  das  in  der  Theorie  an- 
gegebene  Verfahren,   das   Produkt   mehrerer  Quaternionen  auf 
der  Einheitskugel  zu  zeichnen,  zu  finden. 

16.  Wir  wollen  diesen  Abschnitt  damit  schliessen,  dass  wir 
einige  allgemeine  Verwandtschaften  mittelst  Quaternionen  dar- 
stellen. Zuerst  wählen  wir  die  Transformation  mittelst 
reciproker  Radien. 

Es  sei  cL  der  Mittelpunkt  der  Einheitskugel,  p  und  0-  zwei 
correspondirende  Punkte,  so  wird  die  Verwandtschaft  ausge- 
sprochen durch  die  Gleichung 

(p  _  «)  (^  —  «)  =  _  1 (A.  43) 

und  in  dem  speciellen  Falle,  wo  der  Vektorenursprung  0  in  dem 
Mittelpunkte  der  Einheitskugel  angenommen  werden  kann 

pff  =  —  1  .  . (A.  44) 

Der  Punkt  p  beschreibe  nun  eine  Ebene 

S{p--ß)y  =  0  oder  Spy=a, 
so  beschreibt  0-  die  Fläche 
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Sytr-^  =  —  a 

eine  Engel   nach   Art.  96  der  Theorie,  deren  Mittelpunkt  mit 

y  .  Ty 

—  ^r—  bezeichnet  werden  mass,  während  der  Radius  =  ±^r—  » 

wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  wählen  ist,  je  nach- 
dem a  positiv  oder  negativ  ist.  Weil  das  Perpendikel  aus  0 
auf  die  Ebene  gefällt  durch  ay~^  dargestellt  wird,  so  ist  der 
Hittelpunkt  der  Kugel  zu  finden,  indem  man  den  correspon- 
direnden  Punkt  Q  des  Fusspunktos  P  jenes  Perpendikels  sucht 
und  die  Mitte  der  Strecke  0  Q  nimmt.  Die  Kugel  enthält  im 
allgemeinen  den  Vektorenursprung ,  wie  unmittelbar  einleuchtet, 
wenn  man  ihre  Gleichung  in  die  Form  <^0--f-a0-^=O  schreibt. 

Rückt  die  Ebene  ins  Unendliche,  d.h.  ist  Z/ttn.a  =  oo,  so 
geht  die  Kugel  in  den  Vektorenursprung  0  über.  Enthält  die 
Ebene  den  Punkt  0,  so  geht  die  correspondirende  Kugel  in 
eine  Ebene  über,  welche  mit  der  ersteren  zusammenfallt. 

Mit  einer  Geraden  als  Durchschnitt  zweier  Ebenen  wird  im 
allgemeinen  ein  durch  0  gehender  Kreis  übereinstimmen,  wel- 
cher in  der  Ebene  enthalten  sein  muss,  durch  0  und  die  Ge- 
rade gelegt.  Der  Mittelpunkt  jenes  Kreises  wird  wie  der  soeben 
beschriebene  Kugelmittelpunkt  gefunden. 

Mit  der  Kugel 

wird  die  Fläche 

((T-i -I-.  j3)*  =  —  a* (A.45) 

übereinstimmen.  Nun  ist  jedoch 

(^-1  -I-  ßy  =  ^-»  +  2  S/3^-1  +  ß\ 
Die  Gleichung  (A.  45)  geht  demnach  über  in 

oder 


('  +  ^+^)--(^r^)- 


Die    correspondirende    Fläche   ist  daher   eine  Kugel,   deren 
Mittelpunkt  und  Radius   mit ,   .    ^^  i     ,   ,    ^.   bezeichnet 

werden. 

Wenn   speciell    Tß=ia^   d.h.    wenn   die   Kugel   durch  den 
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■ 

Vektorenursprang    hindurchgeht,    so   ist   die   correspondirende 
Fläche  die  Ebene 

25j3<r=— 1. 

Welcher  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte  im  Räume,  die 
als   Inversionscentra  bei  der  Transformation  mittelst  reciproker 
Radien  benutzt  werden  können ,  damit  eine  oder  mehrere  Kugeln 
r(p_Ä)  =  a,  T{p-^ß)  =  b,  IXp  —  y)  =  c  U.S.W. 

in  solche  von  gegebenen  Radien  ap  6^  c^,  d^  übergehen. 
Es  sei  a  ein  solches  Inversionscentrum ,  mithin 

{p  —  «)  (fl-  —  a)  =:  —  1. 

Nun  geht  die  Kugel 

1\p  —  ä)  =  a  oder  (p  —  ä)*  =  —  a^ 
über  in 

((T  —  af  [(«  —  «)*  +  a^  —  2  S(«  —  ä)  ((T  —  «)  +  1  =  0 

eine   Kugel,   deren   Radius   gleich   a^  sein  muss.  Schreibt  man 
diese  Gleichung  in  die  Gestalt 

so  erkennt  man,  dass  hieraus  die  Bedingung  entspringt 

[a»  +  («  -  äff       **' 
oder 

(«  _  c,Y  =  ±l  _  a^ (Ä..  46) 

Damit  die  erste  Kugel  in  eine  solche  mit  Radius  a^  abergehe, 
muss  das  Inversionscentrum  in  einer  von  zwei  mit  der  gege- 
benen concentrischen  Kugelflächen  angenommen  werden ,  welche 
durch  die  Fläche  der  gegebenen  Kugel  getrennt  sind.  Müssen 
zwei ,  drei . . .  Kugeln  in  solche  von  gegebener  Grösse  umge- 
wandelt werden  so  erhält  man  ausser  (A.  46)  noch 

u.  s.  w.  mit  anderen  Worten:  es  gibt  vier  Kreise,  deren  Ponkie 
Inversionscentra  sein  können  bei  der  Umwandlung  z^weier 
Kugeln;  sechzehn  Punkte,  welche  als  Inversionscentra  dienen 
können   bei  der  Umwandlung  dreier  Kugeln  in  solche  von    ge» 


gebenem  Radias.  Natürlich  können  einige  derselben  imaginär 
werden. 

Soll  die  erste  Kugel  in  eine  andere  von  gegebenem  Mittel- 
punkte «I  transformirt  werden ,  so  erhält  man  die  Bedingungs- 
gleichung 

*'"^a»  +  («  — «)»^*» 

oder 

(«  «  «)  [1  +a»  +  («  _  «r]  =  K  -  X)  (a^  +  («  -/r)^. 

Indem  man  quadrirt  und 

(«  —  «)*  ==  —  Ä ,  («,  —  «)*  =  —  P 

setzt,  80  gilt  es  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 

-P  ( 1  +  a ^  —  j.)  a  =  p  (a»  _  ^) » 

zu  bestimmen.  Die  Gleichung,  welche  nur  Zeichenwechsel  ent- 
hält,  hat  stets  drei  positive  Wurzeln;  für  (» —  ds)^  werden 
daher  stets  drei  reelle  Werte  gefunden  und  u  erhält  somit  auch 
drei  reelle  Werte.  Es  gibt  daher  stets  drei  Inyersionscentra , 
welche  eine  willkürlich  gegebene  Kugel  in  eine  solche  von  ge- 
gebenem Mittelpunkt,  transformiren. 

17.  Zieht  man  ?on  dem  Punkte  P  aus,  dessen  Vektor  p  sei, 
ein  Linienelement  dp,  so  correspondirt  hiermit  im  Punkte  Q 
oder  0-  ein  Linienelement  d<r  derart  dass 

dp.(r  +  pdtr  =  0 (A.  47) 

wie  durch  Differentiation  von  (A.  44)  heryorgeht.  Es  ist  deshalb 

dfl-  =    -  p~'^dp9  =  <idpa. 
Aus  (A.  47)  folgt  weiter 

SUdp<r  =  SU.{^p)do 
oder  in    Worten:   correspondirende  Linienelemente  bilden  nach 
deren   Verlängerung   mit   der  Strecke  zwischen  ihren  Anfangs- 
punkten ein  gleichschenkliges  Dreieck. 
Weil 

Üd7=  U<rüdpü<r 
80  ist 

8üd<rUd(r,  =  S{U(rUdpUa){U(rUdp^  Utr) 
^SUdpUdp^ 
d.  h.    die  Winkel  zwischen  zwei  Linienelementen  und  deren  cor- 
respondirenden  sind  stets  einander  gleich. 
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18.  Eine  andere  Verwandtschaft,  welche  wir  mittelst  Qoa- 
ternionen  beschreiben  wollen,  ist  die  Ähnlichkeit,  sowohl 
die  direkte,  wie  die  umgekehrte. 

Schon  in  der  Theorie  haben  wir  umgekehrt  ähnliche  Figareo 
im  vierten  Abschnitte  betrachtet;  wir  wollen  jetzt  aber  auf 
ganz  andere  Weise  dabei  verfahren. 

Sind  A,  B  und  Ap  B,  zwei  correspondirende  feste  Punkte- 
paare,  deren  Vektoren  mit  ds,  ß  und  x^j  ß^  bezeichnet  wer- 
den mögen  und  ist  P^  (p,)  der  mit  P(p)  correspondirende  Punkt, 
so  wird  die  Verwandtschaft  der  direkten  Ähnlichkeit  ausgespro- 
chen durch  die  Gleichung 

1^:=«^ <^-*" 

mit  der  Bedingung 

S(ß-«)(«, -«)(i3, -«,)  =  0 (A.49) 

welche  ausdrückt,   dass   die   Punkte  A,  B,  A,,  B,  complanar 
sind. 

Indem  nun 

-1^  ■ 

gesetzt  wird,  erhält  man  mit  Benutzung  von  einem  der  Satze 
in  Art.  73 

Pi  —  »i=q{p  —  ») (A.  50) 

Hierin  ist  sodann  Ax,q  senkrecht  zu  »^  —  x  oder 

5.9  (äj  —  «)  =  0 

Um  das  homothetische  Centrum  S  der  ähnlichen  Figuren  zu 
finden,  muss  p  =  Pi  angenommen  werden.  Bezeichnet  man  diesen 
Wert  mit  p^,  so  ist 

Po—  «^  ^Po  —  <h   ^  ^  — «i 

ß  —  x        ßi—o^i        ß.—x^^ß+x 

Zieht  man  noch  B^B,  dem  Vektor  BA  gleich,  so  ist 

AS  _  A|A 
AB~AiBj  ' 
somit  ist  das  Dreieck  SAB  dem  andern  AAjB^  direct  ähnlich, 
wodurch  eine  einfache  Construktion  für  den  Punkt  S  erhalten  ist. 
Die  gewöhnliche  Construktion  des  homothetischen  Gentrams 
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mittelst  Kreise  geht  jedoch  auch  auf  einfache  Weise  aas  (A.  48) 
hervor.  Es  ist  nämlich  nach  Art.  73  der  Theorie  auch 

Po-—«  ^    ß  —  »   ^   Pp  —  ß 

Po—  ^i        ßi—^        Po  —  ßi' 
somit    sind   die   Winkel   dieser  Qaaternionen   einander  gleich. 
Schneiden  AB  und  AjBj  sich  in  P,  so  ist 

Z  ASAj  =  Z  BPB^  =  Z  BSBj, 

d.h.   die   Punkte  APAjS   sind  in  einem  Kreise  enthalten  und 
dasselbe  gilt  von  den  Punkten  BPB,S. 

Aus  der  Gleichung  (A.  50)  ergibt  sich  für  das  homothetische 
Centrum 

oder  indem  man 

(l  -  q)-^  =  q, 
setzt 

Po  — «  =  ?i(«i  —  *)• 
Die  Operation  q^  kann  leicht  ausgeführt  werden.  Ist  nämlich 
AjBj  dem  Vektor  AB  gleich  und  parallel  gezogen,  so  ist 

A|B^  BiBg         B3A| 

Man  hat  somit  das  Dreieck  SAAj  dem  bekannten  Dreieck 
A1B361  ähnlich  zu  construiren,  wodurch  eine  der  obigen  völlig 
analoge  Construktion  erhalten  ist. 

19.   Wir  wollen  nunmehr  eine  diesbezügliche  Aufgabe  lösen : 

Wenn  die  eine  der  beiden  Figaren  fest  bleibt,  die  andere 
aber  um  einen  willkürlichen  Punkt  a  der  Ebene  gedreht  wird, 
80  beschreibt  das  Gentrum  der  beiden  Figuren  einen  Kreis. 

Sind  A  y  B  und  A,  B|  in  der  ursprünglichen  Lage  der  Figu- 
ren correspondirende  Punkte  mit  den  Vektoren  cc,  /3,  at^,  j3, , 
t  ein  Einheitsvektor  senkrecht  zur  Ebene  der  Figuren ,  a  ein 
willkürlicher  Skalar ,  so  gehe  durch  die  Drehung  a^  —  a  in 
i^(a^i  — «)  und  /3, — «  in  i'(/3, — 00)  über.  Die  Ähnlichkeit 
wird  sodann  ausgesprochen  durch  die  Gleichung 

p  —  a       Pj  —  a  —  t*  («,  —  ta) 
oder    mit   Benutzung   eines   Satzes    in  Art.    73  der   Theorie , 

8 


und  indem  wieder 
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gesetzt  wird, 

Für  das  Ähnlichkeitscentrum  hat  man  somit 

t-'(Po  — «)  =  «i  — «+?(Po  — ») 
und  es  ist  nun   der  Ort  von   p^  bei  veränderlichem  x  zu  be- 
stimmen.  Dieser  Zweck  wird  aber  unmittelbar  erreicht ,  indem 
man  die  zuletzt  erhaltene  Gleichung  quadrirt. 
Man  erhält  dadurch 

(Po  — «)*  =  [«!  —«  +  ?(Po  —  «)]* 
oder 

Po^  (1  -Nq)^2  8po[co  -  ccNq  +  Kq(a,  -  «)]  = 

=  «1*4-  «Wy  —  2  &,«  —  2  SyÄ(«j  —  Ai) 

eine  Gleichung,  welche  die  Form 

(Po  -  «)» =  /3» 

hat  und  somit  einem  Kreise  angehört.  Einzelne  Ausnahmefalle 
sind  zu  erwähnen. 

Ist  erstens   Nq  =  1 ,    d.  h.  sind  die  beiden  Figuren  einander 

_  « 

gleich,  dann  geht  der  Kreis  in  eine  Gerade  über,  welche 
senkrecht  ist  zum  Vektor 

a  —  «  -f-  Kq  («j  —  u)=sa  —  «  —  q"^  («  —  «j). 

Ist  bei  der  ursprünglichen  Tjage  der  Figuren  P  der  Punkt  der 
ersten ,  welcher  mit  «,  als  Punkt  der  zweiten  Figur  betrachtet, 
correspondirt ,  so  ist  nach  (A.  49)  der  Vektor  von  P 

sodass  der  Vektor  Fa  durch 

dargestellt  wird.  Die  soeben  erwähnte  Gerade  ist  somit  senk- 
recht zu  Pm.  Der  erhaltene  Kreis  geht  ebenfalls  in  eine  Gerade 
über,  wenn  der  Punkt  a  ins  Unendliche  rückt;  denn  bei  dieser 
Annahme  gestaltet  sich  die  vorhergehende  Gleichung  wie  nach- 
stehend 

ÄPo  (1  —  Kq)  Uoi  =  S.(ä,  —  qa)  Ut».  , 

20.  Sind   die  Figuren   nicht  direct  sondern  umgekehrt  ahn* 
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lieh,  80  wird  diese  Verwandtschaft  durch  die  Oleichung 

^.  =  ^^ (A-^O 

ausgesprochen   mit   der   Bedingung   (A.  49)   für  <x,   /3,  «p  /S^. 
Setzt  man  nun 

1     _  1       _ 

und  beachtet  man,  dass  nach  (c.  13) 

Pi  —  »i 
so  kann  die  Verwandtschaft  auch  durch 

(p  — «)r  =  ri(Pi— «i) (A.52) 

ausgedrückt  werden.  Hierbei  genügen  a^  x^,  y^  y^  sodann  der 
Bedingung 

S(ä,  —  ä)  r  i^j  =  0 (A.  53) 

Fragen   wir  hier  auch  wieder,  wann  zwei  homologe  Punkte 
zusammenfallen ,  so  ergibt  sich  dessen  Vektor  p^  aus 

und  nach  (/.  187)  wird  hieraus  erhalten 

^0  -  ^  =  ^TZT^  K"*  ■"  ^i)  ^  +  ^1  (^  —  ^i)]- 

Ist  nun  sTj  der  Punkt  P  der  zweiten  Figur,  welcher  zum 
Punkte  A| ,  als  der  ersten  Figur  angehörig  betrachtet ,  corres- 
pondirty  so  ist 

y,  «-,  =  —  (ä  —  äJ  r  +  rx»i 

somit 

Bezeichnet  man   mit  S  den  gesuchten  Doppelpunkt  der  Fi- 
guren,  so  ist  deshalb 

Ä8  =r  AP 

^^      AB»-A,B,»^^' 

d.  h.  der  Punkt  S  ist  auf  der  Geradeln  AP  enthalten.  In  glei- 
cher Weise  findet  man ,  dass  S  liegt  auf  der  Geraden  A^Q , 
wenn    Q   der   Punkt   der   ersten   Figur  ist,  welcher  zu  A,  als 
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Paakt  der  zweiten  Figur  betrachtet ,  homolog  ist ;  und  hiermit 
ist  nun  der  Doppelpunkt  auf  einfache  Weise  als  Schnittpunkt 
der  zwei  Geraden  AP,  A^Q  bestimmt.  Wenn  die  Figuren  gleich 
werden ,  so  rückt  der  Punkt  S  ins  Unendliche  in  der  Richtung 
AP  oder  A,Q. 

21.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Beantwortung  der  Aufgabe 
einen  Punkt  S  und  einen  Vektor  SX  zu  finden,  derart  dass 
die  Vektoren,  welche  S  mit  zwei  willkürlich  gewählten  ho- 
mologen Punkten  verbinden,  ein  constantes  Verhältniss  haben 
und  gleiche  Winkel  mit  SX  einschliessen. 

Es  sei  0-  der  Punkt  und  A  die  Richtung,  so  sind  die  Be- 
dingungen des  Problems  in  der  Gleichung 

(^  —  p)  A  =  a  JC  («■  —  p^)x 
oder 

((T  — /j)A  =  aA(<r  — Pi) (A.  54) 

wo  a  positiv  ist,  enthalten.  Hierzu  kommt  noch  die  Bedingung 

5a77j  =  0 (A.  55) 

Ausserdem  besteht  die  Gleichung  (A.  52)  zwischen  p  und  pj. 

Indem  man  p^  eliminirt,  erhält  man 
(ö-  —  «)  A  —  «  A  (fl-  —  Äj)  =  (p  —  ä)  A  —  »  A  yj— ^  {p  —  «)  y  (A.  56) 
eine  Gleichung,   welche  für  jeden   Vektor   p  —  ä,   welcher  in 
der  Ebene  der  beiden  Figuren  enthalten  ist,  stattfinden  muss. 

Setzt  man 

p  —  «  =  ^  +  yri 

wo  o;,  y  jeder  willkürliche  Wert  beigelegt  werden  kann,  so 
müssen  die  drei  Glieder  der  aus  (A.  56)  hervorgehenden  Glei- 
chung, nachdem  dieselbe  in  die  Form 

?  +  ^  +  y«  =  o 

geschrieben  ist,  einzeln  verschwinden.  Man  erhält  dadurch  nur 
zwei  Bedingungsgleichungen 

{v  —  ä)  A  —  a\{T  —  dSj)  ==  0 ,  ^1 A  ==  aAy. 
Wenn    man   an   die  zweite  Gleichung  mit  T  operirt,  so  er- 
gibt sich 

Nan   gehen    hiermit   die  beiden  Gleichangen   in   die  nach« 
folgende  über: 
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Die  letzte  Gleichung  sagt  ans,  dass  A  den  Winkel  zwischen 
den  homologen  ä^^enten  AB,  A|6,  balbirt;  oder 

Ana  der  ersten   kann   nun   weiter  9  erhalten  werden.  Nach 
(/.  187)  ist 

y      ^-       K-«)7V,  +  A(«i-«)A-'JV 

-       (*.  -  »)  TAB  +  A  («.  -  »)  A-^  r.A.B,  , 
(y,»_y.) yy^y,. 

Die  Gerade  AS  fallt  somit  der  Richtung  nach  mit  dem  Vektor 

^^"^AX  +  ^^* 
zusammen,   wenn   AA,   zu   AA,    antiparallel   ist  in  Bezug  auf 

A  und  die  Längen  dieser  beiden  Vektoren  einander  gleich 
kommen,  wie  aus  der  Bedeutung  von  A(»j  —  «)a~~^  nach  Art. 
111  der  Theorie  erhellt.  AS  kann  somit  auf  einfache  Weise 
construirt  werden,  und  weil  A^S  zu  AS  in  Bezug  auf  >,  anti- 
parallel ist,  so  ist  auch  die  Richtung  von  AjS  bekannt,  daher 
der  Punkt  S  als  Schnittpunkt  dieser  Geraden  zu  finden. 
Weil  die  Werte 

er  -  «  -        (^i  -  «)  JV  +  A(a^,  '-^  0^)  A-i  Ty,   ^^ 

der  Relation 

(<r  — «)y  =  yj((r  — «1) 
Genüge    leisten,    wie    leicht    bewiesen   wird,    wenn    man    die 
Belation  ( A.  54)  zu  Hülfe  nimmt ,  so  erhellt  daraus ,  dass  0-  mit 
Pq    d.  h.    mit  dem   Doppelpunkte   der   beiden   Figuren    zusam- 
menfallt. 

22.  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  wollen  wir  noch  den 
schon  in  der  Theorie  angeführten  Satz  über  umgekehrt  ähn- 
liche Figuren  beweisen,  jedoch  auf  ganz  andere  Weise  als 
dort  im  Art.   105^^  geschah. 

Dieser  Satz  lautet:  Teilt  man  die  Strecke  zwischen  je  zwei 
homologen   Punkten  im  constanten  Verhältnis  der  Längen  ho. 
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mologer   Strecken   der   beiden  Figuren,   so  besieht  der  geome- 
trische Ort  des  Teilpanktes  aas  zwei  Geraden. 

Wird    die  Strecke  .PPj    zwischen   zwei  homologen   Punkten 
p,  Pi  durch  einen  Punkt  Q  derart  geteilt,  dass 

QP  :  QPj  =  1 :  Ä , 
so    ist,    wenn   0-    den   Vektor  des   Punktes   Q   bedeutet,  nach 
Art.  22  der  Theorie 

0"  (1  —  ^)  ==Pi  —  «p  =  Pj  —  a^  —  a{p  —  «)-|-«i  — ^«» 
daher  in  Verbindung  mit  (A.  52) 

0"  (1  —  x)  =  y^"^  (p  —  «)  y  —  x{p  —  »)  +  «1  —  X» 
oder ,  wenn  noch  p  —  «  =  t  gesetzt  wird , 

a{l  —  x)  =  y^"^  Ty  —  a?T  -f-  «i  —  «a?«.  •  •  •  (A.  56) 
Im  Allgemeinen  wird 

«  ==  7j~^  ry  —  xr 

einen   mit  r   veränderlichen   Vektor  in   der  Ebene  der  beiden 
Figuren  bedeuten.  Setzt  man  jedoch 

.    Ty 

d.  h.  nimmt  man  das  Verhältnis  der  Teile  QP :  QP|  gleich  dem 
Äbnlichkeitsverhältnis  der  beiden  Figuren ,  so  ist 

a  =  —T—  .{üy^TÜy±T) , 
und  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass 

r.«(tv,q:üy)=o, 

sodass  »  bei  veränderlichem  r  constante  Richtung  behält. 

Es  ist  nämlich 
V{üy,—  ay){Uy^rUy  +  T)=  V.Uy,{Uy,TUy +  t)  ^ 

—  V.Uy{UyrUy^  +  T)  (A.  57) 
weil 

Uy^TÜy=  V.Uy^rUy 

=  V.  Uyr  Uy^  nach  (c.  42) 
=  UyrUy^ 

wegen  der   Complanarität   von    17y,   t,    Uy^.   Die  zweite  Seite 
der  Gleichung  (A.  58)  verschwindet  nun  identisch. 

Die   Gleichung   (A.  56)  des  geometrischen  Ortes  des  Punkte« 
0-  kann  deshalb  geschrieben  werden 
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<r{Ty,  q:  Tr)  =  x,  Ty,  q:  »Ty  +  uTy{Uy,  ip  Uy). 

Der  Punkt  0-  beschreibt  daher  eine  Gerade,  welche  leicht 
coustruirt  werden  kann. 

28.  Im  Vorhergehenden  haben  wir  einige  Anwendungen  der 
Qaaternionen  hauptsächlich  auf  dem  Gebiete  der  Planimetrie 
gegeben.  Es  wird  wohl  keiner  näheren  Beleuchtung  bedürfen, 
wenn  wir  behaupten,  dass  die  räumliche  Geometrie  der  Be- 
handlung mit  Quaternionen  grössere  Vorteile  bieten  wird,  wes- 
halb die  übrigen  Abschnitte  ausschliesslich  diesem  Gegenstande 
gewidmet  sind. 


DER  PUNKT,  DIE  EBENE,  DIE  GERADE 

UND  DIE  KUGEL. 


24.  Wir  wollen  zuerst  zeigen,  wie  die  Methode  der  Quater- 
nionen  mit  den  Methoden  der  analytischen  Geometrie  in  Ver- 
bindung gebracht  werden  kann.  * 

Setzen  wir 

p^xx  +  yß-^zr (B.1) 

d.  h.  zerlegen  wir  den  Vektor  p  nach  den  Richtungen  «,  |3,  ^, 
so  sind  xT»^  yTß^  zTy  die  gewöhnlichen  schiefwinkligen 
Goordinaten  des  durch  p  dargestellten  Punktes  P  in  Bezug 
auf  «,  /3,  7  als  Achsen. 

Wählt  man  für  «,  j3,  ^^  Einheitsvektoren ,  so  sind  x,  y^  z 
auch  einfach  die  schiefwinkligen  Goordinaten  yan  P ,  und  wenn 
man  ins  besondere  »^  ß ^  y  mit  einem  System  unter  sich  recht- 
winkliger Vektoren  t,  ^',  k  zusammenfallen  lässt,  so  ist  stets 
nach  Art.  71  der  Theorie  der  Übergang  von  den  Quatemionen 
nach  den  rechtwinkligen  Goordinaten  leicht  auszuführen. 

25.  Operirt  man  an  (B.  1)  mit  S.ßy,  so  wird  in  Überein- 
stimmung mit  {c.  45)  gefunden 

_  Sßrp  __  Volumen  Ppd.OPBG 
^      S»ßy  ""  Volumen  Ppd.OABG  ' 
wodurch   eine  Annäherung   an  die  homogenen  Goordina- 
ten  erhalten   ist.   Die   Verknüpfung  mit  denselben  kommt  je- 
doch erst  völlig  zu  Stande,  wenn  wir  den  Vektor  p  nach  den 
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Bichtnngen  yier  willkürlicher  Vektoren   «,  /3,   ?",  3  zerlegen, 
also  wenn  wir  setzen 

p^aa-j-yß-^-zy-^-ui (B.  2) 

Diese  Zerlegung  kann  anf  unendlich  verschiedene  Weise 
stattfinden ;  wenn  wir  nämlich  die  Componente  in  der  Richtung 
a  willkürlich  wählen,  so  kann  die  zweite  Componente  in  der 
Ebene  POA  stets  auf  eine  einzige  Weise  nach  ß^  y^  i  zerlegt 
werden.  Wir  können  demnach  zwischen  «,  y^  Zj  u  noch  irgend 
eine  Relation  annehmen.  Setzen  wir  nun 

a  +  y  +  z  +  u=l (B.8) 

oder,  was  auf  dieselbe  Annahme  hinauskommt, 

so  geht  (B.  2)  über  in 

Xp  =  XiO^ct -}- x^a^ß  ^  x^a^y -}- a^a^i {B,5) 

oder  schliesslich  in 

Xp  =  a?,«i +  a?jaj  +  a?3Ä3+Ä^«4, (B.  6) 

wenn  noch 

a,«  =  Äj ,  a^ß  =  «2 ,  a^y  =  «s »  «4^  —  *4   •  •  •  (ß* '') 
angenommen  wird. 

Die  CoefiScienten  ^| ,  x^,  or,,  x^  der  Gleichung  (B.  6)  haben 
nun  aber  eine  sehr  einfache  Bedeutung.  Denn  wenn  wir  wieder 
von  (B.  6)  mittelst  (B.  7)  nach  (B.  5)  übergehen ,  und  an  diese 
Gleichung  mit  S.(j3y -j- y«  +  «/3)  operiren,  so  entsteht 

oder 

XiSp{ßy  +  r «  +  »ß)  —  Spcßy] = x^a,[Si{ßy  +  y « + «/3)  -  Sxßy] 
somit 

g^  x^  _  S{p  -  a){p  -  ß){p  -  y)  _  Volumen  Ppd.P ABC 
X  ~"5(3-«)(>-i3)(5-y)""  Volumen  Ppd.DABC  ' 
wenn   A,  B,  C,  D,  P   die  durch  «,  /3,  ^,  S,  p  dargestellten 
Punkte  sind. 

Bezeichnet  man   schliesslich   das  Lot   aus   P  auf  die  Ebene 
ABC  gefallt  mit  7^.,  so  ist 


und  hieraus 


^     c..- 
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IP      »IP      'JP      i  p    ^ 

bed  *    it,ed  *    abd  *     abe* 

Augenscheinlich  sind  j?i,  a^y  x^,  x^  die  homogenen  Coordi- 
naten  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  Fundamentaltetraeder 
A6CD.  Auch  kann  geschrieben  werden 

Vol.  PBCD  :  Vol.  PCDA :  Vol.  PDAB :  Vol.  PABC. 
26.    Wenn   nun   zwischen    x^y^z  in   (B.  1)   oder  zwischen 
o; ,   1/ ,   2: ,   u  in   (B.  2)   in   Verbindung   mit  (B.  3}  irgend  eine 
Relation  n^°  Grades 

F{xy  y^z)=  C  oder  jP,  {x,  y,  ^r,  u)  =  C,  .  .  .  .  (B.  8) 
angenommen  wird,  so  beschreibt  der  Punkt  P  eine  Fläche  n^ 
Grades.  Anstatt  der  zweiten  der  Gleichungen  (B.  8)  kann  nun 
auch 

J7(a?i,  a?2,  a?3,  ^4)  =  0 (B.  9) 

treten,   wo    U  eine  homogene   Funktion   n^   Grades   von  x^^ 

Xn  I     X»  ,     Xt      lou. 

Die  erste  der  Gleichungen  (B.  8)  und  die  Gleichung  (B.  l) 
bilden  zusammen  die  gewöhnliche  Skalargleichung  der 
Fläche,  während  das  System  der  Gleichungen  (B.  6),  (B. 9) 
die  homogene  Skalargleichung  der  Fläche  genannt  werden  kann. 

Es  ist  hieraus  ersichtlich ,  dass  alle  Betrachtungen ,  welche 
in  der  analytischen  Geometrie  bei  homogenen  Coordinaten  an- 
gestellt werden,  ohne  Weiteres  auch  in  der  Methode  der  Qna- 
ternionen  anwendbar  bleiben,  sodass  eine  nähere  Erörterung 
überflüssig  sein  würde,  zumal  die  Symbole  der  Quaternionen- 
rechnung  keine  weitere  Anwendung  dabei  finden. 

Anders  aber  gestaltet  sich  die  Sache  bei  der  Benutzung  der 
Gleichungen 

p  =  a!»  +  yß  +  zy^    F{x,  y,  z)=C. 

Hierbei  ist  nämlich 

0,=^^     .  =  ^?^     „  =  ^^ (B.10) 

Setzt  mau  nan  weiter 

—  Sct^ß^y^  Vßr  =  «, ,    —  ■S«,^,ri  Fy«  =  ^„ 

-  5«,/3,y,  r«/3  =  y, (B.  11) 

somit 
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-  (S^ArtY  S.  Vßy  Vya  Vaß  =  Sx.ß.y, 
und  beachtet  man  die  Gleichung 

Ä  Vßy  Vyx  Vxß  =  ~  {Sxßy)\ 
welche  im  Art,  159  der  Theorie  bewiesen  ist,  so  ergibt  sich 

S»ßyS»^ß^y^  =  —  Ij 
daher 

Vßy  =  «,  S»ßy,    Vy»  =  j3,  S»ßy,    Vxß  =  y ,  Saßy  .  (B.  1 2) 

Hieraas  folgt  nun  aber  weiter 

5««|  =s  1 ,  S»ß^  =  Say^  =  0 
und 
''S»ißiyi'=rVß,y,,  ßS»,ß,y,=  Vy,(t,,  ySa,ß,y,=  V»,ß,.  (B.  18) 

Aus   (B.  1)   (B.  10)   entstehen  jetzt   die   nachfolgenden  Glei- 
chungen 

pS»xßiyx=^Vß,y^'\'yVy,(i^^ zVy.u^  .  .  .  (B.  U) 
a?==5«iP,  y  =  SßiP,  z  =  Sy^p (B.  15) 

in  Übereinstimmung  mit  (c.  46)  und  die  Skalargleichung  der 
Fläche  lautet 

F{Sx,p,  Sß,p,  Sy,p)=C (B,  16) 

27.  Die  ursprüngliche  Gleichung 

F{x,  y,  z)=C 

gestattet  im  Allgemeinen  die  Grössen  x^  y^  z  mittelst  zwei 
unabhängig  yeranderlicher  Skalaren  u,  v  auszudrücken.  Dadurch 
geht  (B.  1)  über  in 

P  =  (p,(u,v)ct  +  (p^{u,v)ß-\-(p^{u,v)y  ....  (B.  17) 

eine  Gleichung,  welche  wir  die  Yektorgleichung  der 
Fläche  nennen. 

Zwei  Gleichungen  von  der  Form  (B.  16)  zusammen  bilden 
die  Skalargleichungen  einer  Curve  im  Räume  oder  in  der  Ebene 
and  die  Yektorgleichung  einer  Curve  enthält  nur  eine  yerän- 
liche  Skalargrösse 

^=/,(«)*+/,(u)/3+/,(u)y (B.18) 

28.  Nachdem  nun  diese  allgemeinen  Principien  dargelegt  sind, 
wenden  wir  uns  der  speciellen  Betrachtung  des  Punktes  und 
der  relatiyen  Lage  mehrerer  Punkte  im  Räume  zu. 

Im  Art.  22  der  Theorie,  Gleichung  (a.  37),  haben  wir  schon 
gesehen ,  dass  der  Vektor  p  eines  Punktes  P  der  Geraden  AB , 
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welche   die   Punkte  »,  ß  yerbindet,  oder  deren  Verlängerung, 
ausgedrückt  werden  kann  durch 

Für  Punkte  auf  der  Strecke  AB  ist  y:  x  positir.  iSpedell  ist 
fOr  die  Mitte  der  Strecke 

»  +  ß 

und  für  den  unendlich  fernen  Punkt 

V  =  k{x  —  ß) ,  Lim.  i  =  00  . 

Das  Doppelverhältnis  des  Punktepaares  /?,  p^  zum  Punkte- 
paare «,  /3  ist 

X  '  a^       p-—  ß'  Pi—ß 
und  es  besteht  harmonische  Lage  der  Punkte,  wenn 

/LZL|  =  _  fLlI_? (B.20) 

p-ß  Pi-ß  ^        ' 

Diese  Gleichung  schliesst  jedoch  die  harmonische  Lage  der 
vier  Punkte  nicht  unbedingt  ein ,  wenn  nicht  hinzugefügt 
wird ,  dass  die  Punkte  p ,  pj ,  « ,  /3  in  einer  Geraden  enthalten 
sind.  Wohl  kann  aus  derselben  unmittelbar  geschlossen  wer- 
den ,  dass  p j  p^,  a^  ß  yier  in  einer  Ebene  enthaltene  Punkte 
sind.  Zu  jedem  Punkte  p  im  Räume  kann  jedoch  der  zugehörige 
Punkt  Pi  in  folgender  Weise  construirt  werden. 

Man  lege  eine  Ebene  durch  die  Punkte  p,  ctj  ß  oder  P,  A, 
B  und  verlängere  AP  mit  PAi  =  AP.  Nun  construire  man  das 
Dreieck  AA'B  CO  A  A^ AB ,  so  dass  A'  und  A,  an  verschiedeDe 
Seiten  von  AB  liegen.  Die  Mitte  von  AA'  ist  der  gesuchte 
Punkt  Pi.  Denn,  weil  A  AA'B  GO  A  A,AB,  so  ist  auch 
A  A^PBgo  AAPjB,  daher 

PA,  _  PiA  _      PA 
PB  ""  P,B  PB* 

Die  Punkte  P,  P,  sind  mit  A,  B  concyclisoh,  wie  leicht 
bewiesen  wird.  Man  könnte  die  Verwandtschaft  zwischen  den 
Punkten  P,  P,,  A,  B  die  allgemeine  harmonische  Verwandtschaft 
nennen. 
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29.  Die  Grösse 

p  —  ß'  p,-/3' 
welche   mit   der   Bedingung  verbunden,   dass  p,  /?,,«,  j(3  ter- 
minocoUinear   sind,   das   Doppelverhältnis   der  Punkiepaare  P, 
Pi ;  A ,  B    ausdrückt ,    ist  für  vier  willkürliche  Punkte  einem 
Qoaternion  gleich.  Setzen  wir 

;-^ = ;^ = y  o<i«  '^;  (—  ^) = ^  (« -^)=9  (b-^d 

so  kann  q  augenscheinlich  bei  willkürlicher  Wahl  von  a,  ß,  p 
nicht  beliebig  gewählt  werden,  weil  Ax.q  senkrecht  sein  muss 
zum  Vektor  {p  —  «)  (p  —  ß)  {et  —  ß). 

Wir  wollen   nun   im    weiteren   Toraussetzen   »j  ß,   q   seien 
beliebig  angenommen;  ist  Ax.qjlkj  so  ergibt  sich 

Sa(p-»)(p  — i3)(«-/3)  =  0 
oder 

p*^«  — /3)A  — S.p[/3(ä-/3)a+äA(«  — /3)]+5a«/3(«  — /3)=0. 
Der    Punkt    p   ist  somit  auf  eine   durch   die  Punkte  «,  ß 
hindurchgehende  Eugelfläche  beschränkt. 

Indem  man  auf  die  aus  (B.  21)  hervorgehende  Gleichung 

(p-ß)^      ^^    ^{p^-ßy     ^^ 

mit    S.    operirt,    erhält  man   für   den   geometrischen   Ort   des 
Punktes  Pj  die  nämliche  Eugelfläche. 

Die  Gleichung  (B.  21)  stellt  daher  bei  willkürlich  angenom- 
menen ctf  ß,  q  eine  Gorrespondenz  auf  einer  Kugelfläche  dar. 
Wählt  man  einen  willkürlichen  Punkt  P  der  ersten  Figur, 
so  kann  der  zugehörige  Punkt  P^  leicht  construirt  werden. 
Legt  man  nämlich  durch  PAB  eine  Ebene  und  construirt  das 
Dreieck  ACB  dem  Dreieck  PAB  ähnlich,  so  dass  C  und  P  an 
verschiedenen  Seiten  von  AB  liegen,  so  ist 

ac=?|ab=;-^(^_«) 

daher  AG  X  Äa,q.  Es  sei  nun  AG :  AD  =  q.  Wenn  sodann 
noch  in  der  Ebene  ADB  das  Dreieck,  P^AB  dem  anderen  ADB 
ähnlich  construirt  wird,  so  ist  P^  gefunden. 
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Beschreibt  der  Pankt  P  den  gewählten  ebenen  Ereisschnitt 
der  Kugelfläche ,  so  beschreibt  der  Punkt  C  die  Gerade  AG ,  D 
ebenfalls  die  Gerade  AD  und  P,  endlich  durchläuft  einen  anderen 
Kreisschnitt  der  Kugelfläche. 

Aus  dem  Vorhergehenden  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Ge- 
raden AG  und  AD  die  Kugelfläche  berühren.  Weil  aber  der 
Quotient  dieser  Vektoren  dem  gegebenen  Quatemion  q  gleich 
ist,  so  wird  die  Kugel  aus  den  gegebenen  Grössen  a,  ß^  q 
leicht  construirt.  Indem  A  und  B  umgetauscht  werden,  erhält 
man  eine  zweite  Kugelfläche,  auf  der  p  und  pj  enthalten  sein 
können. 

Nur  wenn  q  eine  skalare  Grösse  ist,  sodass  Aa,q  unbestimmt 
wird,  stellt  (B.  21)  eine  allgemeine  Verwandtschaft  zwischen 
zwei  Punkten  im  Baume  dar  und  ein  correspondirendes  Punkte» 
paar  kann  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  allgemeinen  harmo- 
nischen Verwandtschaft  construirt  werden. 

30.  Wenn  drei  Punkte  a^  ß^  y  gegeben  sind,  so  ist 
TV{ß  -  «)  (y  -  «)  =  TVißo^  +  T'«^  +  «i3) 
dem   doppelten   Inhalte   des    aus  denselben  gebildeten  Dreiecks 
gleich,   und    UV{ß^-]-^»-j' aß)  ist  der  zur  Ebene  desselben 
senkrechte   Einheitsvektor.   Diese   Ergebnisse  sind   gelegentlich 
schon  mehrmals  benutzt  worden. 

Befinden  sich  in  den  Punkten  «j ,  x^y  *  •  *  •  ^  Massen  m^ , 
tTij , . . . .  m. ,  so  wird  der  Schwerpunkt  dieses  Massensystems 
gesucht.  Der  Schwerpunkt  p^  der  Massen  m,,  m,  ist  nach 
(B.  19)  bestimmt  durch 

(m,  +  m^)  />,  =  m,/)i  -f-  m^  p^. 

Derjenige  der  Masse  m^  4"  ^2  ^™  Punkte  p,  und  der  Masse 
m^  in  «3  ist  ebenfalls  bestimmt  durch 

(mj  +  mj  +  m,)  p^  =  {m^  +  m^)  p^  +  m^  ä, 

sodass  wir  für  den  Schwerpunkt  0-  des  ganzen  Systems  schliessen 

(rZf?i  =  SmÄ (B.22) 

1  1 

Einige  Anwendungen  mögen  hier  eingeschaltet  werden. 
1^.  Es   seien   zwei    Vierseiten  AjBiCjDp  A,BjCjDj  gegeben. 
Wenn  nun  Vektoren  CA,  OB,  CG,  OD  gezogen  werden,  welche 
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den  Vektoren  A,Aj,  B^B^,  CjCj,  DiD^  gleich  sind,  so  werden 
vier  Massen,  welche  den  Volumen  OBCD,  OADC,  ODAB, 
OGBA  proportional  sind,  denselben  Schwerpunkt  haben,  mö- 
gen dieselben  in  A| ,  Bj ,  G^ ,  Dj  oder  in  A^ ,  B, ,  C^  t  1^2  ^^^^ 
befinden. 

Es  seien  A, ,  Bj,  Gj,  D^,  Aj,  B^,  G^,  D^*  durch  die  Vek- 
toren Äj ,  jSj ,  yj ,  Jj ,  «j ,  jSj ,  y j ,  5j  gegeben  in  Bezug  auf  0 
als  Vektorenursprung  und  es  seien  noch 

«,  — «j  =  Ä,  /3,-/3,=/3,  y,-yj=y,  i^  —  \=i   (B.23) 

gesetzt.  Die  Volumina  der  Vierseiten  OBGD,  OADG  u.  s.  w. 
sind  sodann  proportional  zu 

Sßriy  S»iy,  Siaß,  Syß» 

und  man  hat  zu  zeigen 

«,  Sßyi  +  ß^Sxiy  +  r^Siaß  +  J,Sy/3«  = 

==  »ßßyl  +  ß^Sxly  +  ^^SJä/J  +  \Syßot 

oder  mit  Bezug  auf  (B.  23) 

ctSßyi  +  /3S«Jy  -f  ySixß  =  SSy/S«  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  aber  nach  (o.  45)  eine  Identität. 

2^.  Wenn  man  auf  die  Perpendikel,  aus  den  Ecken  einer 
Vierseite  ABGD  auf  die  correspondirenden  Seiten  einer  zweiten 
Vierseite  A^BiGiDi  gefallt,  Strecken  AA',  BB',  GG',  DD'  nimmt, 
welche  den  Längen  der  Perpendikel  aus  A,,  Bp  G,,  D^  auf 
die  gegenüberliegenden  Seiten  der  Vierseite  AjBjG|Dj  gefallt 
umgekehrt  proportional  sind,  so  haben  die  Vierseiten  A'B'G'D', 
ABCD  denselben  Schwerpunkt. 

Sa  seien  «,  j3,  y,  3;  «p  /3|,  yp  3i  die  Ecken  der  zwei 
Yierseiten.  Die  Ebene,  durch  die  Punkte  Bp  G^,  D^  gelegt,  ist 
Dach   Art.  95  der  Theorie 

Sp  V(ß,r,  +  r,l,  +  \ß,)  -  Sß,y,\  ==  0. 

Es  sei  weiter  «j  +  j?  F^iSj^i  -[-  ^i  ^i  +  ^i'^i)  ^®'  Fuaspunkt  des 
Lotes   aus  A^  auf  diese  Ebene  gefällt,  so  ist 

sodass  jenes  Lot  ist 

Sß^r^i^  —  S^,y,\  +  Sx,ß,i,  -  Sx,ß,r, 
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In  gleicher  Weise  wird  fQr  das  Lot  aus  B,  auf  die  Ebene 
G,D,A,  gefallt,  gefdnden 

^(«lyi  +  y.'i  +  ^i«!) 

Q.  8.  w.,  sodass  Strecken ,  welche  diesen  Loten  umgekehrt  pro- 
portional  sind,  dnrch 

cV{ß,y,  +  y.J,  +  iA) .  -c Fi[«,y,  +  y,J,  +  5,«,), 

dai^^tellt  werden  müssen.   Die  Punkte  A'B'C'iy  haben  somit 
die  Vektoren 

«'  =  «  4-  c  F(/3,y,  +  y,3,  +  J,/3,) 

/  =  y  +  cF(«,/3,  +  /3,J,+J,«,) 
y  =  J-cF(«,/3,+/3,y,  +  y,«,) 
and  weil  nun 

Ä'  +  /3'  +  /+y  =  «  +  j3  +  y  +  >, 
so  ist  der  Satz  bewiesen. 

31.   Im   Artikel   22   der   Theorie   haben   wir  gesehen ,  dass, 
wenn  «,  ß  zwei  beliebige  Vektoren  OA,  OB  bedeuten, 

p  =  x»^yß 
ein    Vektor  OP  in   der  Ebene  jener  ist  nnd  dass  xT«,  yTß 
die    Längen   der   Componenten   Ton   p  in  den  Richtungen  von 
ctj  ß  sind;  somit  gilt  die  Relation 

a  _  Hn  Z  POB  Tß 

y~  HnZ  POA  Tä 

und  wenn  wir  noch  den  Vektor  p^  ^x^x-^-y^ß  ziehen,  so  ist 

das  Doppelyerhältnis  der  Vektoren  p,  ^j  za  a^  ß.  Weil  aber 

_Vpß  Vap 

""-Vocß'  ^-VcLß' 

so  kann  auch  für  jenes  Doppelverhältnis  geschrieben  werden 

D  =  ^:^ (B.24) 

Vp»        KPjÄ 

und  die  vier  Vektoren  bilden  ein  harmonisches  Büschel,  wenn 

Vpß  Vp,ß 


Vfx  F|j,« 


(B.  25) 
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Die  Gleichung  (6.  25)  schliesst  aber  auch  anbedingt  die  har- 
monische Verwandtschaft  der  vier  gewählten  Vektoren  ein. 
Denn  schreibt  man  dieselbe  in  die  Form 

Vp0Vpx_       VpßVp,» 
V^pa  V^Pi» 

und  operirt  mit   7,  so  wird  erhalten 

pSctßp  _  _  PiS»ßp^ 
F»p«  V^p^»  ' 

Die  Voraussetzung  p^  =s  xp  ergibt  eine  Absurdität ;  somit 
muss 

S»ßp  =   S»ßPy    =   0 

sein  und  nun  spricht  (B.  25)  unmittelbar  die  harmonische  Ver- 
wandtschaft aus. 

32.  Für  vier  willkürliche  Vektoren  p,  pj,  os,  /3  ist  die  Grösse 
D  im  allgemeinen  ein  Quaternion. 

Dass  die  vier  gewählten  Vektoren  complanar  sind,  kann 
leicht  dadurch  ausgedrückt  werden,  dass  dieselben  sämtlich  zu 
einem  einzigen  Vektor  A  senkrecht  sind.  Wir  fragen  nun  das 
DoppelYQrhältnis  der  Vektoren 

Fa«,    rA/3,   TAy,   FaJ, 
wenn  »^  ßj  y^  i  willkürliche  Vektoren  bedeuten. 
Nach  (c.  45)  ist 

yS«/3A  =  aSßky'\-  ßSxxr  +  AS«/3y 
JSäjSa  =  xSßxi  +  ßSxcti  +  aS«/33. 
Setzt  man  die  hieraus  erhaltenen  Werte  für  ^,  3  in  die  Aus- 
drücke  Fa^',   Fa3,  so  werden  die  yier  gegebenen  Vektoren 
^         TT  ^    TT      SßXy    ,    --   -  SXay      ^     Sßxi    ,    ^^  ^  ÄA« J 

FA«,  FA^,  Vxa  ^  +  Fa/3^  .  ^^*^  +  ^^ßsi^^ 

w^odurch  man   den  im  yorigen  Artikel  erörterten  Fall  erhalten 
hat.   Das  gesuchte  Doppelverhältnis  ist  somit 

jj  _SßXy  .   Sßxi  ^  Sxßy  .  Sxßl 

*      Sxxy  *  5aäJ       Sa«?'  *  Skai ^   '      ^ 

und  dieses  Resultat  wird  uns  nachher  nützlich  sein. 

33.  Wir  wollen  nun  weiter  zur  Betrachtung  der  Ebene 
übergehen.  Wenn  wir  dieselbe  als  die  Fläche  ersten  Grades 
definiren,  so  ist  es  leicht  hieraus  die  Quaterniongleichung  der 
ESbene  zu  finden. 

4 
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Es  ist  sodann  nämlich 

mit 

ax-\-by  +  cz  +  d  =  0 (B.  27) 

zu  verbinden.  Wenden  wir  nan  die  Transformation  des  Artikels 
26  an  und  beachten  speciell  die  Gleichung  (B.  15),  so  geht 
(B.  27)  über  in 

S(am,+bß,+€r,)p  +  d  =  0. 

Führt  man  anstatt  a«i  +  ^ßi  +  ^^^i  ©inen  neuen  Vektor  —  A 
ein,  so  wird  die  Gleichung  der  Ebene 

Sxp^d (B.28) 

Die    geometrische    Bedeutung    derselben    ist   evident.    Nach 
(c.  24)  folgt  hieraus  nämlich 


somit 


TpTxcoaZ.^'-^  —  d 


p 
Tp  C08  j^-  =s  constant. 


Die  Gleichung  (B.  28)  sagt  somit  aus ,  dass  die  Projection 
der  Verbindungsgeraden  OP  des  Vektorenursprungs  0  mit  einem 
beliebigen  Punkte  P  der  Ebene  auf  die  Richtung  A  constante 
Länge  hat.  Der  Vektor  A  ist  somit  der  Normale  der  Ebene 
parallel. 

Zwei  Ebenen  sind  einander  parallel,  wenn  ihre  Gleichungen 
die  Form  haben 

S^p  =  d,  Sxp  =  e. 

Im  allgemeinen  ist  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen 

Sxp  =  d,  Sptp  =  e 

dem  Winkel  zwischen  den  Vektoren  A,  fi  gleich.  Dieselben 
sind  senkrecht  zu  einander ,  wenn  die  Bedingung  Skpt  ==:  0  er- 
füllt wird.  Die  Ebenen 

Skpssdj  Sxvp=sey 

wo  A,  V  willkürliche  Vektoren  bedeuten,  werden  daher  stets 
sich  rechtwinklig  schneiden. 

Schreibt  man  die  Gleichung  der  Ebene  wie  nachstehend 

Sw  =  l (B.  29) 
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so  wollen  wir  dieselbe   die  gewöhnliche  Gleichung  der  Ebene 
nennen. 

Im  Artikel  95  der  Theorie  sahen  wir  schon ,  dass  die  Glei- 
chung der  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  »  senkrecht  zum 
Vektor  ß  gebracht  wird ,  ist 

oder  wenn  mit  »^  multiplicirt  wird, 

S(f  —  »)ß  =  Q (B.30) 

und   weiter,   dass   die  Gleichung   der   Ebene,   welche   die  drei 
gegebenen  Punkte  »^  ß,  y  enthält,  in  der  Form 

Spißy  +  y»  +  »ß)  =  Saßr (B.  81) 

erscheint. 

Wir  wollen  nicht  näher  auf  diese  Formen  eingehen.  Nur 
mögen  einige  Grössen,  welche  bei  den  Anwendungen  mehr- 
mals vorkommen,  angegeben  werden  und  im  allgemeinen  sei 
dabei  die  Form  (B.  80)  benutzt,  welche  durch  die  Voraussetzung 
8aß  =  d  unmittelbar  in  (B.  28)  übergeht. 

34.  Wir  suchen  nun  zuerst  das  Lot ,  aus  einem  willkürlichen 
Punkte  sr  auf  die  Ebene  gefällt,  zu  bestimmen. 

Weil  ß  die  Normale  der  Ebene  darstellt,  so  kann  für  den 
Fusspunkt  jenes  Lotes  gesetzt  werden 

und  die  Substitution  dieses  Wertee  in. (B.SO)  ergibt 

aß^  ==  —  S(t  —  «)/3, 
somit 

/,  =  T  — /3-iS(«- —  «)/3 (B.82) 

Das  Lot  selbst  ist  hiernach  durch 

X  =  — /3-i^T -«  «)/3 (B.88) 

dargestellt  und   die  Lange  beträgt  ± 5(t  —  a)Uß^  ein  Resul- 
tat, welches  sehr  leicht  behalten  werden  kann. 

Specieller  wird  die  Senkrechte,  aus  dem  Vektorenursprung 
anf  die  Ebene  gefällt,  durch 

ß-^Sc^ß 
dargestellt,   und  wenn  wir  die  gewöhnliche  Form  der  Ebenen - 
gleichung  gewählt  hätten,  so  wäre  dieser  Ausdruck  einfach  in 
/3~~^  überg^angen. 
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Die  Distanz  zweier  parallelen  Ebenen 

Sap  =  a ,  S»p  =  b 
kann  nun  auch  leicht  angegeben  werden.  Es  ist  dieselbe  näm- 
lich,  wenn   aus  dem   Punkte   P(t)   eine  Senkrechte  auf  beide 
gefallt  wird  , 

»-^Sva  —  a)  +  «-i5(tä  —  6)  =  (a  —  6)«-^ 
85.  Die  Aufgabe:  die  Durchschnittsgerade  zweier  Ebenen 

Sap  =  a ,  Sßp  =  b 
zu  bestimmen,   ist  schon  im  Art.  179  der  Theorie  ausführlich 
erörtert.  Es  wurde  daselbst  gefunden  (/.  212) 

aß  —  bx         ^ 

oder 

V.p  V»ß  =  a/3  —  ba. 
Wie  in   der  analytischen    Geometrie   kann  weiter  auch  hier 
dargetan  werden,  dass  die  Gleichung 

{Sxp  —  a)  +  k(Sßp  —  6)  =  0 (B.  34) 

wo  k  eine  beliebige  skalare  Grösse  ist,  eine  jene  Durchschnitts- 
gerade enthaltende  Ebene  ist,  sodass  bei  veränderlichem  k  ein 
Ebenenbüschel  erhalten  ist.  Und  indem  man  aus  (B.  34)  k  auf- 
löst  und   die   Relation   (B.  33)   beachtet ,   so  erkennt  man  un- 

Tß 
mittelbar ,  dass  k  y=-  dem  negativen  Verhältnis  der  Längen  der 

Perpendikel  gleich  kommt ,  welche  aus  einem  Punkte  der  Ebene 
(B.  34)  auf  die  Ebenen 

Sotp  =  a^  Sßp  =  b 
gefallt   werden ,   sodass   wenn   k^ ,  k^   die   Werte  der  skalaren 
Grösse  k  in   (B.  34)   sind ,    welche  zwei   Ebenen  des  Büschels 
angehören,   das   Doppel  Verhältnis  dieses  Ebenenpaares  zum  ge- 
gebenen wieder  durch  k^  :  k^  ausgedrückt  wird. 

Die  Bedingung,  welche  ausdrückt,  dass  drei  Ebenen 

Sxp  =  a ,  Sßp  =  b ,  Syp  =  c 
eine  gemeinsame   Gerade   enthalten,   kann  wie  in  der  analyti- 
schen Geometrie  in  zwei  Formen  angegeben  werden.  In  diesem 
Falle  sind   nämlich   die   Normalen ,  zu  jenen  Ebenen  «.,  ß  ^  ,y 
aus  einem  Punkte  gezogen,  complanar,  somit 

Saßr  =  0. 
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Dieselbe  Relation  wird  erhalten ,  wenn  wir  p  aus  den  beiden 
ersteren  Gleichungen  auflösen  und  den  erhaltenen  Wert  in  die 
dritte  Gleichung  einsetzen.  Es  ergibt  sich  dann  weiter 

oder  weil  der  Gleichung 

5«/3y  =  0 
zufolge 

aFiSy  +  ftryÄ  +  cFijS 
der  Richtung  nach  mit   Vaß  zusammenfallt 

aVßy  +  bVy»  +  cVcoß  =  0 (B.  85) 

und  dies  ist  die  eine  der  erwähnten  Formen. 

Auf  andere  Weise  ergibt  sich,  dass  den  Ebenen  eine  Gerade 
gemeinsam  ist,  wenn  drei  skalare  Grössen  x,  y^  z  gefunden 
werden  können,  derart,  dass  die  Summe 

a{S(zp  —  a)  +  y{Sßp  —  6)  +  ^{Syp  —  c) 
identisch  yerschwindet. 

Der  Durchschnittspunkt  dreier  beliebigen  Ebenen  ist  im 
Art.  179  der  Theorie  schon  bestimmt.  Es  wird  für  jetzt  ge- 
nügen zu  bemerken,  dass  dieser  Punkt  ins  Unendliche  fällt, 
wenn 

Saßy  =  0 
ohne  die  Gültigkeit  der  Gleichung  (B.  85)  anzunehmen. 
Im  allgemeinen  wird 

x{Sap  ~  a)  +  y{Sßp  —  b)  +  z{&yp  —  6)  =  0 
eine   Ebene   darstellen,   welche   den  Schnittpunkt  der  drei  ge- 
gebenen Ebenen  enthält,  und  yier  Ebenen 

Sxp  =  ay  Sßp  =  by  Syp=:c,  Sip=^d 
gehen   durch   einen  Punkt,  entweder  wenn  yier  Skalare  Xj  y, 
Zp   u  gefunden  werden  können,  welche  die  Summe 

aiSap  —  a)+y{Sßp  —  6)  +  z(Srp  —  c)  +  u{Sip  —  d) 
idoDtisch  yerschwinden  machen,  oder  wenn 

aSßyi  —  bSxyi  +  cS(xß^  —  dSxßy  =  0 , 
wie    man   findet,  wenn  man  p  nach  Art.  179  der  Theorie  aus 
den   ersteren  drei  Gleichungen  auflöst  und  den  erhaltenen  Wert 
in   die  yierte  einträgt. 

36-  Bevor  wir  jetzt  zur  Geraden  übergehen,  wollen  wir  un- 
tersuchen, wie  zwei  Räume  mittelst  Quaternionen  projektiyisch 
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auf  einander  bezogen  werden  können  oder  ^ielmelir  specieller 
wie  die  Collinearität  der  Baume  ausgedrückt  wird. 

Es  seien  «,,  «2«  ^37  ^49  ^5  ^^^  beliebig  gewählte  feste  Punkte 
A|,  A2, . . .  Ag  des  einen  Systems,  denen  die  Punkte,  ß^,  ß^t 
ß^j  ß^,  /Sg  oder  B| ,  B^ , . . .  Bg  des  anderen  entsprechen,  wäh- 
rend wir  mit  p,  0-  zwei  entsprechende  yariable  Punkte  P,  Q 
des  Baumes  bezeichnen. 

Bringt  man  ein  Ebenenbüschel  durch  die  Gerade  A|  A^  wel- 
ches die  Punkte  A3,  A^,  A^,  P  enthält  und  ein  entsprechendes 
durch  B,  Bj  und  die  Punkte  B3,  B^,  B^,,  Q,  so  müssen  dieDop- 
pelverhältnisse  gleich  sein.  Nun  ist  das  Doppelverhältnis  des 
ersten  Büschels  demjenigen  der  Vektoren 

F(«,  —  « J  («,  —  »3) ,    r(«,  —  Äj)  («,  —  « J , 
V{x^  —  Ä,)  («,  —  »5) ,    r(«i  -.  «,)  («,  —  p) 
gleich  und  dasselbe  beträgt  somit  nach  Art.  82 
^(^1  —  ^2)  (^1  —  «4)  (^1  —  ^5)  .  &X^i  —  «a)  (^1  —  ^4)  (^1  —  P)_ 

S{»i  —  «2)  («1  —  «3)  («I  —  «5)  '  ^(«1  —  «1)  («1  —  «3)  («1  —  P) 

___  S^^3  »n  —  03  .  SA3P  —  03 

0  A^  tf  ij  —  d^     S  X^  p  —  a^ 

wenn  der  Kürze  halber 

gesetzt  wird.  Bezeichnet  mau  die  Grössen,  welche  aus  diesen 
Ausdrücken  hervorgehen,  wenn  man  darin  »^^  ^a  •  •  •  durch 
/3p  /S^  •  •  •  ersetzt,  mit  /x,,  /x^,  63,  6^,  so  liefert  die  Gleich- 
heit jener  Doppelverhältnisse  die  Belation 

S?^iP'-aj,  .  5A3fltg  — a3  ^  Sf^j^a  —  b^  .  Sß^ ß^  —  63 
Sa^/>  —  a^  '  S  A4  A3  —  a^       SfA^a-  —  b^  '  SfA^ßj^  —  64  ^   ' 
In   gleicher  Weise   erhält  man,  indem  Ebenenbüschel  durch 
A2  A3,    Bj  B3   und   auch   noch  durch  A,  A|^  B3  B,  gelegt  wer- 
den, bei  Einführung  ähnlicher  Abkürzungen 
Sx^p  —  a^  .  ^^a^5  —  <h  __  SfA^(r  —  b^  .  SiA^ß^^  —  b^ 
S\p  —  a^  *  5A4  «jj  —  a^       SfA^tr  —  6^  '  Sfi^ß^  ""  *M  fB  37^ 
S)^,p  —  ai  .  gA^  (»a  -  ^i  ^  ^A^i  <r  —  6,  .  Sf^,  ß^  --  6,  ^   ^  *       ^ 
1SA4P  —  a^  '  Sa^«^  — a^       SfA^tr  —64  '  Sß^ß^  —  b^ 

1^(«2«3  +  «3*4  +  «4*2)  =  \  1     1^(»1«3  +  »3«4  +  »4*1  ==  ^ 
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Setzt  man  nun  weiter  allgemein 


=  5*1  oz —  Ci 


so  hat  man  die  ${,  i^{,  Ci,  c?i  als  gegebene  Grössen  zu  betrach- 
ten und  die  Gleichungen  (B.  86)  (6. 37)  gehen  über  in  die 
nachstehende 

Nun  seien  noch  drei  ganz  beliebige  Vektoren  ^^  ^^ «  ?3 
gewählt  und  die  drei  Produkte  dieser  Vektoren  mit  den  ent- 
sprechenden der  Gleichungen  (B.  38)  addirt.  Dann  entstehen 
in  den  Zählern  Ausdrücke  von  der  Form  der  dreigliedrigen 
Grundform  der  linearen  Vektorfunktion,  der  wir  im  Art.  158 
der  Theorie  begegneten.  Setzen  wir  nun 

wo  (p,  ^  lineare  Vektorfunktionen  bedeuten,  und  weiter 

so  wird  aus  (B.  38)  erhalten 

^LLZLZ J^lZl^ (B.39) 

und  diese  Gleichung  enthält  die  allgemeine  projektirische  Ver- 
wandtschaft  zweier   Baume.  Man  ersieht  leicht,  dass  im  allge- 
meinen aus  jeder  Gleichung  dieser  Form  drei  Skalargleichungen 
Ton  der  Gestalt  (B.  88)  folgen  müssen. 
37.  Wenn  eine  Relation  von  der  Form 

zwischen  den  beiden  Vektoren  p,  o-  gegeben  ist,  so  kann  leicht 
0"  in  p  ausgedrückt  werden.  Man  operire  nämlich  an  diese  Glei- 
chung mit  /S.if^'""^i3p  so  wird  erhalten 

woraus  Sßy(T  aufgelöst  werden  kann.  Die  Substitution  dieses 
Wertes  in   (R  40)   ergibt  den  Wert  von  if/c ,  woraus  wieder  o- 
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durch  Operation  mit  \p~'^  erhalten  wird.  Das  Resultat 

kann  in  die  Form 

'-si^^Tf^, ^'^^^ 

geschrieben  werden,  wenn 
gesetzt  wird.  Weil 

Sp«j  +  «J 

so  ist  augenscheinlich,  dass  der  Grad  einer  Skalarfunktion  Fv 
durch  projektivische  Transformation  nicht  geändert  werden  kann, 
somit  die  Ordnung  zweier  entsprechenden  Flächen  übereinstim- 
men muss. 

Es  ist  unmittelbar  klar,  dass  bei  Annahme  der  Relation 
(B.  40)  der  Ebene  S«i/>  +  a  =  0  die  andere  Sß^<r-\'b  =  0  ent- 
sprechen muss. 

Einem  unendlich  fernen  Punkt  in  der  Richtung  p  entspricht 
im  zweiten  Räume  nach  (B.  41)  der  Punkt 

S»iP 
Wenn   man   an   diese  Gleichung   mit  S.^p^'^^ct^   operirt,  so 

entsteht 

Sr(J,'-i«,  ==  1 
als   Ort  der   Punkte  des  zweiten  Systems,  welche  den  unend- 
lich fernen  Punkten  des  ersten  entsprechen.' 

38.  Wir  wollen  nun  weiter  die  Gerade  betrachten. 

Im  Artikel  94  der  Theorie  fanden  wir  schon,  dass 

yP  —  »^Q  oder  V{p  —  x)ß=:0  ....  (B.42) 

wenn  mit  ß^  multiplicirt  wird,  die  Gleichung  einer  Geraden 
ist,  welche  durch  den  Punkt  et  dem  Vektor  ß  parallel  gezogen 
wird,  und  dass 

F(p  ~  ä)  (/3  —  «)  =  0 (B.  43) 


57 

die  Oleichung  der  Geraden  ist,  welche  die  Punkte  «,  ß  ver- 
bindet. 

Die    erste   Gleichuog    ist    gleichbedeutend   mit   p  -^  »  =  xß 
oder  mit 

p  =  »'Taß, 
wenn  x  eine  yeranderliche  skalare  Grösse  bedeutet. 

Der   Winkel  zweier  Geraden   ist  somit  bekannt,  wenn  man 
deren  Gleichungen  in  die  Form 

V{p-»)ß  =  0,   V{p -^  cc,)ß,  =  0 

schreibt,    nämlich    jener    Winkel   ist   demjenigen  des  Qnater- 
nionen  ß  :  ß^  gleich.  Die  Geraden  sind  einander  parallel ,  wenn 
ßi^^ß  ^^^^  ^/3/3j=:0;  senkrecht  zu  einander,  wenn /S/3j3j  =  0. 
Wenn  eine  Ebene  und  eine  Gerade 

S(p-«)i3  =  0,   F(p-r)5  =  0 

gegeben  sind,  so  wird  gefragt  den  Schnittpunkt  zu  bestimmen. 
Tragt  man  den  Vektor  eines  Punktes  der  Geraden 

in  die  Gleichung  der  Ebene  ein,  so  entsteht 

aSßi  =  S{»  —  y)ß 

und  der  gesuchte  Punkt  ist  daher 

Die  Gerade  ist  somit  der  Ebene  parallel,  wenn 

53i8  =  0,  S(ä  — y)i3>0. 

Sind  jedoch  die  beiden  Bedingungen 

8iß  =  0,  S(«  —  y)ß  =  0 

zugleich   erftlllt,  so  wird  die  gegebene  Ebene  die  Gerade  ganz 
enthalten.  Aus  diesen  Relationen  ergibt  sich 

ß  =  xVi{»  —  y). 
Die  Ebene 

S{p  —  ») J  («  —  y)  =  0  oder  Spi{x  —  y)  =  Sixy 

wird  somit  bei  willkürlichem  Werte  von  »  die  Gerade 

V{p-y)i  =  0 
ganz  enthalten.   Setzt  man  x  =  y  -^  ßj  so  geht  die  Gleichung 
der  Ebene  über  in 

S{p  -  y)if^  =  0. 
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Im  allgemeinen  ist  der  Winkel  zwischen  der  Geraden  und 
der  Normale  zur  Ebene  gleich  Z  j3 : 3.  Die  Gerade  ist  somit 
senkrecht  zur  Ebene,  wenn 

Vßl  =  0. 
39.   Es   wird  die  Gleichung  der  Ebene  gesucht,  welche  den 
Punkt  T  und  die  Gerade 

V(p-c^)ß  =  0 
enthält.  Ist 

5(p  — t)3  =  0 (B.44) 

diese  Ebene,  so  muss  ihrer  Gleichung  genügt  werden  durch 

p  =  Ä  +  tt/3 
für  alle  Werte  von  u;  daher  muss 

somit 

wie  man  auch  erhalten  hätte  durch  die  Betrachtung,  dass  die 
Normale  i  zur  Ebene  senkrecht  sein  muss  zu  den  Wden 
Vektoren  ß  und  «■  —  ». 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  (B.  44)  wird  nun 
S{p  —  T)ß{7r  —  ec)  =  0  oder  Spß{w  —  «)  =  Sßvx 

in  Übereinstimmung  mit  dem  vorhergehenden  Artikel. 

Wir  suchen  nun  weiter  das  Lot  aus  dem  Punkte  t  auf  die 
Gerade 

V{p  —  a)ß  =  0 (B.  45) 

Dieses  Lot  muss  senkrecht  zu  ß  und  zur  Normale  i  der  den 
Punkt  und  die  Gerade  enthaltenden  Ebene  sein.  Man  kann 
somit  für  dessen  Fusspunkt  setzen 

p  =  7r  +  aV.ßVß{7r  —  a) 
=  r  +  x[ß\T  —  ä)  —  ßSß{T  —  «)]. 

Die  Substitution  in  (B.  45)  ergibt 

sodass  der  Fusspunkt  übergeht  in 

p  =  a  +  ß-^SiT  —  x) 
und  das  Lot  selbst  ist 

;c  =  p  — ^  =  /3-iF'(«-  — «)/3 (B.46) 

Seine  Länge  wird  durch  die  Formel 
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TV{T—a)Uß 
dargestellt,  welche  wieder  leicht  behalten  werden  kann. 

Wir  hätten  zur  Erreichung  desselben  Zweckes  auch  far  den 
Fusspunkt  einfach 

p  =  «•-[- ö* 
setzen  können,  wo  o-  den  Bedingungen 

r(T+^  — «)i3  =  0,  S(rß  =  Q 
unterworfen  ist.  Aus  der  ersten  Gleichung  ergibt  sich 
0-  =  «  —  9r  +  ÄjS ,  sodann  Sß{x  —  ^)  +  xß^  =  0 
daher  weiter 

ff  =  »  —  T  —  ß~^Sß{»  —  «■) ,    U.S.W. 

Die  Gleichung  der  Geraden ,  welche  aus  dem  Punkte  ir 
senkrecht  zur  Geraden  (B.  45)  gezogen  wird ,  kann  nun  un- 
mittelbar hingeschrieben  werden.  Es  ist  dieselbe  nämlich 

r(p  — ^)A  =  0 
oder  nach  (B.  46) 

r.{p  —  9r)/3-^  V{7r  —  a)ß  =  0. 
40.   Wir  können   nun   auch   die  Gleichung  einer  Ebene  be- 
stimmen, welche  verschiedenen  Bedingungen  genügt. 
Soll  zum  Beispiel  die  Ebene  die  Gerade 

r(p-«)/3  =  0 
enthalten,  und  senkrecht  stehen  zur  Ebene 

S(p-y)3  =  o, 

80  mnss   das   Lot   senkrecht   zu  ß   und  i  sein  und  die  Ebene 
muss  den  Punkt  »  enthalten;  somit  ist 

S{p  —  a)ßi  =  Q, 
die  gesuchte  Gleichung. 

Soll  die  Ebene  die  erste  der  Geraden 

FCp  — «)j3  =  0,  F(p  — Ä,)/3i=0  ....  (B.47) 
enthalten  und  der  zweiten  parallel  sein,  so  muss  das  Lot 
senkrecht  za  ß,  ß^  sein ;  ^omit  ist  die  gesuchte  Gleichung 

S{p  -  i)ßß,  =  0. 
Wenn    die    nämlichen    Geraden   (B.  46)    gegeben    sind,   so 
wird  die  Bedingung  gesucht,   welche  erfüllt  sein  muss,  damit 
dieselben  sich  durchschneiden. 
Es  soll  sodann  der  Wert 

p  =  ct^xß (B.48) 
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auch  der  zweiten  Gleichung  genügen;  demnach  muss  die 
Gleichung 

r(«-«,)/3,-f-arF/3/3,  =0 
bestehen.    Wenn    man    nun    an   dieselbe  mit  8.ß  operirt,  so 
wird  die  Bedingung  erhalten 

-SC«  —  «,)  ^^,  =  0 (B.50) 

Ist  dieselbe  erfüllt,  so  ist  es  leicht,  die  Gleichung  der  Ebene 
zu  bestimmen,  welche  die  beiden  Geraden  enthält.  Die  Nor- 
male zu  jener  Ebene  soll  nämlich  senkrecht  zu  den  Vektoren 
ß,  /3,  sein ,  und  weü  die  Ebene  den  Punkt  x  enthält,  so  ist 
die  gesuchte  Gleichung 

S(fi  —  »)  /3/3,  =  0. 
Der  Schnittpunkt  der  Geraden  kann  auch   leicht  bestimmt 
werden.  Für  denselben  gelten  nämlich  die  Gleichungen  (B.  48) 
(B.  49).  Aus  der  letzteren  folgt 

Vßß,         ' 
somit  nach  (B.  47) 

41.  unter  der  Bedingung  (B.  50)  ist  weiter 

r(p  — «)/3  +  ^  V{p  —  a^)ß,=0 (B.51) 

die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch  den  Schnittpunkt 
der  gegebenen  Geraden  hindurchgeht  und  in  der  Ebene  jener 
Geraden  enthalten  ist.  Denn  die  Operation  an  (B.  50)  mit  Sß^ 
ergibt 

S{P  -  «)  ßß,  =  0, 
d.h.  der  Punkt  p  genügt  der  Gleichung  der  durch  die  Geraden 
gelegten  Ebene.  Die  Grösse 

^___    nP-^)ß  _        Tß    TV{p^a)üß 
np-^r)ßi  Tß,  TV{p^cL)Uß, 

ist  wieder  nach  Art.  39  dem  Produkte  gleich  aus  der  Constan- 
ten —  jT/S  :  Tß^  mit  dem  Verhältnis  der  Längen  der  Perpen- 
dikel aus  einem  Punkte  der  Geraden  (B.  51)  auf  die  gegebenen 
Geraden  gefällt. 

Wenn   die  Geraden   (B.  47)   sich   nicht  schneiden,  so  folgt 
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aas  (6.  51)  durch  Operation  mit  S.ß  und  auch  mit  iS./?, 

S{p  -  *)ßß,  =  0 ,  SO»  -  »,  )^/3,  =  0. 
Diese    Gleichungen    sind    aber    nach   dem   im   Anfange   des 
Artikels   40    Erörterten   diejenigen   der  Ebenen   durch  je  eine 
Oerade   parallel    zur    andern   gelegt.    Es   folgt   hieraus    somit 
7p  =  00  und  die  Gleichung  (B.  51)  wird  nun 

V.p(ß  +  xß,)  =  Q, 

d.  h.  sie  stellt  die  unendlich  fernen  Punkte  in  einer  den  beiden 
gegebenen  Geraden  parallelen  Ebene  dar. 

42.  Eine  letzte  Aufgabe  die  beiden  Geraden  betreffend  ist, 
wenn  die  Bedingung  (B.  49)  nicht  erfüllt  ist ,  die  kürzeste 
Entfernung  der  Geraden  zu  bestimmen. 

Dieses  für  spätere  Anwendungen  wichtige  Problem  wollen 
wir  auf  zwei  ganz  verschiedene  Weisen  lösen.  Es  seien  erstens 

ff  =  Ä  4"  ^/3 ,  ^1  +  ^ß\ 
die   Fusspunkte   der  kürzesten  Entfernung  auf  den  beiden  Ge- 
raden, so  ist 

S((r  —  <r^)ß  =  iS((r  —  ff,)  jSj  =  0 
oder 

S(a,  —  «,)/3  -f  U/S»  —  vSßß^  =  0, 
S{x  —  a,)ß,  +  uSßß,  —vß,^  =  0, 
woraus  u,  v  bestimmt  werden  können.  Man  findet  zunächst 
_       S{x-a,)ß,Vßß, S{x  -~  a,)ß  Vßß, 

"*"  v'ßß,        '  ""■"  V^ßß, 

sodass  die  Fusspunkte  werden 

....  (B.  52) 


^  ^cc  -ß  S.{*-a,)ß,{Vßß,)-^ 


,,  =  ,,_  /3,  S.{x  -*^)ßi  Vßß,)-^ 

Das  Lot  selbst  ist  v  —  s-, ;   den  Ausdruck  dafOr  zu  rerein- 
fiushen  schreiben  wir  nach  (c.  45) 

(« - «,)S.j3/3,  Vßß,  =05.(*-*,)/3,  Vßß,-ß,S.(»-»,)ßVßß,  + 

^Vßß,S(*-x,)ßß, 

aomit 

cc-x,=ßS.(»-x,)ß,{Yßß,)-^-ß,S.ix--»,)ß{Vßß,)-'^  + 

+  {Vßß,)--^S{»-»,)ßß, 
•      and  jetzt  wird 

A  =  ff  —  ff,  =  ( Vßß^)-^S.{»  —  «,)/3^, ....  (B.  53) 
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Es  erhellt  hieraus,  dass   ^  parallel  ist  zam  Vektor   Vßß^^ 
wie  evident  ist. 

Der  zweite   Weg^   die  kürzeste  Entfernang   zu  bestimmen, 

besteht  darin ,  dass  man  berechnet,  unter  welchen  Bedingungen 

TXa—^i)  einen  Minimum  wert  erreicht.  Nach  («.  22)  muss  sodann 

e?(<r  — (rJ>  =  2S((r  — (r,)((ir  — d<ri)  =  0  .  .  .  (B.  54) 

Weil  aber 

r(y  — «)/3=:0,   F((r,  —  «j)/3,  =  0  .  .  .  •  (B.55) 
so  ist 

Vßda  =  0 ,  mithin  d9'  =  xß  und  da^  =  y/3j . 
Hierin  können  x ,  y  beliebig  gewählt  werden ;  bei  Einfubrang 
dieser  Werte  in  (B.  54)  ergibt  sich  somit 

S(<r  —  tr,)ß  =  0,  S(^-aj)i3j  =  0 
oder 

<r  —  i3r^==uVßßi 
und  durch  Operation  mit  S.Vßß^  zur  Bestimmung  des  Wertes 
von  u 

^  _  ,,  =  ( Fi3/3,)-i  %  -  <r,)/3^,. 
Wenn   man  nun   noch  an  die  Gleichungen  (B.  53)  mit  S^^ 
und  S.ß  operirt,  so  entsteht 

S(<r  -  »)ßß^  =  0,  S((7,  —  «,)/3ß,  =  0 
daher  durch  Subtraktion 

5(<r  -  <r,)/3^,  =  %  -  »,)ßß, 
und  schliesslich 

,r-(r,  =  (F/3^,)-i5(«-«,)^/3,. 
43.  Drei  Geraden 

F(p-«)/3  =  0,  V{p-x,)ß,=0,  F(p  -  Ä,)/3,  =  0 .  (B.  56) 
gehen  durch  einen  einzigen  Punkt,  wenn  drei  Skalare  ir,  y,  ^ 
gefunden  werden  können,  derart  dass  die  Summe 

xV(p  -  x)ß  +  yV(f  -  x,)ß,+zV{p  -  «,)/?, 
identisch  verschwindet.  Dies  erfordert  aber 

^ß  +  yßi'hzß^  =  o, 

somit  müssen  die  Vektoren  ß,  /3j ,  ß^  und  sodann  auch  die 
Geraden  complanar  sein.  Das  genannte  Kriterium  kann  daher 
nur  bei  complanaren  Geraden  Anwendung  finden. 

Findet  die  Voraussetzung  der  Complanaritat  nicht  statt,  bo 
wird  die  Bedingung,  dass  die  drei  Geraden  in  einem  Ponkte 


68 

zusammenstossen ,  durch  die  gleichseitige  Erf&llang  der  Glei- 
chungen Ton  der  Form  (B.  50) 

S(ä-«,)/3/3,=0,  5(ä,-«,)/3,/3,  =  0,  S(»,-«)i3,i3  =  0  (B.  57) 
ausgesprochen.  Trifft  dies  zu,  so  kann  der  Schnittpunkt  der 
Geraden  leicht  symmetrisch  in  die  Grössen  «,  «^  «,,  j3,  ß^^  ß^ 
angedrückt  werden.  Aus  (B.  56)  ergibt  sich  nämlich  bei  Mul- 
tiplikation jener  Gleichungen  durch  FjSj/S^,  Vß^ß^  Vßßy  bzhw., 
Addition  der  Resultate  und  nachherige  Operation  mit   F. 

mSß.ß^P  +  ßySß^ßp  +  ß,Sßß,p)  = 

==  V{  Vxß  Vß,ß,  +  Va,ß,  Vß,ß  +  Va,ß,  Vßß,) 
somit  nach  (c.  45)  (c.  44) 

2pSßß,ß,=ßS{a,-{-»,)ß,ß,  +  ß,S{a,  +  x)ß,ß  +  ß,S{a  +  »,)ßß, 

und  nach  (B.  57) 

pSßß,ß^  =  ßSa,ß,ß^  +  ß,S»^ß^ß  +  ßß»ßß,  .  .  (B.58) 

Diese  Losung  bleibt  natürlich  nur  gültig,  so  lange  die  Ge- 
raden nicht  complanar  sind. 

44.  Wir  wollen  nun  einige  Sätze  aus  der  Stereometrie  mit 
Hülfe  der  vorangegangenen  Erörterungen  beweisen 

1^.  Wenn  zwei  Geraden  und  eine  Ebene  gegeben  sind,  so 
sei  der  geometrische  Ort  zu  finden  des  Punktes,  welcher  eine 
zwischen  jenen  Geraden  der  gegebenen  Ebene  parallel  gezogene 
Strecke  in  einem  bestimmten  Verhältnis  teilt. 

Es  seien 

V(p  — «)j3  =  0,   V{p  —  x,)ß,^0.  .  .  .  .  (B.59) 

die  gegebenen  Geraden  und 

S(p  — y)S  =  0 (B.60) 

die  gegebene  Ebene.  Wenn  nun  die  Strecke  zwischen  den 
Punkten  der  Geraden 

(T  =  «  -f  a?/3 ,  (T,  =  «,  +  y^j 

jener  Ebene  parallel  sein  soll,  so  muss 

S((r-(r,)5  =  0 
somit 

S(«  — «, +Ä/3— y/3i)X  =  0 (B.61) 

Nun  ist  aber  weiter 

p= ' 

m-|-  n 
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der  Vektor   eines   Punktes,   welcher   die  Strecke  zwischen  den 
Punkten  0-,  0-,  in  dem  Verhältnis  m:n  teilt;  somit  ist 

p  = -7- 9 

m  +  n 

und  wenn  nun  zwischen  dieser  Gleichung  und  (B.  61)  a  elimi- 
nirt  wird,  so  entsteht 

{ma  +  nx.  )Sßi  +  fn/3S(«,  —  «)S  ,      mßSß^  J  +  nß^  Sß^ 

p  =^ i hy i • 

m-f-  n  m-f-n 

Der  gesuchte  Ort  ist  daher  eine  Gerade. 
2^.    In    einer   körperlichen    Ecke    haben    die    nachfolgenden 
Systeme  von  Ebenen  eine  gemeinsame  Durchschnittsgerade: 
a,  die  Ebenen,  welche  durch  die  Kanten  gehen  und  die  ge- 
genüberliegenden Seiten  halbiren; 
6.  die  Ebenen,  welche  die  Flächenwinkel  halbiren i 

c.  die   Ebenen,   welche   durch  die  Kanten  senkrecht  zu  den 
gegenüberliegenden  Seiten  gelegt  werden ; 

d.  die  Ebenen,  welche  durch  die  Halbirungslinien  der  Seiten 
senkrecht  zu  denselben  gebracht  werden. 

Wir  wollen  im  Folgenden  nur  die  Gleichungen  der  genannten 
Ebenen  aufstellen.  Jeder  Teil  des  Satzes  ist  sodann  bewiesen, 
wenn  nur  noch  gezeigt  wird,  dass  die  Addition  von  je  drei 
analog  gebildeten  Gleichungen  eine  Identität  ergibt. 

Es  seien  nun  »j  ßj  y  Einheitsvektoren  in  den  Richtungen 
der  Kanten  der  Ecke.  Eine  Ebene  durch  die  Vektoren  «  und 
ß-\-y  gelegt  hat  die  Gleichung 

Sp«(/3  +  y)  =  0, 

und  die  analogen  Gleichungen  werden  leicht  hingeschreiben. 

Die  Ebene,  welche  den  an  der  Kante  »  liegenden  Flächen- 
winkel halbirt,  ist 

Sp(UVxß+UVay)  =  0. 

Bei  der  Addition  zu  den  analog  gebildeten  Gleichangen 
beachte  man,  dass 

üVccß  =  —  ÜVßa. 

Die  Ebene  durch  die  Kante  a  senkrecht  zur  Ebene  der  beiden 
anderen  Kanten  gelegt,  hat  die  Gleichung 

S.p»  Vßy  =  0  oder  S.p{yS»ß  —  ßScty)  =  0. 
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Schliesslich  ist  noch 

Sp{ß  +  7)Vßr  =  0  oder  Sp{ß  —  y)  =  0, 
weil 

V.{ß  +  y)  Vßy  =  {y^ß)  {ßßy  —  1)  nach  (c.  40), 

die  Gleichung  einer  der  sub  d  genannten  Ebenen. 

8°.  Wenn  eine  willkürliche  Anzahl  von  Punkten  «, ,  ä^  , 
dSj . . .  «»  gegeben  ist ,  so  wird  die  Ebene  gefragt ,  welche  den 
Ursprung  der  Vektoren  enthält  und  fSr  welche  die  Summe  der 
Quadrate  der  Perpendikel ,  aus  den  gegebenen  Punkten  auf  die- 
selbe gefällt,  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird. 

Es  sei,  wenn  t  ein  Einheitsvektor  ist, 

die  gesuchte  Ebene,  so  ist  die  Länge  des  Perpendikels,  aus  dem 
Punkte  «j  auf  dieselbe  gefällt,  nach  (B.  38)  aSo^jt;  somit  muss 

ein  Maximum  oder  Minimum  sein,  d.  h. 

Scc^TS»^dx  -[-.•••  +  S»j7r  Sct^dw  =  0. 
Setzt  man 

so  ist  $  eine  selbstconjugirte  lineare  Vektorfunktion ,  und  es  wird 

S.^xdir  =  0. 

Es  ist  aber  unsrer  Voraussetzung  gemäss  9r^=r — 1,  somit 

STdir  =  0 

und    weil   dir  keinen  anderen  Bedingungen  genügt,  so  können 
die  beiden  Gleichungen  nur  zusammen  bestehen ,  wenn 

(Pir  =  XT  oder   V7r(pT  =  0. 

Dieser  Gleichung  sind  wir  jedoch  schon  in  den  Artikeln 
155 — 157  der  Theorie  begegnet.  Dort  ergab  sich,  dass  stets 
drei  zu  einander  senkrechte  Richtungen  derselben  genügen. 
Das  vorgelegte  Problem  gestattet  somit  auch  drei  Lösungen 
mittelst  unter  sich  rechtwinkliger  Ebenen. 

4^«  Wenn  von  einem  Punkte  drei  unter  sich  rechtwinklige 
Vektoren  nach  einer  Ebene  gezogen  werden ,  so  ist  die  Summe 
der   reciproken  Werte  der  Quadrate  ihrer  Längen  constant. 

'Es   sei  nämlich  jener  Punkt  der  Vektorenursprung  und 

S{fi  —  »)ß=zQ 

6 
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die  Ebene.  Die  Länge  des  Vektors  in  der  Richtung  p„  wo  ^, 
ein  Einheitsvektor  ist,  nach  der  Ebene  gezogen,  betragt 

,S»ß 

"^  Sp,ß 
und  es  ist  daher  zu  beweisen 

(Sp.ß)'  +  (Sp,ßy  +  S{p,ßy  =  constant,        . 
wenn   pj,  p^^  p^  ein  System  unter  sich  rechtwinkliger  Einheits- 
vektoren  darstellt.  Nach  (c.  56)  ist  jedoch  die  erste  Seite  dieser 
Gleichung  =  iVjS ;  somit  ist  der  Satz  bewiesen. 

5^.  Es  wird  die  Bedingung  gesucht,  welcher  genügt  werden 
muss,  damit  die  vier  Höhenlinien  eines  Tetraeders  in  einem 
Punkt  zusammentreffen.  Die  eine  Ecke  sei  der  Yektorenursprung , 
die  Vektoren  der  andern  seien  »y  ß^  y,  "Es  muss  sodann  den 
vier  Gleichungen  jener  Höhenlinien 

V.{p-ct)rßo^  =  0,    V.{p-ß)Vya  =  Q, 
V.{p  —  o^)Vciß  =  Q,   V.pV{ßr  +  7»  +  ctß)  =  0 
ein  einziger  Wert  von  p  genügen.  Setzt  man  den  Wert  von  p 
aus  der  vierten  Gleichung 

p  =  Är(^y  +  p^«  +  «i3), 
in  die  drei  andern,  so  ergeben  sich  nur  zwei  Bedingungen 

Sßy  =  Syx  =  S»ß, 
welche  sich  in  mehrfacher  Weise  deuten  lassen.  Zuerst  nämlich 
ist 

S{ß  —  «)y  =  0 ,  U.S.W, 
d.  h.   die   Kanten   OA,  OB,  OG   müssen  zu  den  gegenüberlie- 
genden senkrecht  sein ;  je  zwei  E^anten  haben  somit  diese  Eigen- 
schaft. 
Weil  aber 

{ß^xy  =  ß^  +  <t^  —  2Saß 
daher 

2Sccß  =  OA*  +  OB»  —  Aß^ 
so  ergibt  sich  aus  den  Bedingungsgleichungen ,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  von  je  zwei  Paaren  Gegenkanten  dieselbe  ist. 

45.  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  wollen  wir  der  Kugel 
noch  einige  Artikel  widmen. 

Im  Art.  96  der  Theorie  sahen  wir  schon ,  dass  die  einfachste 
Gestalt  der  Gleichung  dieser  Fläche  ist 
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T{p  —  ä)  =  r  somit  (^  —  «)»  =  —  r* .  .  .  .  (B.  62) 
DiSerentiirt  man,  so  ergibt  sich 

S{p  —  a)dp  =  0 (B.  68) 

Nun  ist  jedoch  dp  ein  Vektor  in  der  Richtung  einer  Tan- 
gente an  die  Fläche.  Die  Gleichung  (B.  62)  enthält  daher  den 
Satz,  dass  eine  Tangente  senkrecht  ist  zum  Radius  nach  dem 
Berührungspunkte.  Wenn  o»  ein  willkürlicher  Punkt  jener  Tan- 
gente ist,  so  ist 

a  —  p  =  xdpj 
somit  auch 

S(p_«)(«_p)  =  0 (B.64) 

Addirt  man  diese  Gleichung  zu  (B.  62) ,  so  ist 

S(«  — i»)(p  — «)  =  -r* (B.65) 

Diese  Gleichungen  sagen  aus,  dass  der  Punkt  «  in  einer 
durch  den  Punkt  p  gehenden  Ebene  enthalten  ist.  Demnach  ist 
(B.  64)  oder  (B.  65)  die  Gleichung  der  Tangentenebene  im 
Punkte  p  der  Fläche. 

Der  Durchschnitt  der  beiden  Kugeln 

ist  auch  in  der  Ebene 

2Sp{»  —  «,)  =  «*  —  «1*  +  r*  —  r,* 

enthalten,  deren  Gleichung  sich  durch  Subtraktion  ergibt. 

Diese    Ebene    ist  senkrecht   zu    »  —  »^    d.  h.   zur   Geraden , 

welche  die  Mittelpunkte  der  Kugeln  verbindet. 

Die  Kugeln  berühren  sich,  wenn 

r(Ä— «,)  =  r±r,. 

Wenn  durch  einen  Punkt  P  (0-)  eine  Gerade  ^-\'  xt  gezogen 

wird,  so  können  die  Schnittpunkte  derselben  mit  der  Kugel 

(p_«)»=-r^ 

leicht  bestimmt  werden.  Setzt  man  nämlich  in  diese  Gleichung 

so   entsteht 

((T  —  »y  4-  r*  •}-2aSr{<r  —  «)  +  a^r^  =  0. 
Man  findet  für  a  zwei  Werte  a^  und  x^  derart,  dass 

:r,  +  Äj  =  —  2Sr~i((r  —  «),    x,x^  =  r"^  [{a  —  «)»  +  r^. 
I>as  Produkt  der  zwischen  dem  Punkte  0-  und  den  Schnitt- 
ponkiten  enthaltenen  Segmente  ist 
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j!,j,,T»  =  ((7  —  «)» -f  r* (B.66) 

Die  Summe  ist 

(jr,  +  «,)  T  =  —  2T-iST(<r  —  ») (B.  67) 

und  die  Summe  der  Beciproken  jener  Segmente 

±+±=    -^^'r.Tl, (B.68) 

a^T   '    ÄjT       T  [(ö-  —  »y  +  r^j 

Aus  (B.  66)  folgt  der  bekanote  Satz  yon  der  Unabhängigkeit 
des  Produktes  der  Segmente  von  der  Richtung  der  Sekante. 

Nimmt  man  auf  dieser  Geraden  einen  Punkt  Q,  sodass  PQ 
der  halben  Summe  der  Segmente  gleich  ist,  so  ist  für  Q 

p  —  (r  =  —  T-^ST{a  —  ») (B.69) 

und  bei  veränderlicher  Richtung  Ton  r  kann  nun  der  geome- 
trische Ort  des  Punktes  Q  bestimmt  werden.  Statt  (B.  69)  kann 
geschrieben  werden 

p  —  a  =  ürS.{<T  —  «)  C^T , 

und  weil   U{p  —  ^)  =  ±  CTr ,  so  folgt  hieraus 
r(p-(r)  =  &((r-Ä)I7(p-(r)  oder  (^-(r)»  +  S(ff'-Ä)  (p— (r)  =  0 

und  schliesslich 


(.-^•J- 4  (.-.)■. 


Der  Ort  des  Punktes  Q  ist  somit  eine  Kugel,  welche  die 
Gerade,  die  den  Punkt  P  mit  dem  Mittelpunkte  derg^ebenen 
Kugel  verbindet,  zum  Durchmesser  hat. 

Ist  der  Punkt  Q  so  gewählt  ^  dass  PQ  der  Summe  der  Be- 
ciproken der  Segmente  gleich  ist,  so  ist 

, , ,  ^  ■  2^^  ^  ^-(-  -;) , = 2  tr.  f •<-  -  f)  ^- 

(ö-  —  »y  4"  ^  ('  —  «)*+*• 

und  hieraus 

L'^  '^{<r  —  tty  +  r^J  -((T  — «)»  +  r*' 

Der  Punkt  Q  beschreibt  somit  wieder  eine  Kugel ,  welche  P 
enthält. 

Wir  wollen  nun  den  Ort  bestimmen  des  Punktes  a,  dessen 
Potenzen  bezüglich  zweier  Kugeln 

(^p^ccy=-r\  {p-a,y  =  ^r,^ (B.  70) 
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iaa  g^ebene  Yerhältnis  m  :  n  zu  einander  haben.  Nach  (B.  66) 
ist  dieser  Ponkt  der  Bedingung  unterworfen 

[(,  _  *)»  +  r*] :  [(ff  _  «,)» +  r,>]  =  «I :  n  .  .  (B.  71) 
oder 

\  n  —  m     / 

(n  —  my 
Der   Ort  ist  somit   eine.  Eugel,   deren   Mittelpunkt  M^  auf 
der  Verbindungsgeraden  der  Mittelpunkte  M,  M,  der  gegebenen 
Kugeln  liegt,  sodass 

Mq  M  :  Mq  Mj  =  fn  :  n. 
Man    ersieht  unmittelbar,   daas   die   Vektoren  aller  Punkte , 
welche    den    beiden    Kreisen   angehören,   auch   der   Gleichung 
(B.  71)  des  Ortes  genügen. 

Der  geometrische  Ort  enthält  daher  stets  den  Schnittkreis 
der  gegebenen  Kugeln  und  kann  nun  leicht  construirt  werden. 
46.  Noch  wollen  wir  einige  geometrischen  Orter  bestimmen. 
1^.  Den  Ort  des  Punktes  p,  dessen  Entfernungen  zu  zwei 
gegebenen  Punkten  «,  ß  constantes  Längenverhältnis  haben. 
Die  Gleichung  des  Ortes  ist 

(p  —  »y  :  (p  —  y)*  ^=fn}:n^ 
oder 

/        n^cc  —  fn»/3 Y  _  mV  ja  —  ßY 

somit   eine   Kugel,   deren   Mittelpunkt  M  auf  AB  liegt  derart, 
dass 

Mo  A  :  MoB  =  m^ :  n\ 
Für   die  Schnittpunkte  derselben  mit  der  Geraden  AB  findet 
man 

fiÄ  d:  ^ß 

P  =  — x — 

Dieselben  sind  daher  conjngirt  harmonisch  zu  A,  B. 

2^.  Den  Ort  des  Punktes  P,  welcher  die  Eigenschaft  hat 

fn.AP^  +  n.BP>  =  C. 
Die  Gleichung  des  Ortes  ist 

fn{p-xy-\-n{p-ßy  =  C 
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oder 


/        ma  +  nßV  _C{ 


m  +  w)  —  mn{»  —  /3)* 


(m  +  ny 

Derselbe  ist  daher  eine  Kagel,  deren  Mittelpunkt  die  Gerade 
AB  im  Verhältnis  m :  n  teilt.  Ein  analoges  Resultat  wäre  er- 
halten ,  wenn  man  mehrere  Punkte  A ,  B ,  C  • . . .  gewählt 
hätte. 

30.  Wenn  eine  Ebene  von  einer  g^ebenen  körperlichen  Ecke 
eine  Vierseite  von  constantem  Volum  abschneidet,  so  wird  der 
Ort  des  FusspuDktes  des  Perpendikels,  aus  dem  Scheitel  auf 
die  veränderliche  Ebene  gefallt,  gefragt.  Es  seien  «,  j3,  ^  die 
Vektoren  in  den  Richtungen  der  Kanten  der  körperlichen  Ecke, 
welche  die  veränderliche  Ebene  auf  dieselben  bestimmt,  so  ist 

S«/3y  =  constant  =  C (B.  78) 

und  der  Fusspunkt  des  Lotes  aus  dem  Scheitel  auf  jene  Ebene 
gefönt,  ist 

S»ßy  C 

^  "  V{ßy  +  y«  +  aß)  "  V{ßy  +  y«  +  «/3)" 

Daher 

r(/Jy  4- y«  4- «j3)  =  Cp-i (B.74) 

Durch  Operation  mit  S.ä,  ä/3,  S.y  wird  erhalten 

Setzen  wir  noch 
so  ergibt  (B.  74) 

=  F(/JoyoSp-^«o  +  yo«oSp"'i3o  +  «oi3oSp-iyo) 

und  schliesslich  durch  Operation  mit  8,»^ ,  oder  SSq  j  oder  S^y^ 

CSp-^a^.Sp-^ß^.Sp-'y^  =  Sxß^y^, 
eine    Fläche   sechsten   Grades,   wie   man   durch   Multiplikation 
mit  p*  ersieht. 
4^.  Die  Gleichung 

(«-^)»=[(«-<r)  +  (<r-0)]» 

=  («  —  (t)*  +  ((t  —  ßy  —  2S{ff  —  «)(<r  -  ß) 
wollen  wir  anwenden  auf  den  Fall,  wo  »,  ^  die  Mittelponkte 
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zweier  Kugeln,  0*  ein  Punkt  ihres  Durchschnittes  ist.  Es  ist 
sodann 

zu  setzen,  wo  r,  r^  die  Radien  der  Kugeln  sind.  Somit  wird 

(ä  —  ßy  -f  r*  +  r,*  =  2  rr^  cos  A 
sein,  wenn  A  der  Winkel  ist,  unter  welchem  die  Kugeln  sich 
schneiden. 
Wenn  nun 

(p_«)« r»,  (p- «,)»=- V 

zwei  gegebene  Kugeln  sind ,  so  wird  der  Ort  des  Mittelpunktes 
einer  Kugel  gefragt,  welche  die  beiden  vorigen  unter  gegebenen 
Winkeln  A,  A,  schneidet.  Es  sei  0-  der  Mittelpunkt,  B  der 
Radius  einer  solchen  Kugel.  Man  erhält  sodann 

{ff-xy  +r>  +R*  =  2r  RcosA  \ 

{a-x,)^  +  r,^  +  B.^=2r,B.co8A,\ ^       ^ 

woraus  nun  R  eliminirt  werden  muss.  Dies  ergibt  eine  Skalar- 
gleichung  zweiten  Grades  in  tr;  somit  ist  der  gesuchte  Ort  eine 
Fläche  zweiten  Grades ,  welche  wir  nicht  näher  betrachten  wollen. 
Es  lässt  sich  jedoch  zeigen,  dass  alle  Kugeln,  welche  die 
gegebenen  unter  gegebenen  Winkeln  schneiden,  eine  dritte 
Kugel  ebenfalls  unter  eioem  gegebenen  Winkel  schneiden.  Denn 
wenn  man  die  Gleichungen  (B.  75)  mit  m,  n  bezhw.  multipli- 
cirt  und  die  erhaltenen  Produkte  addirt,  so  kann  die  Summe 
in  die  Form  geschrieben  werden 

((T  — «J*  +  rjj*  +  R^=^2rjRco«Aj, 
worein  gesetzt  ist 

(B.  76) 


^1=  ^\     %  V= 


m+n  m-^n  {m'\'ny 


.  fnrco«A  +  nr,  CO«  A| 

r^  cos  Aj  = j i —• 

m-f-  n 

Hieraus  schliesst  man  nun  aber  unmittelbar ,  dass  jede  Kugel, 
welche  die  beiden  gegebenen  unter  Winkeln  A,  A^  schneiden, 
die  dritte  feste  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  a^  ^^^  ^^^  ^^* 
dias  r^  unter  dem  Winkel  A^  schneiden  wird,  wenn  die  Glei- 
chungen (B.  76)  erfüllt  werden  können ,  und  dies  ist  stets  der 
Fall.  Wählt  man  nämlich  m:n  willkürlich,  so  können  a^y  r^ 
unmittelbar  bestimmt  werden,  sodann  aber  auch  A2* 
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Der    Mittelpunkt    ist   stets  in   der  Verbindungsgeraden  der 
gegebenen  Mittelpunkte  enthalten. 
Der  Winkel  Aj  ist  ein  rechter,  wenn 

mrcosA  +  wr,  cosA.^  =  0, 
somit 

m  :  n  =  —  r,  co«  A,  :  r  co«  A , 
was   stets   möglich  ist.  An    verschwindet   oder  ist  zwei  rechten 
Winkeln  gleich,  d.  h.  sämmtliche  Kugeln  berühren  eine  dritte 
Engel,  wenn 

i  ^2  (^  4"  **)  =  wrco«  A  -f-  wr,  co«  A, 
oder 
[w(ä*  +  r^)  +  n(«,^  +  ri^)]  (w  +  n)  —  (m«  +  n«,)*  = 

=  (m  r  CO«  A  +  «1  »•  co«  A,)*, 
woraus  zwei  Werte  für  m  :  n  sich  ergeben. 

47.  Auch  seien  einige  Aufgaben  anderer  Art  gelöst,  welche 
einiges  Interesse  beanspruchen  können. 

P.  Es  wird  gefragt  eine  körperliche  Ecke  durch  eine  Ebene 
so  zu  schneiden,  dass  die  Schnittpunkte  mit  den  Kanten  an 
rechtwinkliges  Dreieck  bestimmen. 

Wenn  »,  ßi  7  Einheitsvektoren  in  den  Richtungen  der 
Kanten  sind,  und 

die  Ebene  darstellt,  so  sind 

Sei  Ssi  Sei 

die   Schnittpunkte  mit  den  Kanten.   Nun  musa  eine  Gleichung 
stattfinden  von  der  Form 

damit  der  Winkel  an  der  Kante  ß  recht  sei.  Somit 

S{*sßi  —  ßs*i){7'Sßi  —  ßSyi)  =  0 

S.  V(i  Vaß)  r(S  Vßy)  =  0 
and  schliesslich 

SißySiccß  —  5»S.  Vaß  Vßy  =  0. 
Weil    dieser    Gleichung    allgemein    durch   xi  genügt  wird, 
wenn  i  derselben  genügt ,  so  wird  dadurch  ein  Kegel  dargestellt 
und  zwar  ein  solcher  zweiten  ti^rades.  Die  Ebene 
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Sißy  =  const.  =  C (B.  77) 

schneidet  die  Fläche  in  ihrem  Darchschnitt  mit  der  Kugel 

i^S.  Vaß  Vßr  —  GSi»ß  =  0, 
deren  Mittelpunkt  liegt  in  der  Mitte  des  von  der  Schnittebene 
(B.  77)  auf  den  Vektor   V»ß  bestimmten  Segmentes  und  welche 
den  Scheitel  der  körperlichen  Ecke  enthält. 

Die  Ebenen  senkrecht  zu  den  Vektoren  Vßy^  Vxß  schneiden 
den  Kegel  somit  in  Kreisen.  Die  Vektoren 

i=Vßr,  i=V(xß 
genügen  der  Gleichung  und  sind  daher  Kanten  des  Kegels. 

Den  Kegel  zu  construiren  bringen  wir  demnach  durch  den 
Punkt  P  der  Kante  «  der  körperlichen  Ecke  OABG  eine  Ebene 
U  parallel  zur  Ebene  OBC  und  bestimmen  den  Schnittpunkt 
C  derselben  mit  dem  Perpendikel  zu  OAB.  Auf  OC  als  Durch- 
messer beschreibe  man  eine  Kugel,  welche  die  Ebene  ü  in 
einem  Kreise  schneide;  derselbe  kann  sodann  als  Directrix  des 
Kegels  betrachtet  werden. 

Die  gesuchte  Ebene  ist  nun  senkrecht  zu  einer  beliebigen 
Kante  dieses  Kegels, 

2^.  In  einer  gegebenen  Kugel  soll  ein  Vieleck  beschrieben 
werden,   dessen  Seiten  gegebenen  nicht  complanaren  Vektoren 

^it  ^2t  ^3  par&H^l  sind. 

Wenn  o-  diejenige  Ecke  des  Vielecks  ist,  von  der  die  Seite, 
welche  parallel  zu  »^  ist,  ausgeht  und 

p r 

die    Kugel ,    so   wird   die   Gerade  ^-\-  x»^    diese   Fläche  noch 
schneiden  in  dem  Punkt 

«•j  ==  »•  —  2  Ä,"^  Säjö" 

=  —  F.Ä^—V«,  nach  (c.  41) 
=  —  «j~^  ö"  Äj ,  weil  iS.Äj""^  ö"  «j  =  0. 
Setzen  wir  nun  voraus,  «p  o^j'-***^»  seien  Einheitsvektoren, 
—  eine  Annahme,  welche  offenbar  gestattet  ist  —  so  ist 


somit 


«i"^  =  — »11 


(T^  —  Äj  (TÄj. 


Die  folgenden   Ecken   0*2  .  •  •  •  ^n   werden  bestimmt  durch  die 
Gleichungen 
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0*2  =  «2  »"i  «2  ,  .  .  .   .  «■  =  Ctn^m—l  ^»• 

Indem  der  Wert  von  ö-j  in  die  Formel  för  o-j  eingetragen 
mrd ,  der  so  erhaltene  Wert  für  o-j  wieder  in  die  Formel  für  v^ 
u.  s.  w. ,  erhält  man  zuletzt  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  0*. 

Wir  wollen  dies  nur  weiter  verfolgen  bei  den  Voraussetzun- 
gen, das  Vieleck  sei  ein  Dreieck  oder  ein  Viereck.  Im  ersten 
Falle  ist  die  Gleichung,  aus  der  o-  bestimmt  vdrd, 

Setzen  wir 


so  ist 


-1  1  111  -1-1-1 

«1*2*3  ^3  *J  *1 


=  (—  «3)  (—  »i)  (—  '»l)  =  --  «3  «2  «1- 

Daher  wird  die  Gleichung  für  ff 

y<r  +  (rg  =  0 (B.  78) 

Wenn  man  nun  mit  V  operirt  und  auf  (6.  149)  achtet,  so 
ergibt  sich 

Sq  =  0  oder  Sx^ct^»^  =  0. 

Die  Vektoren  a(, ,  os,  9  *3  können  daher  nicht  willkürlich  ge- 
wählt werden,  sondern  müssen  complanar  sein.  Dieses  Resultat 
ist  evident;  dieselbe  Gleichung  für  Sq  findet  man  aber  stets, 
wenn  die  Anzahl  der  Seiten  des  Vielecks  ungerade  ist. 

Nun  ist  weiter ,  wenn  an  (B.  78)  mit  S  operirt  wird , 

s.(r  r^  =  0 , 

0-   kann   somit  jeder  Punkt  sein  des  grössten  Kreises  senkrecht 
zum  Vektor  a^a^ot^. 

Bei  einem  Viereck  erhält  man  in  deraelben  Weise,  wenn 

y  =  «1  «2*3*4 
gesetzt  wird, 

qtr  —  ^g  =  0 , 

und  diese  Gleichung  ist  im  Artikel  174  der  Theorie  ausführlich 

diskutirt.  Es  ergab  sich  dort  (/.  199)  ^ 

iT  =  x{Vq)-^. 

Weil  X  positiv  oder  negativ  sein  kann,  erhält  man  somit  K^pv-ei 

diametral  einander  gegenüber  liegende  Punkte.  Dasselbe  ergibt 

sich  bei  jedem  Vieleck  mit  gerader  Seitenzahl. 
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Wenn  gefordert  mrd  in  einer  gegebenen  Engel  ein  Vieleck 
zu  beschreiben,  dessen  Seiten  durch  n  willkürlich  gegebene 
Pankte  «^ ,  a^^ , , . ,  »»  hindurchgehen ,  so  findet  man  in  glei- 
cher Weise,  indem  die  erste  Ecke  mit  0-  bezeichnet  wird,  für 
die  folgende 

=  —  («1  —  <^)""^  <^i  —  ^)' 
Die  dritte  ist  somit 

(Tj  =  —  («,  —  (r,)-Vi(«j  —  (Tj) , 
woraus  unmittelbar  erhellt,  dass  die  Losung  dieses  bekannten 
Problems  mittelst  Qnaternionen  ungleich  schwieriger  als  dieje- 
nige des  vorhergehenden  ist. 


DIE  FLACHEN  ZWEITER  ORDNUNG. 


48.  Wenn  die  Gleichung 

zusammen  mit 

a^x^  +  ^i3/^  +  ^1^^  +  2  a^z  -}-  2  b^za  +  2 c^aty  + 

+  2a3a?+263y+2csÄr  +  a  =  0  •  .  (0.1) 
gegeben   ist,  und  man  die  durch  (6.  13)  (6.15)  definirte  Sub- 
stitution ausführt,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 
Sp[ia^»t  +  c^ßi  +  h^i)  S«iP  +  (cj«,  +  6,^1  +  Ö2ri)S/3iP  + 
+  (^2«i  +  «2i3i  +  c,7,)  Sy,p  +  2(a,«,  +  hß,  +  CjrO] .+  «  =  0. 
Wird  nun 

y  =  6a«i  +  «2^1  +^1^1  (C-  2) 

(pp  =  aS«iP  +  /c*S/3iP  +  «'Äy,;  J 
gesetzt,   so  ist   (j>y  wie  leicht  ersichtlich,  eine  selbstconjngirte 
lineare   Vektorfunktion ,   und  die  Skalargleichung  für  p  nimmt 
die  sehr  einfache  Gestalt  an 

Sp((?)p  +  20  +  a  =  0 (C.3) 

Dieselbe   enthält  demnach  sämtliche  Flächen  zweiten  Grades. 

Bei  speciellen  Voraussetzungen  kann  die  Gleichung  noch  be- 
trächtlich vereinfacht  werden ;  doch  wollen  wir  vorläufig  solche 
nicht  machen  und  ganz  allgemein  die  Theorie  der  Pole 
und  P  o  l  a  r  e  b  e  n  e  n  für  die  Flächen  zweiten  Grades  entwickeln. 
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49.  Es  sei  a  ein  willkürlich  angenommener  Punkt  P,  a-^-xr 
eine  denselben  enthaltende  Gerade,  so  handelt  es  sich  zunächst 
darum,  die  Schnittpunkte  S,  S'  dieser  Geraden  mit  der  Fläche 
zu  finden.  Ist  für  ein  Schnittpunkt 

80  ergibt  die  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  (C.  8) 
x^SfCpr  +  xS{r(p(r  +  ir(pT  +  Üre)  +  S(r{(p(r  +  2^)  +  «  =  0. 
Nun  ist  jedoch 

daher 

x^8T(pT  +  2xST(0(r  +  0  +  S(r{(p(r  +  2*)  +  a  =  0.  .  (C.  4) 
Wir  bezeichnen  mit  x^,  x^  die  dieser  Gleichung  genügenden 
Werte  ron  x,  sodass 

und  setzen  für  die  Punkte  S,  S' 

Nun  wollen  wir  auf  der  Geraden  PS  einen  Punkt  Q  bestim- 
men, derart  dass  P,  Q  durch  S,  S'  harmonisch  getrennt  wer- 
den. Ist  der  Vektor  des  Punktes  Q 

80  ist  die  Bedingung  der  harmonischen  Lage  nach  (B.  20) 

0)  0",  0"  —  ^, 


oder 

yjZ_fL  =  — 5 
y  —  x^  x^ 

somit 

2    ^^"^    =      ^^^^  +  2  g)  +  g 

und  schliesslich  ist  für  Q 

«  =  (T  —  T  '  '    (0.  5) 

ein  Ausdruck ,  welcher  von  Tr  unabhängig  ist.  Wenn  ür  ver- 
ändert, so  kann  nun  nach  dem  Orte  des  Punktes  Q  gefragt 
werden ;  es  muss  zu  diesem  Zwecke  r  aus  (C.  5)  eliminirt 
werden.  Aus  dieser  Gleichung  folgt 


somit 
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ü{oi  —  (r)  =  ±  Ut 


S.{<pfr  +  i)  U(u  —  (f) 
und  schliesslich  nach  einiger  Rechnung 

S«((p(r  +  «)  +  &#  +  a  =  0 (C.6) 

Der  Punkt  Q  beschreibt  somit  eine  Ebene,  die  Polarebene 
des  Punktes  P. 

Diese  wichtige  Gleichung  wollen  wir  noch  auf  eine  einfachere 
Weise  begründen.  Es  sei  ^  der  Vektor  des  Punktes  P,  r  der- 
ienige  von  Q;  es  wird  gefragt,  unter  welcher  Bedingung  die 
Punkte  P ,  Q  durch  die  Schnittpunkte  ihrer  Yerbindungsgeraden 
mit  der  Fläche  harmonisch  getrennt  werden.  Zu  diesem  Zwecke 
genügt,  wenn  die  beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  PQ  mit 
der  Oberfläche  durch 

tf"  -|-  UT  0" UT 

''' - T+l^ '  ^' ~ T^:^ 

dargestellt  werden.   Tragen  wir   den  ersten  Wert  in  die  Glei- 
chung (G.  8)  ein ,  so  entsteht 

tt»[5T(cpT+2#)+a]+2tt[Sr((p(r+«) + Sre+a]  +  Är(cp«r+25) + a  «  0 
und  dieser  Gleichung  genügen  die  Werte  ±u,  falls 

Der  Punkt  r  ist  somit  in  einer  Ebene  enthalten ,  nämlich  in 
der  durch  (G.  6)  dargestellten  Ebene. 

50.  Die  Polarebene  eines  Punktes  u  der  Ebene  (G.  6)  hat 
die  Gleichung 

Sp(<p(a  "t-  #)  +  Siw#  +  a  =  0. 
Derselben   genügt   nach  (G.  6)  der  Punkt  o- ,  wodurch  der  Sati 
bewiesen  ist:  die  Polarebenen  aller  Punkte  einer  Ebene  enthal- 
ten den  Pol  dieser  letzteren. 

Man  kann  nun  auch  leicht  mittelst  Qaatemionen  beweisen, 
was  geometrisch  evident  ist,  dass  die  Polarebene  eines  Punktes 
die  Berührungspunkte  enthält  sämtlicher  aus  diesem  Punkte 
an  die  Fläche  gelegten  Tangenten.  Die  Gleichung  (G.  4)  er- 
gibt nämlich  zwei  gleiche  Werte  für  Xj  wenn  r  der  Relation 
genügt 

S'T{(p(r  +  i)  —  ST<pT[Sir{<p(r  +  2*)  +  a]  =  0  •  .  .  (0.  7) 


i 


j 
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und  der  Berührangspankt  ist  sodann 

O.T<pT 

Dieser  Wert  genügt  aber  der  Gleichung  (G.  6) ,  wie  aus  (G.  7) 
herrorgeht. 

Die  Gleichung  (C.  7),  welcher  die  Richtungen  r  genügen, 
in  denen  Tangenten  aus  dem  Punkte  P  an  die  Fläche  gelegt 
werden  können,  gestattet  auch  unmittelbar  die  Bestimmung  der 
Gleichung  des  Tangentenkegels,  dessen  Scheitel  in  P  liegt. 

Wenn  nämlich  »  ein  Punkt  dieses  Kegels  ist,  so  ist 

und  die  Substitution  in  (G.  7)  ergibt  nun  für  m  die  Gleichung 
5^(«-(r)(a>(r+#)-[S<r((p(r  +  2f)^-a]5.(«-(r)(p(«-.(r)===0   (G.  8) 

Fällt  der  Punkt  P  in  die  Fläche,  so  geht  die  Polarebene  in 
die  Tangentenebene  in  P  über.  Es  ist  somit  (G.  6)  die  Glei- 
chung der  Tangentenebene,  wenn  ausserdem 

S(r((?)^  +  2f)  +  a  =  0 (G.  9) 

gegeben  ist. 

Dieses  wichtige  Ergebnis  kann  noch  auf  ganz  andere  Weise 
hergeleitet  werden.  Wenn  wir  nämlich  die  Gleichung  (G.  9) 
differentiiren ,  so  wird  der  dabei  auftretende  Vektor  dv  eine 
Tangente  an  die  Oberfläche  sein.  Wir  erhalten  dadurch 

S((p<r  +  *)d<r  =  0 (G.  10) 

Sämtliche  Tangenten  im  Punkte  9  sind  somit  senkrecht  zum 
Vektor 

y  =  00- +*.....,.,....  (G.  11) 

and  werden  daher  eine  Tangentenebene  bilden«  Ist  »  ein  Punkt 
derselben,  so  ist 

«  —  «■  =  xd9 , 

nnd  die  Substitution  in  (G.  10)  ergibt  nun  für  ^ 

S(«  —  ff)  {<p(r  +  t)  =  0 
oder 

Sa{(P(r  +  i)  =  Sffifptr"^  *)  =  —  Ar*  —  a  nach  (C.  9) 

wodurch  (G.  6)  erhalten  ist. 

51.   Aus   dem   Vorhergehenden   folgt   nun   weiter,   dass   der 
Vektor   v,   den   wir  in   (G.  11)   einführten,   die  Richtung  der 
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Normale   im  Punkte  0-  an  die  Fläche  gelegt,  hat    Die  Glei- 
chung dieser  Normale  ist  somit 

F(ai  — (r>=F(«  — (r)(a><r  +  0  =  0.  .  .  .  (C.  12) 
Wird    nun    gefordert    aus    einem    gegebenen    Punkte   »   die 
Normalen   an   die   Fläche   zu   legen ,   so    sei   0*   der   Fusspunkt 
einer  solchen  Geraden.  Es  müssen  sodann  die  beiden  Gleichun- 
gen gelten  (C.  9)  und 

F(«  —  «r)  {(pfT  +  *)  =  0. 
Nun  folgt  aber  aus  dieser  letzteren 

(po*  +  «  =  m{x  —  ö"), 
daher 

(Cp  +  my  =  mct  —  e  oder  ^  =  (^  -|-  m)""^  (m«  —  t)  .  (0.  13) 
Dieser    Wert    kann   nun   in   (G.  9)   eingetragen   werden ;   es 
entsteht  sodann   eine  Gleichung,  welche  m  zu  bestimmen  ge- 
stattet, nämlich 

S(wÄ+0(<J)+w)-H'»«+«)--wi[(<P+«»)'"V»+«)]*-|-ö=0  (C.14) 
Im  Art.  1 45  der  Theorie  ist  aber  gezeigt,  wie  (0  +  m)""^  in  cp 

ausgedrückt  werden  kann.  Nach  den  Formeln  (/.  88) ,  (/.  42)  ist 

Bei  Einführung  dieses  Wertes  in  (G.  14)  ergibt  sich  eine 
Gleichung  sechsten  Grades  zur  Bestimmung  von  m,  und(G.  13) 
ergibt  sodann  auch  sechs  Normalenfiisspunkte.  Wir  haben  somit 
den  Satz  erhalten: 

Aus  jedem  Punkte  des  Raumes  können  sechs  Normalen  an 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  gezogen  werden. 

52.  Bestimmen  wir  nun  die  Polarebene  eines  Punktes  « -|- j?/3. 
Die  Gleichung  derselben  ist  nach  (G.  6) 

S«((p«  +  *)  +  5tf«  +  a  -f  xS{a<pß  +  eß)  =  0, 
somit   nach   Art.   35   eine  Ebene,  welche  die  Durchschnitt^e- 
raden  der  Ebenen 

Su{(p»  +  €)  +  S€cc  +  a  =  0,  S(«cpj3  +  f /3)  =  0 .  .  (C.  15) 
enthält.  Die  zweite  Gleicliung  ist,  wie  aus  (G.  6)  hervorgeht, 
einfach  die  Polarebene  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Geraden 
»  -j-  xß. 

Wenn  daher  ein  Punkt  die  Gerade 

p  =  a  +  xß (0.  16) 
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beschreibt,   so   beschreibt  seine  Polarebene  die  Gerade  (G.15), 
oder  nach  Art.  179  der  Theorie 

'-  V^  +  .)^ff  ^-  +  yT^>(a)^  +  ^)a)/?.  .  (C.17) 

Diese  beiden   Geraden   werden   senkrecht  zu   einander  sein 
wenn 

S.ß(pß{0x  +  #)  =  0. 

Der  Vektor  ß  gehört  somit  in  diesem  Falle  einem  Kegel 
zweiten  Grades  an,  dessen  Gleichnng  ist 

S.(a  —  ct)0(cä  —  ä)  (cpÄ  4-  «)  =  0, 
wodurch   der  Satz  bewiesen  ist:  Zu  jedem  Punkte  des  Raumes 
gehört  ein   Kegel  zweiter  Ordnung,  dessen  Kanten  die  Eigen- 
schaft haben,   dass   dieselben   zu   ihren  conjugirten  Polargera- 
den senkrecht  sind. 

Die  Gerade  (0. 16)  und  die  zu  derselben  conjugirte  Polar- 
gerade (0. 17)  werden  sich  nach  Art.  40  durchschneiden ,  wenn 
der  Gleichung  genügt  wird 

oder 

S.aß  V{(pa  +  eypß  +  SißSßi0x  +  «)  —  {Sex  +  a)Sß<pß  =:  0 
und  schliesslich 

S^ß{(pcc  +  €)  —  Sß:pß[Sa((px  +  2s)  +  a]  =  0, 
d.  h.  nach  (C.  7)  die  Gerade  (G.  16)  muss  die  Fläche  berühren. 
In  diesem  Falle  ist  nämlich  die  Polargerade  dieser  Tangente 
einfach  der  Durchschnitt  der  Tangentenebene  in  dem  Berüh- 
rungspunkte mit  der  Polarebene  des  Punktes  «,  welche  diesen 
Berührungspunkt  enthält. 

58.  Wir  wollen  nun  die  Tangentenebenen  der  Fläche  be- 
stimmen, welche  die  gegebene  Gerade  (G.  16)  enthalten. 

Zu  diesem  Zwecke  könnte  man  die  Kegelschnitte  bestimmen, 
in  denen  die  Polarebenen  zweier  Punkte  P,  Q  der  Geraden 
(G.  16)  die  Fläche  schneiden. 

Sind  S,  S'  die  Schnittpunkte  jener  Kegelschnitte,  so  sind 
SP,  SQ  Tangenten  der  Fläche  und  dasselbe  gilt  von  ST,  S'Q. 
Die  Ebenen  SPQ,  STQ  werden  daher  die  gesuchten  Ebenen 
s^n.  Nun  sind  aber  S,  S'  in  den  Polarebeuen  von  P,  Q  somit 

6 
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in  der  zu  PQ  conjugirten  Polargeraden  (G.  17)  enthalten.  Sand 
S'  sind  daher  einfach  die  Punkte,  wo  die  Gerade  (G.  17)  die 
Fläche  schneidet. 

Wir  wollen  jedoch  zur  Auffindung  jener  Tangentenebenen 
dem  analytischen  Weg  folgen.  Ist  o"  ein  Berührungspunkt  einer 
solchen  Ebene ,  so  gilt  (G.  9)  und  nach  Art.  89  idt  die  Glei- 
chung der  Ebene 

S.pß{(T  —  a)  =  Sßffa (G.  18) 

Die  Gleichung  der  Tangentenebene  im  Punkte  u"  ist  aber 

Sp{q>a'  +  e)-\-S<rs  +  a  =  0. 

Damit  diese  mit  (G.  18)  identisch  sei,  muss  somit 

Vß(ff-a)  ~     Saß»       ^    ^      ^ 

Der  Punkt  a  wird  demnach  bestimmt  durch 

Är(<?)<r  +  2«)  +  a  =  0 
{0(r  -f  *)&j3ä  =  {Sir€  +  a)  Vß{(T  —  «). 
Die   Operation  mit  S,»  und  mit  S.ß  an  die  letzte  Gleichung 
ergibt,    dass    <r    den    Gleichungen  (G.  15)   genügt,   wie   vorhin 
schon  geometrisch  erörtert  ist,  nämlich 

Sx{(p<r  4-  f)  =  —  {S€(T  +  a),  Sß{0(T  +  f)  =  0, 
somit  nach  (/.  212) 

Hieraus  kann  nun  durch  Operation  mit  5.(p~^tf  der  Wert 
von  S7€  bestimmt  werden;  wird  derselbe  in  die  vorhergehende 
Gleichung  eingetragen,  so  ist  dadurch  a  mit  Hülfe  derSkalar- 
grosse  y  bestimmt,  deren  Wert  sich  schliesslich  ergibt,  wenn 
man  den  erhaltenen  Ausdruck  für  <r  in  die  Gleichung  der 
Fläche  einsetzt.  Die  Resultate  sind  zu  weitläufig  um  hier  PlatE 
finden  zu  können. 

54.  Bisher  haben  wir  angenommen ,  dass  der  Punkt  0-,  dessen 
Polarebene  bestimmt  werden  sollte,  nicht  in  unendlicher  Ent- 
fernung lag. 

Rückt  derselbe  in  der  durch  Ua  gegebenen  Richtung  ins  Un- 
endliche, so  habe  wir  um  seine  Polarebene  zu  erhalten,  nor 
in  (G.  6)  Lim,T(r  =  co  zu  setzen  und  erhalten  dadurch 

%$ U(r^iU(r)  =  ()  oder  S(«<?)ö-  +  f <r)  =  0  .  .  (0.  20) 
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Diese  Ebene  enthält  stets  den  Vektor  — <p'^^€,  wie  sich  un- 
mittelbar durch  Substitution  ergibt.  Setzen  wir 

fi  =  '^(p-^€ (0.21) 

80  wird  die  Polarebene  eines  unendlich  fernen  Punktes  um  den 
Punkt  fjt  drehen,  wenn  der  erste  in  Terschiedenen  Richtungen 
sich  entfernt.  Nun  haben  wir  in  den  Artikeln  147 — 151  der 
Theorie  gesehen,  dass  die  Operation  0~^  nicht  stefcs  einen  be- 
stimmten Vektor  ergibt.  Diese  Ausnahmefalle  wollen  wir  aus- 
schliessen.  Es  wird  sodann  der  Punkt  fi  der  Mittelpunkt 
der  Fläche  sein.  Denn,  ziehen  wir  durch  denselben  eine  Gerade 
ß-[-  xTj  SO  werden  die  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  mittelst 
(0.  4)  bestimmt  werden  können ,  wenn  man  darin  <r  durch  fA 
ersetzt.  Diese  Gleichung  ergibt  in  diesem  Falle  jedoch  nach 
(0.  21)  stets  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte  für  a. 
Der  Punkt  ^  hat  somit  die  Eigenschaft,  dass  jede  denselben 
enthaltende  Gerade,  welche  zwei  Punkte  der  Fläche  verbindet, 
in  ihm  halbirt  wird. 

Die  Ebene  (0.  20),  welche  nun  eine  Diametralebene  der 
Fläche  genannt  werden  kann ,  kann  auch  als  der  Ort  der  Mitten 
der  dem  Vektor  0-  parallel  gezogenen  Sehnen  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  betrachtet  werden. 

Wenn  nämlich  die  Gerade  0-4*^^  die  Fläche  schneidet,  so 
ist  bei  der  im  Art.  49  angewandten  Bezeichnung 

«  =  ö--| 2 T 

die   Mitte  der   dadurch   bestimmten   Sehne.    Man  erhält  daher 
nach  (0.4) 

Sr{<Pcr  +  i) 

and  hieraus  kann  nun  0-  eliminirt  werden  durch  Operation  mit 
S.T(p.  Es  wird  dadurch  erhalten 

Sr(cp«  4.  f )  =  0  =  S(a(pT  -|-  *t) 
in   'Übereinstimmung  mit  (0.  20). 

Wenn  der  Punkt  ö-  ins  Unendliche  rückt,  so  geht  der  ihm 
zugehörige  Tangentenkegel  in  einen  Cylinder  über,  dessen 
Gleichung  mit  Leichtigkeit  erhalten  werden  kann.  Denn  um 
jenen    Cylinder   zu   erhalten ,   haben   wir   durch  die  Punkte  in 
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denen  die  Polarebene  des  unendlich  fernen  Punktes  die  Flache 
schneidet,  Geraden  parallel  der  Richtung  dieses  letzteren  Punk- 
tes zu  ziehen.  Man  hat  somit  den  Vektor  »  zu  elimiuiren  aas 
den  Gleichungen 

S(«<J)(r  +  f  (t)  =  0        I (0.22) 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 

Die  Substitution  dieses  Wertes  in  die  zweite  Gleichung  er- 
gibt den  Wert  der  Skalargrösse  x  und  hiermit 

Wenn   nun   noch    dieser   Wert  in  die  erste  der  Gleichungen 

(G.  21)  eingetragen  wird,  so  entsteht  die  Gleichung  des  Cylinders 

S^.(f{(J>p  +  «)  —  S9<p(r  [Sp{(J>p  +  2«)  +  a]  =  0  .  .  (0.  23) 

55.  Die  Gleichung  (C.  4)  kann  noch  dazu  benutzt  werden 
einen  Satz  zu  beweisen,  dem  wir  später  noch  in  allgemeinerer 
Form  begegnen  werden. 

Wenn  wir  nämlich  das  Produkt  der  Segmente  der  durch 
den  Punkt  0-  in  der  Richtung  des  Vektors  r  an  die  Fläche  ge- 
zogenen Secante  bestimmen,  so  ergibt  sich  hierfür  a^  x^  r\  somit 
nach  (C.  4) 

^=-^t^^. <«•-) 

Hätte  man  in  derselben  Richtung  aus  einem  andern  Punkte 
ff'  eine  Secante  gezogen,  so  wäre  erhalten 

S<T\<p<r' ^  2s)  +  a 
S.Ur(pUr        ' 
somit 

V^  _  S(T{(J>tF  -f  2g)  +  g 
Y~  S(r'{<p<r-\-2e)-\-a' 
d.  h.  das  Verhältnis  der  Produkte  der  Segmente  zweier  in   der 
nämlichen   Richtung  aus   festen   Punkten   an  die  Fläche  gezo- 
genen Secanten  ist  unabhängig  von  jener  Richtung. 

56.  Es  möge  nun  die  Theorie  von  Pol  und  Polarebene  weiter 
verfolgt  werden. 
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Wenn  »^  die  RichtuDg  eines  unendlich  fernen  Punktes  dar- 
stellt ,  so  ist  die  Gleichung  der  Polarebene  nach  (G.  20) 

Sind   nun   a^,   »^   die   Richtungen   zweier   unendlich   fernen 
Punkte  in  dieser  Ebene,  sa  ist 

«ÄjCpÄ,  =  0 ,  S»^(p»^  =  0 (C.  25) 

und  wenn  ausserdem  a^  parallel  der  Polarebene  des  unendlich 
fernen  Punktes  in  der  Richtung  «,  sein  soll,  so  ist  noch 

S«3<J)«j  =  0 (C.26) 

Die   Gleichungen   (G.  24)  (G.  25)  bestimmen  somit  drei  con- 
jugirte  Richtungen  in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Eine  jede   dieser   Richtungen   kann  aus  den  beiden  anderen 
leicht  bestimmt  werden.  Aus  (0.  24)  zum  Beispiel  folgt 

5.«i$«j  =  0 ,  Ä«i(p«3  =  0, 
somit 

«,  =  o,  Fcp«,(p«3 (C.27) 

wo  a^  eine  Skalargrösse  ist.  Die  zweite  Seite  dieser  Gleichung 
kann  nach  den  Artikeln  143 — 149  der  Theorie  leicht  umge- 
staltet werden.  Es  sind  dabei  jedoch  besondere  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 

Ist  die  Funktion  ^  nämlich  derart ,  dass  dieselbe  der  Gleichung 

Ä(pA<^/E*(pv  =  0 (G.  28) 

wo  Xy  14,^  y  willkürliche  Vektoren  sind,  nicht  genügt,  so  gilt 
(/.  32)  und  weil  (p  selbstconjugirt  ist ,  ergibt  (G.  27)  für 
diesen  Fall 

Äj  =aj;r(p~"^FÄjÄ3 (G.  29) 

Wenn  cp  jedoch  der  Gleichung  (G.  27)  genügt ,  so  erhält  man 
nacb  (/.  52) 

Äj  =  £^3r  =  Cr(p-i  0. 

Genügt  der  Gleichung 

Cp3r  =  0 
nur    eine  bestimmte  Richtung,  so  kommt  dieselbe  somit  unter 
drei   conjugirten  Richtungen  stets  vor. 

57.  Wir  wollen  jedoch  den  ersten  Fall  für  jetzt  nur  weiter 
yerfolgen.  Es  kann  nämlich  leicht  gezeigt  werden ,  dass  hierbei 
die   Funktion  cp  stets  in  die  Form 
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(Pp  =  n^(x\S»\p  +  n^OL\Sx\p  +  f^z^\Sct\p 
geschrieben  werden  kann. 

Denn  allgemein  ist  nach  (c.  45) 

pSa^x^a^  =  x^Sx^a^p  +  x^Sx^x^p  -f-  x^Sx^x^p^ 
somit  ^ 

(ppSxyX^x^  =  (px^Sx^x^p  +  0x^8x^x^p  +  $Ä3Säi«jP 

=  a?[ai  F«j«3S«j«3P  +  ajF«3«,S«3«,p-fa3  VxiX^Sx^c^p] 
und  schliesslich  [nach  (C.  29) 

0p  =  n^x^'Sx^'p  +  n^x^Sx^p  +  n^x^Sx^p, 
wenn  gesetzt  wird 

Fäj«3  =  «/,     F«3«i=Äj',     F«iÄj  =  Ä3' 

«1^?  =  n^Sx^x^x^ ,  ttjO?  =  n^^S«! «2^3  u.  s.  w. 
Die  Funktion  cp—^p  erhält  sodann  dieselbe  Form;  denn,  weil 
nach  (c.  46) 

pSx^x^x^=  Vx2X^Sxip-\-  F«3äjS«jp4"  ^^i^a'S^sP» 
so  ist 

x(p-~^pSx^x^x^  =  —  5«|P  -| — -  Sx^p  H — -  Sx^p. 

«1  ^j  «3 

58.  Wir  bestimmen  nun  die  Systeme  conjugirter  Richtungen, 
welche  unter  sich  rechtwinklig  sind.  Es  treten  in  diesem  Falle 
zu  den  Gleichungen  (G.  25)  (G.  26)  noch  die  Bedingungen 

Sx^x^  =^  Sx^x^  ^  8x^X2  =  0, 
somit  wenn  wir  x^^  x^,  «3  als  Einheitsvektoren  betrachten 

Nach  (G.  29)  ist  daher  in  dem  Falle,  wo  0  nicht  der  Glei- 
chung (G.  28)  genügt 

«I  =  ai^p^p—^Äj  oder   V.x^(px^=^0 j 
und  dieselbe  Gleichung  wird  auch  für  x^^  x^  gelten. 

Nun  ist  aber  im  Art.  155  der  Theorie  ausführlich  erörtert, 
dass  jener  Gleichung  stets  für  den  Fall  der  Selbstconjugation 
der  Funktion  cp  drei  reelle  Vektoren  genügen ;  es  ist  somit  der 
Satz  bewiesen:  Jede  Fläche  zweiter  Ordnung  hat  im  allgemeinen 
nur  ein  einziges  System  unter  sich  rechtwinkliger 
conjugirter  Richtungen. 

In  dem  anderen  Falle ,  wo  ^  der  Gleichung  (G.  28)  Genüge 
leistet,  fällt  die  eine  dieser  Richtungen  mit  dem  Vektor  ^  xq* 
sammen. 
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59.  Es  gibt  ein  einziges  System  von  drei  Richtungen,  welche 
in  BezQg  auf  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  zu  einander  con- 
jugirt  sind. 

Denn  sind  die  Vektorfunktionen ,  welche  in  den  Gleichungen 
jener  Flächen  enthalten  sind,  <p,  \f/,  so  müssen  die  Gleichun- 
gen stattfinden 

somit 

$«2  =  äF«j«3  und  i^^2  =  yV»iCi^t 
daher  auch 

0Äj//t//«j  oder   V.0a2^»2  "^  ^' 
Derselben    Gleichung    müssen   aber    auch    «j ,   a^    genügen. 
Somit  sind  «^ ,  «^  t  ^3  Lösungen  der  Gleichung 

V.(pp\pp  =  0.    • 
Di^elbe  hat  stets   drei  Wurzeln;  denn,  setzt  man  (pp^zo", 
so  geht  dieselbe  über  in 

F.(rtp$-V  =  0 , 
sodass   <r   eine  Hauptrichtung  für  die  Funktion  tp^-"^  ist.  Weil 
diese    Funktion    aber    nicht    selbstconjugirt    ist,    so    sind   die 
Wurzeln  nicht  stets  reell. 

Dass  umgekehrt  auch  die  so  gefundenen  Werte  den  Glei- 
chungen (C.  81)  Genüge  leisten,  kann  leicht  verificirt  werden. 
Sind  nämlich  o-j ,  a^j  0-3  die  Wurzeln ,  so  dass 

^<P~\  =  w,(rj ,  t^<?)-Vj  =  mj<7j ,  \f^<p-\  =  m3Ö-3, 
so  sind  die  Werte  der  Grössen  äj  ,  «j ,  «, 

und  es  muss  nur  gezeigt  werden,  dass  z.  B. 

S.ö'j^^Vj  =  0. 
Nun  ist  aber 

Operirt  man  an  die  erste  Gleichung  mit  S,(r^j  an  die  zweite 
mit  5.0-^,  90  entstehen  die  Relationen 

und  dies  erfordert 

«(Tj^p-Vj  =  S,(r^rp-\  =  0 , 
so    lange  m^  und  m^  ungleich  sind. 
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60.  Bevor  wir  zu  einer  teilweisen  Classification  der  Flächen 
zweiter  Ordnang  übergehen,  wollen  wir  noch  die  Bedingang 
aufsuchen ,  welche  erfilllt  sein  muss ,  damit  eine  Ebene 

S{p^x)ß  =  0 (0.S2) 

die  Fläche  in  einem  Punkte  berühre.  Es  sei  (r  der  Berührungs- 
punkt ,  so  muss  die  Gleichung  (G.  32)  mit  derjenigen  der  Tan- 
gentenebene im  Punkte  0- 

Sp{(pa'  +  €)  +  Str€  +  a=^0 

identisch  sein.  Somit  muss 

—ß s^ ^°-^^^ 

Ausserdem  genügt  0-  der  Gleichung  der  Fläche.  Wir  können 
nun  an  (G.  83) ,  nachdem  diese  Gleichung  in  die  Form 

^  ^  S*ß    '^ 

geschrieben  ist,  mit  S.^~^s  operirea  und  dadurch  Stff-{-a  b&> 
stimmen 

und  jetzt  ist  auch  unmittelbar  (r  bekannt,  nämlich 

Sß{x  +  0-^i)^    '^        ^     ^• 

Trägt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  der  Fläche  ein,  so 
wird  die  verlangte  Bedingung  erhalten 

S^ß{x  +  cp-if)  -  Sß(p-^ß  {8e(p'U  -  a)  =  0. 

Wir  könnten  hieraus  nun  aufs  neue  durch  die  Theorie  der 
Enveloppen  oder  auch  durch  andere  Betrachtungen  die  Glei- 
chung des  Tangentenkegels  aus  dem  Punkte  et  an  die  Fläche 
gelegt  erhalten ,  doch  wollen  wir  nicht  länger  hierbei  verweilen. 

61.  Suchen  wir  nun  weiter  die  Bedingungen  festzustellen, 
denen  die  Grössen  (]),«,«  der  Gleichung  der  Fläche  genügen 
müssen,  damit  die  allgemeine  Gleichung  specielle  Gebilde  zwei- 
ter Ordnung  darstelle. 

Zuerst  fragen  wir  nach  der  Bedingung  für  das  Vorhanden- 
sein eines  Mittelpunktes.  Nach  Art.  54  ist  diese  ein&ch,  daas 
die  Gleichung 


.J 
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0fi  =  —  e (0.35) 

gelöst  werden  kann. 

Genügt  dieser  Gleichung  der  Vektor  eines  in  endlicher  Ent- 
fernung liegenden  Punktes,  so  kann  die  Gleichung  der  Fläche 
bedeutend  vereinfacht  werden.  Wir  verlegen  sodann  den  Ur- 
sprung der  Vektoren  fär  die  Punkte  der  Fläche  nach  dem 
Punkte  ju,  setzen  daher 

Die  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  der  Fläche 
ergibt 

8a0a  =  8i<J>"^e  —  a  =  6 (C.  36) 

Wenn  die  Grösse  b  verschwindet,  d.  h.  wenn 

SeCp-'^e  —  a  =  0 (0.  37) 

80  wird  der  Gleichung  (G.  85)  durch  x(o  genügt ,  wenn  das- 
selbe von  a  gilt;  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  in  diesem 
Falle   somit  ein  Kegel. 

Es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen ,  dass  (0.  36)  die  allgemein- 
ste Bedingung  ist,  der  <p,  e,  a  gen G gen  müssen,  damit  die 
Gleichung  einen  Eegel  darstelle.  Denn  in  diesem  Falle  muss  in 
der  Gleichung  (0.  4)  o-  sich  so  bestimmen  lassen ,  dass  derselben, 
bei  bestimmter  Wahl  von  r,  unabhängig  von  j?,  genügt  wird. 
Somit  muss 

Ä(r(<J)(r  +  2«)  +  a  =  0 ,  (J)<r  +  5  =  0 
und  die  Elimination  von  o*  ergibt  (0.  37). 

62.  Vielleicht  mag  es  hier  der  Ort  sein  zu  bemerken ,  dass  die 
Gleichung  (C.  86)  der  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einem 
Mittelpunkte  in  eine  sehr  einfache  Form  geschrieben  werden 
kann,  welche  bisweilen  mit  Vorteil  angewandt  wird.  Denken 
wir  nämlich  eine  neue  lineare  Vektorfunktion  x^  eingeführt, 
welche  durch  die  Gleichung 

(p«  =  qp  x^u 

definirt  wird ,  wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  wählen 
ist,  je  nachdem  b  positiv  oder  negativ  ist,  so  entsteht 

S«;g*6»==qp6  oder  (;t«)*=:qi6 
und  schliesslich 


Txaf=V±b (C.38) 
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Wenn  demnach  a  ein  Pankt  des  Ellipsoids  (C.  36)  ist,  so 
ist  x^  ßiJi  Punkt  einer  Kugel.  Die  Operation  x"^  deformirt 
daher  eine  Eu(;relfläche  zu  einem  EUipsoid,  oder  es  bringt  die- 
selbe drei  unter  sich  rechtwinklige  Ausdehnungen  oder  Za- 
sammendrückungen  herror,  deren  Grösse  und  Richtung  un- 
mittelbar der  Funktion  (p  oder  —  x?  zu  entnehmen  sind. 

Sind  0-,  T  zwei  conjugirte  Halbmesser  der  Ellipsoids,  somit 

StT(pr  =  0 , 
so  ergibt  sich 

Strx'^r  =  Sx^X'^  =  ^ » 
d.  h.   die   den  conjugirten  Halbmessern  des  Ellipsoids  entspre- 
chenden Radien  der  Kugel  sind  senkrecht  zu  einander. 

Den  Achsen  des  Ellipsoids  wird  daher  auch  ein  rechtwinkliges 
System  von  Radien  der  Kugel  entsprechen.  Wir  werden  bald 
sehen,  dass  diese  beiden  Systeme  unter  sich  rechtwinkliger 
Richtungen  sogar  zusammenfallen. 

Die  Funktion  x^  ^^^  ^^^  ^^^  Annahmen,  dass  b  positiv  ist  und 
die  Wurzeln  der  symbolischen  Gleichung  (/.  48)  für  (p  samt- 
lich negativ  sind,  leicht  anzugeben.  Nach  der  Gleichung  (/l  99) 
hat  man  mit  der  im  Art.  162  der  Theorie  angewandten  Be- 
zeichnung 

cpp  =  —  m,p,S/»iP  —  m^p^Sp^p  —  m^Sp^p , 

und  es  lässt  sich  nun  leicht  verificiren,  dass 

XP=  X/Zr^^p^Sp^p  +  V^^1?2^P2P+  V^^^^iPs^PsP 

sein  muss. 

Hieraus  erhellt  sogleich,  dass  XP  ^^  diesem  Falle  selbstcon- 
jugirt  ist  und  dieselben  Hauptrichtungen  wie  die  Funktion  (pp 
hat.  Man  erkennt  auch  leicht,  welche  Änderungen  angebracht 
werden  müssen,  falls  die  obigen  Voraussetzungen  nicht  zu- 
treffen. 

68.  Es  fragt  sich  nun,  wann  der  Mittelpunkt  der  Fläche 
im  Unendlichen  liegt.  Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  die  all- 
gemeine Auflösung  der  Gleichung  (C.  35)  zu  Hülfe ,  welche  im 
Art.  180  der  Theorie  hergeleitet  ist  und  schreiben  somit 
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Weun  nun  der  Nenner  verschwindet,  d.  fa.  wenn  die  Glei- 
cfaang  (C.  28)  stattfindet,  und  A,  /et,  v  ganz  willkürlich  gewählt 
sind ,  80  haben  nach  (/.  52)  die  Vektoren  Vcpf^cpv ,  Vcpv(p\ , 
V^XCpfA  dieselbe  Bichtung,  nämlich  die  mit  üir  bezeichnete, 
somit  wird  der  Punkt  (i  in  die  Unendlichkeit  rücken  in  der 
Richtung  des  Vektors  t. 

Die  Gleichung  (C.  28)  oder 

S.0^0fi0v  =  0 
ist  somit  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Fläche  einen  unendlich 
fernen  Mittelpunkt  habe.   Aus  Art.  56  geht  noch  herror,  dass 
die  Richtung  nach  diesem  Mittelpunkte  in  jedem  Systeme  con- 
jugirter  Richtungen  in  Bezug  auf  die  Fläche  vorhanden  -ist. 

64.  Wenn  aber  in  diesem  Falle  auch  der  Zähler  der  Glei- 
chung (G.  39)  verschwindet ,  so  wird  der  Wert  von  fd,  nicht 
unendlich  gross,  sondern  unbestimmt,  nämlich  nach  (/  220) 

Wir  haben  es  in  diesem  Falle  mit  einem  Cylinder  zwei- 
ter Ordnung  zu  tun.  Die  Bedingung  für  diesen  Fall 

Sxs  Vq>fiq)v  +  Sfi€  V(pv0\  +  Sv€  FcpAcpix  =  0 

(mit  (G.  28)  verbunden)  hat  die  Gestalt  einer  Vektorgleichung. 
Weil  die  darin  enthaltenen  Vektoren 

V(pfA(J)vj   V(pv(p\j   V(pk<p/z 
samtlich    der   Richtung   nach    mit   Utt  zusammenfallen ,   so  ist 
dieselbe  doch  eine  Skalarbedingung ,  nämlich 

Als   Beispiel    wollen   wir   wählen   die   in   der   Theorie  schon 
erwähnte  Funktion 

mit  der  Bedingung  der  Selbstconjugation 

Nun  ist 

V<pfjt(pv  =  —  Fy,yjÄ/c*i/  Va^a^ , 
somit  wird  die  Bedingung  für  die  Gylinderfläche 

&(aS.a*v  F«,«j  +  f^S.v^  Fäjäj  +  vS.>^fA  F«i«2)  =  0 
oder  nach  (c.  45) 

iSff»i»2«5^/c*v  =  0 ,  somit  5f«jöfj  =  0. 
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Daher  wird 

Sp{o^,Sx,p  +  yjS«,p  +  2«)  +  a  =  0 
eine   Cylinderfiäclie   sein ,   falls   « ,   «| ,   a^  complanar   gegeben 
sind,   dagegen   in   dem    anderen  Falle  eine  Flache  mit  unend- 
lich  fernem   Mittelpunkt.  Die  Achse  der  Gylinderfläche  ist  pa- 
rallel zu   Fäj«2,  wie  aus  Art.  183  der  Theorie  hervorgeht. 

65.  Zum  Abschluss  dieser  Betrachtungen  seien  dieselben 
weiter  geführt  für  den  Fall,  wo  die  Vektorfunktion  in  die 
dreigliedrige  Grundform  gebracht  ist  nach  Art.  158  der  Theorie 

(pp  =  Y^Sx^p  +  y^Sx^p  +  yjS«sP 
mit  der  Bedingung  der  Selbstconjugation  (Art.  161  der  Theorie) 

Es  ist  sodann  nach  (/.  228) 

Sx^x^x^Sy^y^y^ 
Verlegen  wir  nun  den  Vektorenursprung  nach  diesem  Mittel- 
punkte ,  so  wird  die  Gleichung  der  Fläche  nach  (G.  35) 

Sa(f)cü  =  —  Sefi  —  a  =  b 
und  wir  haben  es  mit  einem  Kegel  zu  tun ,  wenn 
Sy^7s^Sx^(x^e+Sy^y^eSx^Xy6+Sy^y^€SxiX^€  -  aSxyX^x^Sy^yi7^=0 
Die  Hauprichtungen   filr   die  Funktion  (p  können  leicht  be- 
stimmt   werden.    Die  symbolische   Gleichung,   der  cp  genügt, 
ist  nämlich 

S7iri73Sx^x^x^-\-Cl>S( Fä2«3  Vy^y^+  F«3«i  Fy,y,  +  Vx^x^ ^ri^a) 

+  (p'S{x,r,  +  «,y,  +  «3^3)  -  cp»  ==  0 .  .  .  .  (0,  40) 
Wenn    man    nun   hierin   cp   durch   m  ersetzt   und   die   drei 
Wurzeln  dieser  Gleichung  m, ,  m^j  m^  bestimmt ,  so  findet  mau 
die  Richtungen  der  Achsen  nach  Art.  58  aus 

{Cp  -  mjp,  =  0 ,  (cp  -^  m,)p,  =  0 ,  (cp  -  m3V3  =  0  .  (C.  41) 
welche  nach  Art.  182  der  Theorie  gelöst  werden  können. 

Sind  /}|,  P29  Pz  Einheitsvektoren,  so  ist  die  Länge  der  Halb- 
achsen leicht  zu  finden.  Denn  damit  der  Punkt  xa  der  Fläche 
angehöre,  muss 

x^S(TCp<r  =  b  somit  a  =  — == 

VSrCptr 

und   die  Länge  des  Radiusvektors  in  der  Richtung  a  ist  somit 

allgemein  » 
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,^VhT.^         Vj__ 

VaCptr        VSM^cpUtr 
Demnach  sind  die  Längen  der  Halbachsen  gleich 

Vh  Vh  Vh 


VS.p^<j>p,      VS.p^<pp^     ^S.p,q>p^ 
somit  nach  (G.  41) 

V^  V^  Vb 


V —  m,       V —  mj       V —  wij 
Nach   Art.  162  der  Theorie  nimmt  <pa  nun  die  Gestalt  an 
(j)«  =  _  m^p^Sp^u  —  m^pßp^a  ~  m^p^Sp^u, 
womit  die  Gleichung   in   die  möglichst  einfache  Gestalt  über- 
geführt ist. 

Von  der  Übereinstimmung  der  Zeichen  der  Wurzeln  der 
Gleichung  (0.  40)  hängt  somit  ab ,  ob  man  es  mit  einem  El- 
lipsoid,  mit  einem  einschaligen  oder  zweischaligen  Hyperboloid 
zu  tun  hat. 

Der  Kegel 

Su(pu  =  0 

ist  der  Asjmptotenkegel  der  Fläche 

Sco0eü  =  b , 
weil   die   unendlich  fernen   Punkte  der  letzten  Gleichung  auch 
der  ersteren  Genüge  leisten. 
66.  Die  Bedingung  für  einen  unendlich  fernen  Mittelpunkt  ist 

wenn  niclit  zugleich  eine  der  Gleichungen 

erfüllt  ist.  Die  Richtung  des  Mittelpunktes  wird  durch  den 
Zähler  des  Ausdrucks  für  ft  gegeben,  welcher  leicht  in  den 
mit  (/.  221)  bezeichneten  Wert  v  übergeht,  wenn  man  be- 
achtet dass  in  diesem  Falle 

Fy,y,  =  JTFy,73,    Vy,y,  =iTVy,y,,   Vy,y^  =  lTVy,y^ 
gesetzt  werden  kann. 

Die  Bediogung  der  Selbstconjugation  führt  aber  mit  sich, 
dass  der  Vektor  v  mit  xi  identisch  wird,  denn  es  ist  allge- 
mein T  =  o;  V,^'\(p'(A ,  somit  hier 
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Somit  ist  schliesslich  za  setzen 

U(i=ÜVy,r^ (0-43) 

Verlegt  man  nun  den  Ursprung  der  Vektoren  nach  einem 
Punkte  0-  der  Fläche,  so  erhält  die  Gleichung  derselben  die 
Form 

SaCpoi  +  2&ÜV  =  0 (0.  44) 

wenn  wie  in  (0.  11) 

V  =  Cj)(r  +  £ (C.  45) 

gesetzt  ist.  Nach  unsren  Annahmen  kann  v  nicht  verschwin- 
den, so  lange  a  nicht  ins  unendliche  rückt,  was  offenbar 
unmöglich  ist. 

Die  Gleichung  (C.  44)  kann  nun  weiter  dadurch  yereinfacht 
werden ,  dass  wir ,  wie  im  Art.  188  der  Theorie  schon  erörtert 
ist,  die  Vektoren  «j,  »^^  a^  derart  wählen,  dass 

wodurch  cpp  in  y^Sci^p-^y^Sx^p  übergeht. 

Wir  konnten  aber  auch  auf  die  Funktion  0  wieder  die  recht- 
winklige Transformation  anwenden.  Nach  der  Gleichung  (/.  56), 
woran  wir  mit  $  operiren,  genügt  die  Funktion  cp  der  sym- 
bolischen Gleichung 

x^<p  —  a?j(p^  -|-  (p^  =  0. 

Setzt  man  hierin  wieder  m  statt  $,  so  ergeben  sich  drei 
Werte  für  m,  von  denen  der  eine  verschwindet.  Die  anderen 
nennen  wir  mj ,  m^ ,  so  werden  die  Hauptrichtungen  gefun- 
den aus 

CpPj  =  0 ,  (cp  —  fn^)p^  =  0 ,  (cp  —  mj)pj  =  0. 

Die  erste  derselben  ist  in  diesem  Falle  die  Richtung  nach 
dem  unendlich  fernen  Mittelpunkt  (i.  Es  nimmt  nun  die  Funk- 
tion <p  die  Gestalt  an 

<pp  =  —  WjPjSpiP  —  m^p^Sp^p, 

weil  (pfjL  verschwindet,  und  hiermit  ist  wieder  für  die  Gleichung 
der  Fläche  die  einfachste  Form  erhalten.  Wir  geraten  in  dieser 
Weise  zum  elliptischen  oder  hyperbolischen  Paraboloid,  je  nach- 
dem die  Zeichen  der  Wurzeln  mp  m^  übereinstimmen  oder  nicht. 
Der  Vektor  v  kann  specieller  in  fA  übergeführt  werden ; 
denn   nach   (C.  45),  (C.  11)   haben  wir   sodann  nur  den  Punkt 
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der  Fläche  za  bestimmen,  wo  die  Normale  der  Richtung  /c» 
parallel  ist.  Setzen  wir  daher 

<J)(r  +  5  =  «At (0.  46) 

so  gilt  es  aas  dieser  Gleichung  und  derjenigen  der  Fläche  0- 
zu  bestimmen.  Dadurch  erhalten  wir  sodann  den  Scheitel 
der  Fläche.  Nun  folgt  aus  (G.  46) 

<r  =  cp-i  (äA4  —  *) (G.  47) 

und  dieser  Vektor  wird  nach  dem  Vorhergehenden  unendlich 
gross  sein ,  es  sei  denn ,  dass  xfjt,  —  e  in  der  Ebene  der  Vek- 
toren ^p  y^j  y^  enthalten  ist.  Somit  muss 

S7^7^(xfA  —  «)  =  0 
sein ,  oder  nach  (G.  48) 

S(jl{x(i  —  5)  =  0 ,  x  =  Ssfi"^ 
und  hiermit  wird  nun 

<r  =  cp-i(At  F«A*-^) (a48) 

Dieser  Ausdruck  stellt  allgemein  für  den  betrachteten  Fall 
den  Scheitel  der  Fläche  dar.  Ihr  Wert  ergibt  sich  leicht  aus 
(/.  220) I  wenn  man  darin  für  A,  /cc  die  Vektoren  V»^a^,  V^s^i 
wählt  und  für  i  fiVefA"^  setzt;  somit  ist 

wobei  auf  (/.  87),  (/.  85)  zu  achten  ist.  Schliesslich  erhält  man 
den  Wert  von  y  durch  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Glei- 
chung der  Fläche.  Setzt  man  statt  (G.  49) 

«•^yA^  +  Ä, 

so  ergibt  sich  die  Gleichung  ersten  Grades 

2ySefA  =  —  Sx{<px  +  2^)  —  a , 
sodass  die  Fläche  nur  einen  Scheitel  hat. 

Der  Fall  eines  unendlich  fernen  Mittelpunktes  tritt  stets 
ein,  wenn  die  Vektorfunktion  in  die  Form 

sich  bringen  lässt  und  gleichzeitig  Sy^y^€  nicht  verschwindet. 

67.  Wir  wollen  nun  nicht  bei  diesen  speciellereu  Fragen 
länger  stehen  bleiben;  nur  sei  bemerkt,  dass  die  Transforma- 
tionen, welche  wir  in  der  Theorie  ausführlich  erörtert  haben, 
aud  denen  wir  die  Namen  rechtwinklige,  cyclische,  focale 
Transformation  beilegten ,  die  Gleichungen  der  Flächen  zweiter 
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Ordnung  in  specielle  Formen  zu  bringen  gestatten,  deren 
wir  gelegentlich  bedürfen  werden. 

In  diesem  Artikel  wollen  wir  eine  Eigenschaft  zeigen,  wel- 
che stattfindet,  wenn  die  Fläche  eine  Rotationsfläche  ist. 

Ist  A  ein  Punkt  der  Rotationsachse,  deren  Richtang  mit  ß 
zusammenfallt,  so  muss  jede  Ebene 

S{p  —  »-{-xß)ß=Q (0.50) 

die  Oberfläche 

Äp(c?)p  +  2£)4-a  =  0 (0.51) 

in  einem  Kreise  schneiden,  dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  ob— x/3 
ist.  Somit  muss  für  alle  Werte  von  p,  welche  den  Gleichungen 
(0.  50)  (0.  51)  Genüge  leisten 

{p  —  xJ^xß)^=.f{a:). 

Indem  man  bei  bestimmtem  x  difierentürt ,  entsteht 

S(p  —  »  +  aß)dp  =  0,  Sßdp  =  0, 
S{(pp  +  s)dp  =  0, 
somit 

Sß{p  —  a-\-xß){(pp  +  s)  =  0 
oder 

Sß{p  —  «)  (cpp  +  5)  =  0 .  (0.  52) 

Diese  Gleichung   drückt   aus,    dass   die  Normale  zur  Flache 
in  einem  Meridianschnitt  enthalten  ist. 

Aus  den  vorhergehenden  Artikeln  erhellt,  das  die  Bedin- 
gung, der  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  genügen 
muss,  damit  dieselbe  eine  Rotationsfläche  darstellt,  ist,  daas 
die  symbolische  Gleichung,  welcher  die  Funktion  ^  geuCLgt, 
zwei  gleiche  Wurzeln  hat.  Dabei  kann  der  Mittelpunkt  in 
endlicher  Entfernung  oder  im  Unendlichen  liegen. 

68.  Wir  werden  im  Folgenden  mehrere  bekannten  £igen- 
schafben  der  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  einem  Mittelpunkte 
in  endlicher  Entfernung  zeigen.  Dabei  sei  stets  die  Gleichung 
(0.  35) ,  oder 

8p(pp  =  b (0.53) 

der  Ausgangspunkt  unsrer  Darstellung.  In  diesem  Falle  ist, 
wie  schon  bemerkt,  der  Mittelpunkt  der  Fläche  als  Vektoren- 
ursprung  gewählt. 
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Im  Art.  65  haben  wir  gezeigt ,  dass  die  Länge  des  Vektors , 
welcher  den  Mittelpunkt  mit  einem  Punkte  der  Fläche  verbin- 
det, durch 

Vb 


VS.  UffCp  Uff 
dargestellt   wird,  wenn  die  Richtung  des  Vektors  mit    üo-  zu- 
sammenfallt. 

Mit  Benutzung  dieser  Formel  wollen  wir  nun  zuerst  den 
Satz  beweisen :  die  Summe  der  Quadrate  der  reciproken  Längen 
dreier  unter  sich  rechtwinkligen  Halbmesser  ist  constant. 

Sind  ct^J  ac^y  »^  Einheitsvektoren  in  den  Richtungen  jener 
Halbmesser ,  so  ist  nach  (G.  44)  zu  beweisen 

S«,<J)«i  +  Sä^^äj  +  5äsCJ)ä3  =  C (C.  54) 

wenn 

i&jÄj  =  jSäjäj  =  Säjäj  =  0 (0.  55) 

Setzen  wir  nun  in  (C.  54)  statt  «, ,  «^  i  ^31  ^^  ^^it  diese 
Grossen  nicht  unter  dem  Funktionszeichen  <p  vorkommen,  die 
aus  (C.  55)  sich  ergebenden  Werte  «2^39  ^3^1;  ^i^ai  ^^  ^^^~ 
steht  der  Ausdruck 

und   dieser  ist ,  weil  $  selbst  conjugirt  ist ,  nach  (/.  41)  gleich 

x^Sot^ct^An^  =  —  »Pji 
wodurch  die  Gleichung  (G.  51)  bewiesen  ist. 

Hiermit  ist  nun  aber  zugleich  eine  Deutung  der  Invariante 
j?2  9  welche  in  der  Theorie  der  linearen  Vektorfunktion  (Art. 
145  der  Theorie)  auftritt,  gefunden. 

Die  Invariante  x^  kann  ebenfalls  leicht  gedeutet  werden, 
TFenn  man  nur  beachtet,  dass  dieselbe  bei  Benutzung  von  ^j, 
«2  9  ^3  übergeht  in 

«,  =  —  5(«iCp«2$«3  +  «jCpÄjCp«,  +  «3$«j(J)«^) 

=  a?(S«j$-*^Ä,  +  >S«2Cp~"^«2  -f-  ÄÄjCp-^Äg) 

X 

sodass   "^  der   Form   (G.  54)   gleich   kommt ,   nachdem  (p  darin 

X 

durch   $~"^   ersetzt  ist.   Wir  werden  aber  im  Art.  70  noch  zu 
einer  anderen  Deutung  geraten. 

Der   erwähnte  Satz  ist  aber  nur   ein   Specialfall  eines  weit 

7 
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allgememeren  Satzes,  welcher  leicht  hergeleitet  wird.  Nach 
(G.  24)  ist  nämlich  das  Produkt  der  Segmente  einer  Sekante 
aus  einem  beliebigen  Punkte  0-  in  der  Richtung  des  Vektors  r 
an  die  Fläche  gezogen 

S.Ur(pUr       • 

Ziehen  wir  daher  aus  diesem  Punkte  drei  Sekanten  in  unter 
sich  rechtwinkligen  Richtungen ,  so  wird  der  Gleichung  (C.  54) 
zufolge  die  Summe  der  reciproken  Werte  der  Produkte  der 
Segmente  einer  jeden  Secante  constant  sein. 

Wählen  wir  speciell  för  jenen  Punkt  den  Mittelpunkt  der 
Fläche,  so  erhalten  wir  den  ursprünglichen  Satz. 

69.  Wenn  man  aus  dem  Centrum  der  Fläche  ein  Perpendikel 
auf  eine  Tangentenebene  fallen  lässt,  so  ist  die  Länge  des- 
selben leicbt  zu  finden.  Die  Gleichung  der  Tangentenebene  in 
einem  Punkte  «  der  Fläche  ist  nämlich  nach  (C.  6) 

Sp0ot  =  b , 
und  die   Lange  des  Lotes ,  aus  dem  Vektorenursprung  darauf 
gefällt,  ist  daher 

b 

Es  seien  nun  drei  unter  sich  rechtwinklige  Tangentenebenen 
an  die  Fläche  gelegt,  so  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  der  Perpendikel ,  aus  dem  Mittelpunkte  auf  diese 
Ebenen  gefallt,  fSr  alle  derartigen  Systeme  constant  ist.  Es  ist 
daher  zu  beweisen,  dass 

1     +  .^  +  -^=C (C.  56) 


wenn 


und 


S(pa^(pa^  =  S(px^(pm^  =:  S(p»^0x^  :==  0 .  .  .  .  (C.  57) 


S»^0ci^  =  Sct^^m^  =  /S«3($«3  =  b (C.  58) 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  leicht  umg^talten.  Setzt  man 
nämlich 

<P^i=/'it    <P»i=ßiy    <P«5=ß3i 

SO  gehen  dieselben  über  in  die  nachstehende 

ßr'+ßr''^ßr'=G (C.  59) 
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wenn 

und  }.  .  (0.60) 

Sß,(p''%  =  5/3,<J)-i/3,  =  Sß.cD-^ß,  =  b 
AuB  den  letzteren  Gleichungen  folgt  nun 

und  die  Gleichung  (G.  59)  erfordert  somit  nur,  dass 

7,8.üß,(p-Wß^=G 

sei ,  wenn  die  ersteren  Gleichungen  des  Systems  (C.  60)  statt- 
finden. Dies  ist  aber  schon  im  yorhergehenden  Artikel  bewiesen. 
Wir  wollen  noch  einige  Betrachtungen  über  jene  Perpendikel, 
aus  dem  Centrum  auf  die  Tangentenebenen  gefallt,  anstellen. 
Suchen  wir  nämlich  den  Ort  des  Fusspunktes  des  Perpendikels. 
Für  die  Tangentenebene  im  Punkte  «  ist  der  Fusspunkt 

a  =s  6($«)~^. 
Nun  beschreibt  a  die  Fläche 

SaCpa,  =  h (C.  61) 

Es  ergibt  sich  daher 

und  durch  Substitution  in  (0.  61) 

Der  Fusspunkt  beschreibt  daher  eine  Fläche  vierter  Ordnung, 
der  wir  später  noch  begegnen  werden.  (S.  114) 

70.  Wir  kommen  jetzt  zu  den  bekannten  Sätzen  über 
die  conjugirten  Halbmesser  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung. Allgemein  seien  drei  solche  der  Richtung  und  Länge 
nach  mit  «j,  «2« '^3  bezeichnet.  Es  bestehen  sodann  die  SyAeme 
der  Gleichungen 

9»i<P»^  =  8a^0ct^  =  Set^^a^  =0 (0.  62) 

Sxi0ct^  =  8ot^(p»^  =  S»^(pot^  =6 (0.  63) 

Ohne  eine  specielle  Form  für  cp  yorauszusetzen ,  können  nun 
leicht  eine  Beihe  yon  Sätzen  bewiesen  werden.  Aus  (C.  62) 
fol^  nämlich 

(ptfj  =  a V^^x^  (a  skalar). 

Indem    nun    mit   S.»^   an   diese  Gleichung   operirt  und   die 
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dritte  der  Qleichangen  (G.  63)  beachtet  wird ,  entsteht 

Hieraas  lässt  sich  a  bestimmen  und  es  wird  sodann  weiter 
gefanden 

<j,,  =  |ZV!l (0.64) 

oder  mit  Rücksicht  aof  (f.  32) 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man 

Operirt  man   nan  hieran   mit  £».«3,  S^.«|,  a.s.w.  and  addirt 
die  Besaltate,  so  entsteht 

«,*  +  V  +  V  =  ^ (0.65) 

oder  in  Worten:   die  Samme  der  Qaadrate  der  Längen  dreier 
conjagirten  Darchmesser  ist  constant. 

Durch  Multiplikation  der  Gleichungen  von  der  Form  (G.  64) 
und  Operation  mit  S  an  das  Produkt  entsteht 

=  —  .^ nach  Art.  169  der  Theorie. 

Berücksichtigt   man   die   Gleichung  (/.  37),   so   kann   dieses 
Resultat  in  die  nachstehende  Gleichung  umgeformt  werden 

somit  

S«,«,«3  =  6|/"-^ (G.  66) 

oder  in  Worten:  Das  Parallelepiped  auf  drei conjugirten  Durch- 
messern ist  constant. 

Wenn   man  an  (G.  64)  mit  S.0»^  und  auch  mit  S.»i»2  ope- 
rirt, so  entstehen  die  beiden  Relationen 

(<P«,)»  =  ^^|5^ .  .  •• (0.67) 
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deren  jede  zu  neuen  Beziehungen  fährt.  Denn  wenn  die  beiden 
der  Gleichung  (C.  67)'  analog  gebildeten  Gleichungen  zu  der- 
selben addirt  werden,  erhält  man 

i(i>cc,y  +  i(p^,y  +  {<pcc,y  =  bx, (O.eo) 

wobei  auf  (/.  41)  Bücksicht  zu  nehmen  ist.  In  derselben  Weise 
ergibt  die  Relation  (C.  68)  mit  den  analog  gebildeten 

(7«,«,)»  +  (F«,«,)*  +  (^»,»a)*  =  ^^^'*» ^*  .  (C.70) 

sodass  wir  nun  zwei  neue  Sätze  gewonnen  haben,  deren  erster 
lautet:  Die  Summe  der  Quadrate  der  redproken  Langen  der 
Perpendikel  aus  dem  Gentrum  auf  drei  Tangentenebenen  in  den 
Endpunkten  dreier  conjugirten  Halbmesser  gefällt,  ist  constant; 
und  der  zweite  ist  in  Worten:  Die  Summe  der  Quadrate  der 
von  drei  conjugirten  Halbmessern  in  Paaren  gebildeten  Paral- 
lelogramme ist  constant. 

Aus  den  hier  bewiesenen  Eigenschaften  lassen  sich  nun  aber 
noch  ganz  leicht  mehrere  andere  folgern.  Denn,  weil  die  Funk- 
tion (p  der  symbolischen  Gleichung  (/.  48)  oder 

a  —  a!^<p  +  x^(p^  —  0^  =  O (C.  71) 

genügt,  so  erhält  man,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  ein- 
ander auf  die  Vektoren  «|,  »^,  o,  anwendet,  nachher  mit  8.»^ , 
S.»^^  S.«3  an  die  erhaltenen  Resultate  operirt  und  schliesslich 
addirt 

xZct^  —  x^'ZSa^ct  +  x^T,Sot<J>^»  —  zSa^^ct  ==  0 
oder 

j?2«*  —  a^ZSx^x  +  a?j2($«)*  —  ZSaCP^»  =  0, 
cmd  weil  die  ersteren  drei  Glieder  nach  (G.  65)  (0.  63)  (G.  69) 
bekannt  sind,  so  gilt  dasselbe  von  ZS»^^»  oder  ZS0»0^». 

In   ähnlicher   Weise  kann  man  verfahren,  wenn  man  zuerst 

an  (G.  71)  mit  ^"  operirt  hat,  wo  n  jede  ganze  Zahl  sein  kann. 

Jedem    der    so   erhaltenen    Resultate   kommt  natürlich   eine 

bestimmte  geometrische  Deutung  zu;  wir  wollen  uns  nur  noch 

damit  beschäftigen  die  Gleichung 

ZS»<p^(i  =  Z&px(p{(pa)  =  0 
za    interpretiren.   Die   Länge   /|    des   Radiusvektor  der  Fläche, 
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welche  der  Normale  zur  Tangentenebene  im  Punkte  «j  parallel 
ist,  ist  nach  (C.  42) 

Daher  ist 


S<p 


wenn  Z,  die  Länge  des  Lotes  ist  aus  dem  Centram  auf  jene 
Tangentenebene  gefallt.  Die  Torige  Gleichung  enthält  daher  den 
Satz:  Wenn  man  aus  dem  Mittelpunkte  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung '  Senkrechten  zu  den  Tangentenebenen  in  den  End- 
punkten dreier  conjugirten  Halbmesser  zieht  und  die  Schnitt- 
punkte dieser  Senkrechten  mit  der  Fläche  und  mit  den  Tan- 
gentenebenen bestimmt ,  so  ist  die  Summe  der  reciproken  Werte 
der  Quadrate  von  den  Produkten-  aus  den  erhaltenen  Segmenten 
einer  jeden  Senkrechten  constant. 

Wir  beweisen  nun  weiter  den  Satz:  die  Summe  der  Quadrate 
der  Projectionen  von  drei  conjugirten  Halbmessern  auf  eine 
beliebige  Gerade  ist  constant.  Die  Länge  der  Projection  des 
Halbmessers  »^  auf  den  Einheitsvektor  p  ist  nämlich  TSx^p; 
somit  ist  zu  beweisen 

{S^iPT  +  (Ä«aP)*  +  {Sx^py  =  constant. 

Nun  ist 

(&,/,)»==S((j-V<P«05*iP=  c-^  S(<P-V.  F«,Ä3)S«iPnach  (0.67) 
somit  ist 

13     3 

=  ^ ä$"~V(P'Sä|«j«3)  nach  (0.46) 

oder  schliesslich 

2:(&,p)^  =  65p(p-V  =  constant (O.  72) 

Weil  im  allgemeinen 

Sa_  \n  =  N 

so  ist 

2(S»ip)^  =  p*£ä,*  —  ZNVx^p 

und  hieraus  in   Verbindung  mit  (0.  72)  (0.  65) 


108 

2,NVeL^p  =  b(^  p*  —  Sp<p-^p)  =  constent.  .  .  (C.  73) 

oder  in  Worten  der  Satz:  die  Scunnie  der  Quadrate  der  Pro- 
iectionen  dreier  conjagirten  Halbmeaser  auf  eine  beliebige  Ebene 
ist  constant. 

71.  Wenn  in  dem  Punkte  o*  der  Flache  eine  Tangentenebene 
an  die  Fläche  gelegt  wird,  so  ist  dieselbe  der  zur  Richtung  a 
conjugirten  Diametralebene  parallel,  wie  aus  den  Gleichungen 
iener  Ebenen  hervorgeht 

Spqxr  +  b^O  und  SpCptr^O. 

Nehmen  wir  drei  conjugirte  Halbmesser  und  bringen  in  die 
Endpunkte  derselben  Tangentenebenen 

/S>(pÄ,  =6,   S><p«a  =  6,    S>(p«3  =  6.  .  .  .  (0.74) 

Es  wird  nun  der  Ort  des  Durchschnittpunktes  dieser  Ebenen 
gesucht. 

Aus  den  Bedingungen  (0.  62)  (0.  63)  folgt  zunächst  (0.  67) 
oder 

Wenn  man  diesen  Wert  und  die  analogen  in  (0. 74)  ein- 
trägt, so  entsteht 

Nach  (0.45)  ist  aber 

somit 

P  =  »i  +  «2  +  »r 
Addirt  man  nun  die  Gleichungen  (0.  74) ,  so  entsteht 

Sp(p{»i  +  »j  -f-  «3)  =  86 ,  somit  Sp^p  =  86 

als  Gleichung  des  Ortes.  Nun  sahen  wir  im  Art  65,  dass  die 
Halbachsen  der  gegebenen  Fläche  mittelst  6,  m,,  m^,  m^  aus- 
gedrückt werden.  Augenscheinlich  ist  daher  der  gesuchte  Ort 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  concentrisch  und  coazial 
mit  der  gegebenen,  und  derselben  ähnlich  ist  mit  dem  Ähn- 
lichkeitsyerhältnis  i/3. 

Auch  wollen  wir  den  Ort  suchen  des  Schnittpunktes  dreier 
unter  sich  rechtwinkligen  Tangentenebenen   der  Fläche.   Sind 
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»,  ß,  y   die   Berührungspunkte,   so   sind  die  Gleichungen  der 
Tangentenebenen 

Sp(pot  ^  Spcpß  ^  SpCp^  =  b,       . 
mit  den  Bedingungen 

S»q>»  =  Sßcpß  =  SyCPr  =  b 
S(pß<py  =  Sq>y<pa  =  ScpaCpß  =  0. 
Setzt  man 

so  gehen  die  yorhergehenden  Gleichungen  über  in 

Spci^  =  Spß,  =  Spy,  =b (0.  75) 

S»i<P~^»i=SßiCp-'^ß,  =  Sri(p-^^,=b.  .  .  .  (C.  76) 

Sß,7,=Sy,x,=S»,ß,  =  0 (0.77) 

Aus  den  Gleichungen  (C.  75)  erhält  man  leicht 
Vß,7,Sx,p+  Vr,x,Sß,p+Vx,ß,Sy,p=bV{ß,y,+y,a,+it,ß,) 
somit  nach  (c.  46)  (0.  77) 

pS«Ay,=6F(/3,yj  +  y,«,  +  «,/3,)  ....  (0.78) 
Weil  «],  /Sp  ^i  unter  sich  rechtwinklig  sind,  ist 
Sa,ß,y,  =  Tc^^ß,y,S.Ux,  Uß,  Uy,  =  -  T»,ß,y,  nach  {b.  80) 

Somit  kann  aus  der  Gleichung  (C.  78)  geschlossen  werden 

Die  Grossen  «p  j3p  ^j  genügen  aber  denselben  Bedingungen 
wie  /3p  j32,  jSs  im  Art.  69,  welche  mit  (C.  60)  bezeichnet  sind. 
Es  ist  daselbst  nachgewiesen ,  dass  sodann  die  Relation  (G.  59) 
stattfindet.  Somit  erhalten  wir  in  unsrem  Falle 

p^  =  constant. 

Der  gesuchte  Ort  ist  daher  eine  Kugel. 

72.  Wenn  durch  einen  festen  Punkt  a  der  Fläche  drei  unter 
sich  rechtwinklige  Vektoren  gezogen  werden,  so  geht  die 
Ebene,  welche  die  Schnittpunkte  derselben  mit  der  Fläche  ent- 
hält, durch  einen  festen  Punkt,  wenn  das  Yektorensystem sich 
bewegt.  Sind  x,  ß^  7  Einheitsvektoren,  welche  zu  einander 
rechtwinklig  aus  dem  Punkte  v  gezogen  werden,  so  sind  die 
Schnittpunkte  derselben  mit  der  Fläche  nach  (0.  4)  zu  bestim- 
men, nämlich 
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und  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  diese  drei  Punkte  ent- 
halt, ist  nach  (d.  7) 

Setzt  man  hierin 

^      ^~      S»0»  +  Sßcpß  +  Sr0y 

80  wird  derselben  genügt^).  Der  Wert  yon  p,  welcher  hieraus 
sich  ergibt,  kaon  jedoch  leicht  umgestaltet  werden.  Es  ist  näm- 
lich, weil  «,  /3y  p^  ein  rechtwinkliges  System  bilden, 

<pö-  =  —  »S»^9  —  ßSß^v  —  ySy(pv 
und  der  Nenner  ienes  Bruches  ist  nach  (C.  54)  constant,  näm- 
lich  —  Xy^   mit  der  Bezeichnung  des  Artikels  146  der  Theorie. 
Somit  wird  der  Wert  yon  p 

p  =  ^  —  2^ (0.79) 

Es  ist  nun  leicht  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  p  zu 
bestimmen,  wenn  o-  die  Fläche  beschreibt.  Es  folgt  nämlich 
aus  (0.  79)  unmittelbar 

und  bei  Einführung  in  die  Gleichung  der  Fläche  entsteht 

Der  Punkt  p  beschreibt  somit  eine  der  g^ebenen  Fläche 
concentrische  Flache  zweiter  Ordnung. 

79.  Andere  Beispiele  geometrischer  örter  sind:  P.  der  Ort 
des  Punktes,  aus  dem  drei  unter  sich  rechtwinklige  Tangenten 
an  die  Fläche  gelegt  werden  können. 

Ist  p  ein  Punkt  des  Ortes  und  sind  «,,  a^^  »^  Einheitsvek- 
toren in  den  Richtungen  eines  solchen  Systems  von  Tangenten, 
so  ist ,  wie  aus  (C.  4)  leicht  erkannt  wird , 

S*.p<p^i  —  {Sp(Pp  —  b)S»i<p(Xi  =  0 

S*.p(pÄ,  —  {SpCpp  —  h)S»^CpcL^  =  0 )  •  .  .  .  (0.  80) 

S*.p(p«3  —  {SpCpp  —  b)Sa^(pa,  =  0 


1)   Man  Tergleiche  die  aechste  Aufgabe  im  Art.  89. 
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und  es  müssen  nun  aus  diesen  Gleichungen  «,,  04,  «jeliminirt 
werden. 

Addition  der  Gleichungen  (G.  80)  ergibt  mit  Bücksicht 
auf  Art.  68 

S^.a^Cpp  4-  5*.«a<pp  +  5*.«3<J>/9  +  x^{SpCPp  —  6)  =  0. 

Weil  aber  «, ,  44,  «,  ein  rechtwinkliges  System  bilden,  so 
kann  hierfür  unmittelbar  nach  (c.  56)  geschrieben  werden     ^ 

eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  mit  der  gegebenen  con- 
centrisch  ist. 

2^.  Es  wird  der  Ort  des  Punktes  gesucht ,  dessen  Polarebene 
?on  dem  Mittelpunkte  in  constanter  Entfernung  liegt. 

Wenn  0-  ein  Punkt  des  Ortes  ist,  so  muss  die  Gleichung 
gelten 

-=— -  =  constant  oder  (^ö*)*  =  constant, 

oder  schliesslich 

«S^-^V  =  constant. 

Der  gesuchte  Ort  ist  somit  eine  Flache  zweiter  Ordnung, 
welche  mit  der  gegebenen  concentrisch  und  coazial  ist. 

Soll  das  Lot,  aus  dem   Punkte  selbst  auf  seine  Polarebene 

gefallt,  constante  Länge  haben,  so  muss  die  Gleichung  gelten 

Ärcper  —  b 

— yfLü =  constant, 

oder 

(StrCptr  —  by  =  C{(p^)\ 
In  diesem  Falle  wird  daher  eine  Fläche  vierter  Ordnung  er- 
halten,  welche  wie  leicht  ersichtlich  die  gegebene  Fläche  be- 
rührt in  ihrem  Durchschnitte  mit  dem  Kegel 

21p«r  =  0  oder  &<J>V  =  0. 
74.  Wir    wollen  nun  ein   filr  die  folgenden  Abschnitte  sehr 
wichtiges  Problem   erörtern.   Es  ist  dies  die  Bestimmung  des 
Durchschnittes  der  Fläche  zweiter  Ordnung 

Sp(pp  =  b (0.81) 

mit  der  Ebene 

S(p  — «)/3  =  0 (C.  82) 
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Zuerst  wollen  wir  den  Mittelpunkt  jenes  Ehirchflchnittes  be» 

stimmen.   Es  sei  derselbe  /et,  genannt,  sodass  erstens  die  Olei* 

ehnng  gilt 

S{ßi  — «)^  =  0 (0.83) 

Wählen  wir  nun  einen  Vektor  senkrecht  zu  ß^  den  wir  mit 

Fj0A  bezeichnen,  wo  A  willkürlich  ist,  so  muss  die  Gerade 

ßi  +  aVß}, 

die  Fläche  stets  in  solchen  Punkten  schneiden,  denen  gleiche 

doch  entgegengesetzte  Werte  yon  x  entsprechen;  somit  muss 

Sfi^Cpß^  —  6  +  2xSß?^(pfA^  +  x^Sß>^(pVßx  =  0 

für  alle  Werte  von  X  zwei  solche  Werte  yon  x  ergeben;  d.  h. 

es  yerschwindet  S.ßxcPß^  für  jedes  A,  oder  es  ist 

Fi3(pA*,  =  0,  (pti,^aß 

wo  a  näher  bestimmt  werden  muss.  Dies  geschieht  nun  leicht 

mittelst  der  Gleichung  (G.  83) ;  setzt  man  in  derselben  nämlich 

so  wird  gefunden 

^«i^  -  ..^    S»ß  ,^  Q ,, 

^  =  ^^=^3  ''''^  ^^^"^^-Sß^^ß  '  •  •  ^^'^^^ 
wodurch  die  Frage  gelöst  ist. 

Die  yorhergehenden  Gleichungen  lassen  jedoch  noch  eine 
Eigenschaft  erkennen.  Denn,  weil  die  Gleichung  der  Ebene 
(C.  82)  der  Relation  (C.  84)  zufolge  auch 

S(ß  —  x)(p(i.^  =  Q 
geschrieben    werden  kann,  so  zeigt  sich,  dass  diese  Ebene  der 
Tangentenebene  parallel  ist,  welche  in  dem  Schnittpunkte  des 
Vektors  ß  mit  der  Fläche  an  dieselbe  gelegt  wird.  Die  Glei- 
chung dieser  Tangentenebene  ist  nämlich 

wie  leicht  gefunden  werden  kann. 

Man  zeigt  weiter  ohne  Mühe ,  dass  die  Ebene  (C.  82)  der 
EHametralebene  parallel  geht,  welche  zur  Richtung  /x,  con- 
{ugirt  ist. 

Wenn  die  Ebene  (C.  82)  sich  selbst  parallel  yerlegt  wird , 
so  bleibt  nach  (G.  84)  die  Richtung  des  Mittelpunktsyektors 
angeändert;  daher  der  Satz:  der  Ort  der  Mittelpunkte  paralleler 
ebener   Durchschnitte  der  Fläche  ist   der  Durchmesser,  dessen 
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Richtung  coujügirt  ist  zur  Diametralebene ,  welche  jenen  Schnit- 
ten parallel  ist. 

Wir  müssen  nun  auch  weiter  die  Richtung  und  die  Grosse 
der  Achsen  des  Durchschnittes  bestimmen.  Am  einfachsten  ge- 
schieht dies  wohl ,  wenn  wir  diejenigen  Durchmesser  der  Schnitt- 
curve  bestimmen,  deren  Länge  71[p — /x,)  einen  Maximum- oder 
Minimumwert  hat. 

Es  müssen  deshalb  die  Gleichungen  stattfinden 
dl\p  —  /6«j)  =  0  oder  S{p  —  fA^)dp  =  0, 
Sßdp  =  0  und  S(ppdp  =  0, 
woraus  unmittelbar  sich  ergibt 

Sß{p-f,,)(pp  =  0 (0.85) 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  die  Schnittebene  den  Mittel- 
punkt der  Fläche  enthält,  geht  diese  Gleichung  über  in 

SßpCpp  =  0 (0.86) 

und  diesen  Fall  wollen  wir  zuerst  weiter  verfolgen.  Es  ist  nun 
p  zu  bestimmen  aus  (0.81),  (0.86)  und 

Sßp  =  0 .  (0.87) 

Aus  (0.  86)  folgt  zunächst 

Cpp  =  zß  +  yp (0.88) 

und  durch  Operation  mit  S.p 

somit  geht  (0.  88)  über  in 

{(p-bp-'^)p  =  zß 
p  =  z{0-  bp-^)-'ß 
und  in  Verbindung  mit  (0.  87) 

S.ß(0  —  6p-8)-i/3  =  0 (0.  89) 

Nun  kann  nach  (/.  38) ,  (/.  43)  jedoch  gesetzt  werden 

M0  -  hp-^-^ß  =  a^-^ß  ^  bp-\xß  -  (pß)  +  b^p-^ß, 

daher   durch  Operation  mit  S,ß  und  mit  Rücksicht  auf  (0.  89) 

xSß(tr^ßTp^  +  b{xß^'-Sß(pß)Tp^  +  b''ß^-=-^.  .  (0.90) 

woraus  Tp^  =  —  p*  gefunden  werden  kann.  Weiter  sind  nun 
auch  die  Richtungen  der  Achsen  bekannt,  weil  die  Gleichung 
gut 

Up  =  U(<p  —  bp-^)-^ß (C.  91) 

Im  allgemeineu  Falle  ist  p  za  bestimmen  aas 
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Setzen  wir  noD 


S0(p-At,W)p  =  o        ' ^^-^2) 


p  —  ^1  =  «■, 

so  gehen  die  yorhergehenden  Gleichungeii  über  in 

ÄrjS  =  0 ,  SirCPiT  +  2&r(pfi^  +  SfA^(pfA^  ==  b 
Sß<r{(p(r  +  (pfA^)  =  0. 

Nun  fahren   wir  hierein   den   Wert  von  /et,  ans  (C.  84)  ein 
und  erhalten  sodann 

Sß(rCpir  =  0 (C.  93) 

and  dies  sind  gerade  die  Gleichungen  für  den  vorigen  Fall, 
nur  ist  b  durch 

ersetzt.  Die  Gleichung,  welche  I\p  —  /x,)  bestimmt,  wird  des- 
halb auch  aus  (C.  89)  oder  (C.  90)  hervorgehen ,  wenn  man 
einfach  dieselbe  Substitution  ausführt,  somit 

+  ^  l"     S.ß(tr^ß\       " 

Bezeichnet  man  mit   (,   und  t^   die  Werte  von  T{p  —  ß^y, 
welche  sich  hieraus  ei^ben,  so  ist 

t^t^  aß^SßCp-^ß  <i       *i 

Somit  ist  das  Verhältnis  t^  :  t^  unabhängig  von  fc^ ,  wodurch 
der  Satz  bewiesen  ist: 

Die  Durchschnitte  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  paralle- 
len Ebenen  sind  ähnliche  Kegelschnitte. 

Die  Richtungen  der  Achsen  des  Durchschnittes  sind  schliess- 
lich durch  die  Gleichung 

£„=r[,-(6-Ä)^.JV....(C.94) 
bestimmt. 
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Wir  können  nun  leidit  zeigen,  daas  die  so  bestimmten 
Achsen  des  Kegelschnittes  sn  einander  senkrecht  and  conjagirt 
in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung  sein  müssen.  Denn 
nach  (C.  93)  kann  gesetzt  werden ,  wenn  die  beiden  Werte 
von  0-  mit  <r^^  o*,  bezeichnet  werden 

und  die  Operation  mit  S.^^,  8,^^  ergibt  nun 

So  lange  aber  y^,  y,  'verschieden  sind,  können  diese  Glei- 
chungen nur  stattfinden,  wenn 

<Sj-,^o-j  =  0  und  iSSTjO-jssO, 

wie  zu-  beweisen  war. 

75.  Wir  sind  in  dieser  Weise  zum  Begriffe  der  ähnlichen 
Kegelschnitte  gekommen  und  wollen  im  Anschluss  hieran  die 
Frage  erörtern ,  wann  ganz  allgemein  die  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, deren  auf  den  Mittelpunkt  bezogene  Gleichungen 

Spcpp  =  b,    ap\pp  =  c .  (0.95) 

sind,  einander  ähnlich  sind. 

Im  Art.  65  fanden  wir  für  die  Halbachsen  der  ersten  Fläche 

b  b  b 


|/— m/    V—m^'    V— 


m^ 


wo  mj,  m^^  m,  die  Wurzeln  der  Gleichung  (/.  98)  bedeuten. 
Bezeichnen  wir  mit  n,,  n,,  n^  die  analogen  Grössen  f&r  die 
Funktion  t/;  und  die  Coefficienten  der  Gleichung,  welche  m 
bestimmt  und  die  analog  zu  (/.  98)  ist,  mit  y,  y^yj«  so  muss, 
damit  Ähnlichkeit  der  Flächen  bestehe 


Setzen  wir 


^1 


so  ist 

Somit  wird 
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und  zweimaiige  Elimination   von   k  ergibt  die  gesachten  Be- 
dingungen 


*a        Vi 

'a'       »2* 

^1         Vi 

Ä          y 

(0.  96) 

76.  Die  Aaseinanderaetzongen  des  Art.  74  eriauben  uns 
weiter  die  Frage  zu  beantworten,  wie  eine  Ebene  gefunden 
werden  kann,  welche  die  Fläche  zweiter  Ordnung  in  einem 
Kreise  schneidet.  Wir  haben  zu  diesem  Zwecke  offenbar 
nur  die  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Ebenen  zu  betrachten. 
Die  Schnittcurye  wird  ein  Kreis  sein,  wenn  die  Gleichung 
(C.  90)  zwei  gleiche  Wurz^  Tß*  ergibt ,  somit  wenn  die  Glei- 
chung stattfindet 

(of^  4-  8.  Uß(püßy  +  AxS.  Uß(p-^  üß  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  muss  Uß  gelöst  werden,  doch  ist  diese 
Lösung  des  Problems  wenig  elegant. 

Nun  haben  wir  jedoch  in  der  Theorie  die  lineare  Vektor- 
fanktion  in  eine  Form  gebracht ,  welche  eine  äusserst  einfache 
Behandlung  des  Problems  gestattet.  Wir  wollen  deshalb  die 
Frage  wieder  rom  AnÜEuig  an  aufnehmen,  und  dabei  die  cy- 
klische  Form  ffir  (})p  in  Anwendung  Inringen,  welche  nach 
(/.  100)  ist 

<pp  =  gp  +  ^y>^P(^\ 

gj  A,   A,  /Et  werden  durch  (/.  116)  (/.  115)  (/.HS)  bestimmt. 
IKe  Gleichung  der  Fläche  erhält  nun  die  Gestalt 

oder 

(gr  —  ASAAft)p*  +  2hSp^Spfi  =  6, 
oder  schliesslich  nach  (/.  104)  (/.  115) 

mjp»  +*(mj  —  tn,)  Sp>JSpfi  =  b  .....  (0.  97) 
Schneidet  man  die  Fläche  durch  eine  der  Ebenen 

iSpAzsO,  SpfA  =  0 (C.98) 

00  ist  der  Durchschnitt  offenbar  ein  Kreis ,  und  weil  im  Art  168 
der  Theorie  gezeigt  ist,  dass  die  Vektorfunktion  nur  auf  eine  ein- 
zige Weise  in  die  cyclische  Form  gebracht  werden  kann ,  so  sind 
nur  zwei  Kreisschnittebenen  zu  finden,  deren  Normalen  A,  fi 
sind.    Dieselben   liegen  in   der  Ebene  der  Hauptrichtungen  p^^ 
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/93I    während    die    Haaptrichtung  p,    der  mittleren   Achse  der 
Fläche  angehört. 
Jede  der  Ebenen 

wo  ky  l  beliebige  skalare  Grössen  bedeuten,  schneidet  die 
Fläche  ebenfalls  in  einem  Ejreise.  Legt  man  £,  l  alle  Werte 
bei,  so  werden  zwei  Systeme  yon  parallelen  Kreisen  erhalten, 
und  es  gilt  nun  der  Satz,  dass  zwei  Kreise,  welche  nicht  dem 
nämlichen  System  angehören,  auf  einer  Kugel  liegen ,  and  zwar 
ist  die  Qleichung  dieser  Kugel 

mjp*  +  (mj  —  m,)  Sp?JSp(A  —  (m,  —  m,)  (SpA  —  k)  {Spfi  —  t)  =  b 
oder 

m,p*  +  (''*j  —  ^i)  {kSpfA  +  iSpA)  =  6  +  {m^  —  m^)kl. 

Die  Punkte  der  Fläche,  wo  die  Tangentenebenen  senkrecht 
zu  den  Vektoren  A,  fi  sind,  heissen  bekanntlich  die  Umfailici 
der  Fläche,  welche  mit  Hülfe  der  Torangegangenen  Formeln 
leicht  bestimmt  werden  können. 

77.  Wenn  gefordert  wird  die  Geraden  zu  bestimmen, 
welche  ganz  auf  der  Fläche  liegen,  so  gilt  es  Werte 
von  A,  ß  za  finden ,  so  dass  jeder  Punkt  ot'\-xß  unabhängig 
von  X  der  Fläche  angehört. 

Dies  fahrt  unmittelbar  nach  (C.  4)  zu  den  Gleichungen 

ScUp»  =  b,   Sß(pci  =  0,    Sß(pß  =  0   ....  (0.99) 

Die  erste  Gleichung  sagt  nur  aus,  dass  der  Punkt  a  der 
Fläche  angehören  muss;  durch  die  zweite  wird  ausgedrückt, 
dass  die  Richtung  ß  enthalten  sein  muss  in  der  Diametralebene 
welche  zum  Radiusvektor  des  Punktes  »  conjugirt  ist,  somit 
auch  in  der  Tangentenebene  welche  im  Punkte  «  an  die  Fläche 
gelegt  wird;  nach  der  dritten  Gleichung  ist  ß  eine  Seitenlinie 
des  asymptotischen  Kegels  der  Fläche.  Es  ist  somit  leicht  hier- 
aus eine  einfache  Construktion  für  /3  zu  entnehmen;  ß  ist 
nämlich  eine  der  beiden  Seitenlinien  des  Asymptotenkegels , 
welche  in  der  zum  Radiusvektor  «  conjugirten  Diametralebene 
liegen. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen,  welche  ß  bestimmen,  kann 
leicht  geschehen.  Man  findet  zunächst 

(pß=yV«ß ,  .  (C.  100) 
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wo  y  einen  bestimmten  Skalarwert  hat,  weil  Tß  ans  der 
Gleichung  gehoben  werden  kann.  Dies  ist  eine  lineare  Vektor- 
gleichung  f&r  ß^  welche  nach  der  allgemeinen  Methode  des 
Artikels  180  der  Theorie  gelöst  werden  kann.  Operirt  man  an 
dieselbe  mit  drei  nicht  complanaren  Vektoren  « ,  A ,  a^,  so  ent- 
stehen die  Gleichungen 

8ß(px  =  0,  Sß{(p\  —  yV?ix)  =  0,  Sß{0ß  —  yVfAx)=iO, 

welche  nur  zusammen  bestehen  können,  wenn 

S$ä(<?)A  —  y  Faä)  {(pfA  —  y  VfjLct)  =  0   ...  (0. 101) 

Hieraus  ergibt  sich  y\  sodann  ist 

ß  =  zV{<p\—yVxx)((p(i,^yV(Aa)    .  .  .  (0.102) 

wo  z  willkürlich  aber  skalar  ist.  Diese  Gleichungen  können 
einfacher  geschrieben  werden,  wenn  eine  specielle  Wahl  für 
A,  fjk  getroffen  wird.  (C.  101)  lautet  nämlich 

S^a0X^fi  -f-  yS0a{<pfi  Vx»  —  ^A  VfAOt)  -f  y^Setf^xSx^ot  =  0. 

Nach  (f.  32)  sind  die  beiden  ersteren  Glieder  umzuformen* 
Wählt  man  sodann  A,  /x  derart,  dass  VxfA=sa^  so  entsteht 
mit  Bücksicht  auf  die  erste  der  Gleichungen  (G.  99) 

by^  =  x (0.103) 

Für  ß  wird  weiter  gefunden 

ß  =  z  [«$-!«  —  y  F(cpA.  VfAcc  +  V\x.<P(a)  —  ^  «^. 

0 

Der  Coefficient  von  y  zwischen  Klammem  ist  nach  (c.  40) 
»{SfA^X  —  /Sa<Pa*)  —  {iaSk^»  —  xSfi^a) 
=  —  V.<p»  VK(a  =  V»(pa; 
sodass  nun   der  Wert  von  ß  mit  Rücksicht  auf  (0. 103)  über- 
geht in 

/3  =  ^  [l/ij/cp-i«  —  j)±  y»<P»l  ...  (0. 104) 

und  das  Problem  ist  hiermit  völlig  gelöst. 

78.  Wir  können  nun  auch  den  Ort  des  Punktes  auf  der 
Fläche  bestimmen ,  wo  die  beiden  Geraden  senkrecht  zu  einander 
sind;  denn  die  Bedingung,  welche  diese  Eigenschaft  ausdrückt, 
ist 

xhU'-^»  —  j\  —7^x(px  =  Q.  .  .  .  (0.104») 

s 
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Diese  Gleichung  kann  jedoch  sehr  vereinfacht  werden.  Es 
entsteht  nämlich,  wenn  man  an  die  identische  Qleichong 

a?4)-i«  — Äi»  +  4?j(|)»  — cp*«  =  0  .  .  .  (C.  104**) 
mit  S.Cp"^^»  operirt  und  dabei  die  erste  der  Relationen  (G.  99) 
beachtet 

a(0'~^ay  =  XiSxCp^^a  —  a^a^  -\-  b. 
Weiter  is  nach  (b,  1 34) 

Vx(p»  =  b^ -- a\(pa)\ 
und  aus  (C.  104**)  erhalt  man  durch  Operation  mit  S.a 

Die  Werte  von  (<J)-^«)^  und  Va^»  können  nun  in  (0. 104*) 
eingetragen  werden.  Das  Resultat  nimmt*  nach  Multiplikation 
mit  b  die  Gestalt  an 

{x^b  —  xot})  {bSaCp-^A  —  «*)  =  0. 

Wir  erhalten  somit  eine  Kugel  um  den  Mittelpunkt  der 
Fläche  beschrieben  und  die  Fläche  vierter  Ordnung,  der  wir 
schon  auf  S.  .99  begegneten.  Diese  Fläche  ist  der  Ort  desFuss- 
punktes  des  Lotes  aus  dem  Mittelpunkt  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  auf  ihre  Tangentenebenen  gefallt.  In  den  Schnitt- 
punkten dieses  Ortes  mit  der  gegebenen  Fläche  besteht  aber, 
wie  eine  Operation  mit  S,x  an  (C.  104)  zeigt,  die  Relation 
Sxß  =  0 ,  d.  h.  weil  ß  die  Richtungen  der  durch  den  Punkt  a 
gehenden  Geraden  der  Fläche  bestimmt,  so  wird  x  die  Nor- 
male zur  Fläche  zweiter  Ordnung  sein  müssen,  deren  Ausdruck 
im  allgemeinen  ^x  war.  In  jenen  Schnittpunkten  wird  demnach 
die  Beziehung  Vx(px  =  0  stattfinden  und  die  beiden  Geraden 
ß  können  nicht  senkrecht  zu  einander  sein.  In  dieser  Weise 
erkennt  man,  dass  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  zu  einander 
senkrechten  Geraden  der  Fläche  nur  aus  der  Kugel 

X 

besteht. 

Die   Richtungen,    welche   die   Winkel   zwischen   den   beiden 
auf  der  Fläche  gelegenen  Geraden  halbiren ,  sind 

üWlßbU-'^x-  ^)+  F«(^»"|±  uWxbU-^x-  y)-  FäcJ)«"! 

Bekanntlich  sind  dieselben  die  Richtungen  der  Krümmung s- 
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curven  der  Fläche  zweiter  OrdnuDg  im  Punkte  x,  Ist  d»  die 
Tangente  einer  der  Krümmungscarven ,  so  ist  zu  setzen 


V.darU{Va!b(<p-^x  —  j)+  Vx(px\  ± 


±  ül  y^U-^a  ~t)^  VxCpxfl  =  0   .  (0.  105) 

eine  Gleichung,  deren  Integration  die  Erümmungscnnren  ergibt. 

Es  wird  nicht  unpassend  sein  zu  bemerken,  dass  allen  bis- 
herigen Untersuchungen  die  allgemeine  auf  den  Mittelpunkt  als 
Vektorenursprung  bezogene  Gleichung  zu  Grunde  gelegt  ist. 
Bei  der  Beurteilung  der  Vorteile,  welche  der  Quaternionen- 
calcül  darbietet,  wird  der  umstand,  dass  diese  Allgemeinheit 
die  Einfachheit  der  angewandten  Rechnungen  und  der  erhal- 
tenen Resultate  nicht  beeinflusst  hat,  einen  wesentlichen  Un- 
terschied mit  der  gewöhnlichen  Rechnungsweise  darstellen. 

79.  Die  Gleichung 

Fp  =  F,p  +  A{Spx,  -  1)^  +  2B(Spx,  -  1)  {Spx^  -  1)  + 

+  C(Spx^  -  1)^  =  0 (C.  106) 

wo  Fp^  eine  Skalarfunktion  zweiten  Grades  in  p  ist,  wahrend 
Äj  Bj  C  skalare  Grössen  sind,  wird  im  allgemeinen  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  darstellen ,  welche  die  Fläche 

F,p  =  Q (0.107) 

in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Geraden 

Sp«,  —  1=0,  Sp»^  -^1  =  0 (0.  108) 

doppelt  berührt.  Denn  aus  der  Form  der  Gleichung  (0.  106) 
geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Gerade  (0.  108)  die  Flächen 
F  und  F^  in  den  nämlichen  Punkten  schneidet.  Ausserdem 
aber  findet  man  fSr  die  Normale  v  im  Punkte  p  der  Fläche  F^ 
-wenn  dieselbe  bei  der  Fläche  F^  mit  Vj  bezeichnet  wird 

v^y,+x,  [A{Spx,  -  1)  +  B{Spx^  -  1)]  + 

+  »,[B{Spx,  -  1)  +  C(Spx^  -  1)]. 
W^enn  p  den  Gleichungen  (0. 107)  (0.  108)  genügt,  so  ist 
demnach  auch 


^i^ 


Statt  Fp  —  F^p  kann  jedenfalls  geschrieben  werden 
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L  [j5(Sp<»,  -  l)+C{Sp»^  -  \)]*-iB*-AC){Spx,  -  1)»]. 

Wenn  nun  B^  —  AC  positiv  ist,  so  kann  dieser  Aosdrack 
in  zwei  reelle  Faktoren  zerlegt  werden,  and  erhält  daher  die 
Form 

{Spßt  -  J.)  {Spß,  -  6,). 
Ist  dagegen  B^  —  AC  negativ ,  so  erhält  F  —  F^  die  Form 

±[('Spr.-c,)»  +  (5py,-c,)»]. 
Augenscheinlich  können  beide  Fälle  in  die  Form 

k{Spx  -  ly  +  l{Spß -^  ly 

zusammengefasst  werden,  indem  man  k  und  l  gleiche  oder 
entgegengesetzte  Vorzeichen  erteilen  kann. 

80.  Wenn  wir  nun  einen  Fokalpunkt  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  als  eine  unendlich  kleine  Kugel  definiren ,  welche  mit 
derselben  eine  doppelte  Berührung  hat,  so  ist  einleuchtend, 
dass  die  Bestimmung  der  Fokalpunkte  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  darauf  hinaus  kommen  muss,  die  Werte  von  o*  zu 
bestimmen,  welche  der  Gleichung 

n[Sp(<pp  +  20  +  a]  =  {p  —  vf  +  h{8px  -  1)* + l{8pß  - 1)*  (0. 109) 
Genüge  leisten.  Vergleicht  man  die  Zahl  der  Skalarconstanten 
in  den  beiden  Gliedern,  so  zeigt  sich  unmittelbar,  dass  eine 
unendliche  Anzahl  Werte  für  0-,  k^  ly^^  ß  gefunden  werden 
kann.  In  dieser  Weise  wird  man  daher  die  Fokalkegel-s 
schnitte  der  Fläche  zweiter  Ordnung  erhalten. 

Durch  die  Gleichsetzung  der  Glieder  des  nämlichen  Grades 
zu  beiden  Seiten  jener  Gleichung  ergibt  sich 

nSp(pp  =  p^+kS'pa  +  lS^pß (0.110) 

Die  weitere  Untersuchung  wird  nun  wesentlich  erleichtert, 
wenn  wir  uns  der  fokalen  Transformation  der  linearen  Vektor- 
funktion erinnern,  welche  im  Art.  166  der  Theorie  ausführ- 
lich erörtert  ist.  Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  aber  im 
weiteren  voraussetzen,  die  Fläche  zweiter  Ordnung  habe  einen 
Mittelpunkt,  welcher  als  Vektorenursprung  gewählt  sei.  Es  ist 
sodann  nur  in  den  obigen  Formeln  f  gleich  Null  zu  setzen« 


:  J 
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Setzt  man  gemäss  der  GleichuDg  (C.  110) 

n(pp  =  p  +  kxSxp  +  IßSßp 

and  wendet  man  das  Verfahren  des  Artikels  166  der  Theorie 
an ,  um  die  unbekannten  Grössen  zu  bestimmen ,  so  erhält  man 
zunächst  bei  der  dort  benutzten  Bezeichnung 

n=  — ,  p.  =  üVxß (0. 112) 


h^^\)p,  =  kx8xp,  +  lßSßp,. 


Setzen  wir  nun  nach  (C.  112) 

»  —  xp^+yp^, 

so  werden  für  ^,  j^  die  Bedingungsgleichungen  erhalten 

kx^^lx,''  =  \-'^,   iy*  +  fo.^  =  l-— ' 

hasy  +  Ix^y^  =  0 , 
denen  nur  genügt  wird  durch 


x\/k  =  y      1 '  coah^  a?j  |/i  =  [/     1  —  ^  «n A , 


wij  ^  fn, 


y»/Ä=-"|/l-^«nA,  y,vT=Vl-^ 


♦Wj  '^  W»| 


cosh^ 


wo   A   willkürlich  ist.  Die  erste  der  Gleichungen  (G.  111)  geht 
nun  aber  über  in 

<r  =  up^  +  vp,, (0.113) 

wenn  der  Kürze  halber 


u  =  -]/"l-^^  — 


wii 


{{/k  cosh-^-Visinh)^ 


V  =  1/     1  —  ^  {\/k  sink—  Vi  cosh) , 

gesetzt  wird.  Hieraus  ergibt  sich  nun  weiter 

»'m,  rX      ^^^^ (C,,14) 

Wj  —  1712  W*|  —  ♦7*3 
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Nach  der  zweiten  der  Gleichungen  (C.  111)  ist  jedoch 

k-\-l  =  na  —  0"^  =s [-  M*  + 1?^, 


m. 


somit  durch  Vergleichung  mit  (C.  114) 


f»! «Ij  T/lj  fWj 


Aus  den  Belationen  (G.  113)  (0.  115)  erhellt  sofort,  dass  die 
Fokalpunkte  einen  Kegelschnitt  bilden,  dessen  Achsen  mit  p^ 
und  P3  der  Richtung  nach  zusammenfallen.  Die  Quadrate  der 
Längen  dieser  Achsen  sind  nach  (C.  115) 


\mj        mj/'       Vm,        m,  / 


Dieselben  sind  demnach  und  nach  Art.  65  den  Differenzen 
der  Achsen  der  Fläche  zweiter  Ordnung  gleich. 

In  (G.  112)  haben  wir  nur  eine  von  drei  möglichen  Voraus- 
setzungen gemacht.  Es  könnte  nämlich  auch  gesetzt  werden 

n=: — ,  P2=  UV»ß  oder  n  =  — ,  p^  =  UVaß. 


tWj  mj 


Diesen  Annahmen  entsprechen  noch  zwei  andere  Fokalke- 
gelschnitte. Man  ersieht  unmittelbar,  dass  diese  Gurven  in  den 
Hauptebenen  der  Fläche  enthalten  sind  und  dass  stets  eine 
Ellipse,  eine  Hyperbel,  und  eine  imaginäre  Gurve  darunter 
vorkommen  müssen. 

81.  Die  allgemeinen  Betrachtungen  dieser  Art  mögea  nun 
mit  einigen  über  confokale  Flächen  zweiter  Ordnung 
abgeschlossen  werden. 

Als  Definition  solcher  Flächen  sei  gewählt,  dass  zwei  der- 
artige Flächen  die  Eigenschaft  haben ,  dass  die  Differenzen  der 
Quadrate  der  correspondirenden  Halbachsen  constant  sind. 

Weil  für  die  Fläche  Sp(pp  =  b  nach  Art.  65 

b  b  b 


97ii  m^  tn^ 


die  Quadrate   der  Halbachsen  sind,  so  sind  dieselben  für  eine 
confocale  Fläche 
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wo  g  willkürlich  positiv  oder  negativ  ist.  Nun  sind  aber  die 
reciproken  Werte  von  fn, ,  m^ ,  m,  die  Wurzeln  der  symboli- 
schen Gleichung  y  welcher  die  Funktion  ^^  genOgt,  weil  die 
Funktion  0  der  symbolischen  Gleichung 

((p  —  mj  ($  —  tnj)  {(p  —  m,)  =  0. 

Genüge  leistet.  Ist 

Sp^p  =  6 

die  confokale  Fläche,  so  wird  die  symbolische  Gleichung  für 
die  Funktion  tf;'^  sein 

oder 

(*-'-"-  ^)  (*-  - "  -  i)  (♦-  - "  -  k)" "' 

sodass  die  Funktion  ^f^  —  g  identisch  sein  muss  mit  0""^,  oder 

Setzen  wir  nun 

(p-i=^    daher  auch  (p=(p-\ 
i  so  ist 

tp-i  =  ^,  +  ^  oder  ^  =  (cpj  +  g)-\ 

und  die  Gleichungen  der  ursprünglichen  Fläche  und  der  ihr 
confokalen  werden 

Sp(pr'p = h ,  Sp{(p,  +  gy^p = b. 

Im  Folgenden  wollen  wir  nun  den  Index  1  bei  der  Funktion 
01    wieder    weglassen,   sodass   wir   für   die   beiden   confokalen 
.  Flächen  schreiben 

Sp<p-V  =  6,  Sp((p  +  gr'p=^b (0.116) 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  drei  Flächen  zweiter 
Ordnung,  welche  mit  der  gegebenen  Fläche  confokal  sind.  Ist 
nämlich  a  der  Punkt,  so  muss  die  Gleichung  gelten 

&((p  +  l7)-V  =  6 (0.117) 

oder  nach  (/.  88)  (/.  42)  (/.  43) 

ff^b  -g\(T^ -  bx^)-g{x^7^-  &r<p(T  -  ftarj  -  a{S(r:p-^<r  - 5)=0  (0.1 18) 

eine   Gleichung,   welche  drei  Werte  von  g  ergibt,  sodass  auch 
drei  confokale  Oberflächen  gefunden  sind. 
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Wenn  g^,   g^^  g^   die  drei  Werte  von  g  sind,  so  lässt  sich 
zeigen,  dass  jedes  Paar  der  drei  Flächen 

Äp(^+i7i)"-V  =  6i    Sp(<P  +  ö'i)-V  =  ft,   Spicp  +  g^y^p^h 
sich   im   Punkte  9  senkrecht   durchschneidet.   Zu  dem  Zwecke 
ist  nur  nachzuweisen,  dass  die  drei  Normalen 

unter  sich  rechtwinklig  sind;  zum  Beispiel,  dass 

S-{<P + 9i)-H<P + i^,)-v  =  0. 

Man  setze 

(<P  +  i'i)"^»  =  T, ,  (<p  +  ^,)-'«r  =  T„ 
somit 

^  =  (<P  +  fl^,)T,  =  (cp  +  ^sK (0.119) 

Nach  (C.  117)  ist  nun  auch 

Aus  (C.  119)  erhält  man  jedoch   durch   Operation  mit  S.t^ 
und  mit  S.r^ 

b  =  St,{(P  +  g,)r,  =  Sr,($  +  flr3)r3 
und 

Srz{(p  +  ^aK  =  St^{<P  +  ^3K  =  *• 
Daher  ist  auch 

Är,($  +  ^3)73  =  5r3((p  +  ör,)Tj, 

oder 

(fl'3  —  fl^2)'SriT3  =  0  d.  h.  5rjT3  =  0, 

solange  ^3  —  g^  nicht  verschwindet. 

Der  Beweis  kann  auch  leicht  auf  andere  Weise  geführt  wer« 

den ,    wenn   man   beachtet ,  dass   die   Operationen   {0  -|"  9^)"^  9 

(0  4-  ^3)— ^   nach   den   Gleichungen  (/.  38)   (/.  43)   commutatiT 

sind.  Denn  sodann  ist 

Ä(<P + 9,)-H<P + ^3)"'^  =  Said)  +  g,)-\(p + g,)-^^ 

-=-^S.<r{<p+g,)-\<p+g,)''i 
92 — ^3 

[{'P+9t)-(<P+9z)^<f 

9i     9z 
und  die  Grösse  zwischen  den  eckigen  Elammern  verschwindet, 

weil  die  Grössen  gr^,  ^3  Wurzeln  der  Gleichung  (0.117)   sind. 
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Liegt  der  Punkt  0-  in   der  gegebenen  Fläche,  so  geht  die 
Gleichung  (0.118),  welche  g  bestimmt,  über  in 
g  =  0^  g^b  —  g(<r^  —  bx^  —  x^^'^  +  Ärcptr  +  6a?j  =  0  .  (0. 120) 

Wenn  ^, ,  g^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind,  so  kann 
gezeigt  werden,  dass  die  Normalen 

zu  den  beiden  durch  den  Punkt  0-  hindurchgehenden  confoka-* 
len  Flächen,  den  Achsen  des  Diametralschnittes  der  gegebenen 
Fläche  parallel  sind ,  welcher  zum  Halbmesser,  nach  dem  Punkte 
0*  gezogen,  conjugirt  ist. 

Nach  (C.  91)  sind  nämlich  die  Richtungen  jener  Achsen  be- 
stimmt durch 

wenn  ß  die  Normale  zur  Schnittebene  ist  und  p"^  der  Glei- 
chung (G.  89)  oder 

genügt.  Ersetzen  wir  bp~^  durch  einen  Skalar  A,  und  beachten, 

dass  in  dem  jetzigen  Falle  ausserdem 

ß  =  (p-V 

gesetzt  werden  muss,  so  werden  die  Achsen  bestimmt  durch 

T  =  (0-1  —  Ä)-i(J)-V (0.121) 

und 

Sr(p-V  =  0 (0.122) 

Nun  ist  aber 

■weü  umgekehrt 

ff  =  <p(<p~^  —  ä)t, 

somit  kann  non  geschrieben  werden 

T  =  (l  —  Ä<?))-V  =  —  K«?  —  ly^r  ...  (0. 123) 

and  die  Gleiehang  (C.  122)  geht  sodann  über  in 

O  =  Ä(l  -  h(p)-^(r<p-h  =  S.<r(p-\l  —  A<?))-i(r 

=  S.(T<p-\\  —  h(p)-\(\  —  Ä<p)  4-  A<p]<r 
=>  &(74)-V  +  hS(T{\  —  Ä<p)-i(r 
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oder  schliesBlich 

Safcp—Vy\  =  b (C.  124) 

Die  GleichüDgen  (C.  128)  (C.  124),  welche  die  Achsen  des 
Durchschnittes  bestimmen,  stimmen  nun  YoUkommen  mit  den- 
jenigen überein,  welche  die  Normalen  der  confokalen  Flächen 
ergeben 

y  =  (0  +  ^)-i(r ,  S<r(cp  +  ^)-i<r  =  6  nach  (0.117) 

wenn  nur  — ^  du^<^b  9   ersetzt   wird.   Hiermit  ist   unser  Satz 

n 

bewiesen. 

Der   Ort  der  Pole  einer  gegebenen  Ebene  in  Bezug  auf  ein 

System  confokaler  Flächen  ist  eine  Gerade.  Denn,  wenn 

S»p  =  a (0. 125) 

die  gegebene  Ebene  ist ,  und  a  der  Pol  in  Bezug  auf  die  Fläche 
des  Systems 

30  muss  die  Gleichung  (C.  125)  identisch  sein  mit 

Sp{(p  +  9)-h  =  b, 
somit 

Hieraus  erhellt  unmittelbar,  dass  der  Ort  des  Poles,  wenn 
g  sich  ändert,  eine  Gerade  parallel  zu  «,  somit  senkrecht  zur 
gegebenen  Ebene  ist. 

82.  Nachdem  wir  nun  die  wichtigsten  Eigenschaften  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  im  allgemeinen  Falle  erörtert  haben, 
wollen  wir  uns  weiter  mit  einer  speciellen  Fläche  derselben, 
welche  bei  mehreren  Untersuchungen  Yon  hervorragender  Be- 
deutung ist,  beschäftigen,  nämlich  mit  der  Kegel  fläche 
zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung,  wie  wir  schon  fanden, 
stets  geschrieben  werden  kann 

Sp<pp  =  0 •  .  (0. 126) 

wenn    der    Scheitel   des  Kegels  zum    Ursprung  der  Vektoren 
gewählt  wird.   Schneiden  wir   die  Fläche   durch   eine  um  deu 
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Scheitel  beschriebene  Kugel,  so  entsteht  als  Durchschnitt  der 
sphaerische  Kegelschnitt,  dessen  Eigenschaften  daher 
unmittelbar  denen  des  Kegels  zu  entnehmen  sind.  Der  sphae- 
rische Kegelschnitt  ist  in  (G.  126)  enthalten,  wenn  wir  nur 
die  Voraussetzung  machen,  dass  Tp  constant  ist.  Am  einfach- 
sten ist 

I>  =  1 (0.127) 

zu  setzen,  wie  wir  gelegentlich  tun  werden. 

Die  Normale  in  einem  Punkte  des  Kegels  ist  (pp;  wenn  xp 
statt  p  gesetzt  wird,  so  geht  cpp  in  x^p  über,  woraus  der  Satz 
erhellt : 

Die  Normalen  in  sämtlichen  Punkten  einer  Seite  des  Kegels 
sind  einander  parallel  oder  die  Tangentenebene  in  einem  Punkte 
des  Kegels  berührt  denselben  längs  der  ganzen  jenen  Punkt 
enthaltenden  Seite. 

Die  Polarebene  eines  jeden  Punktes  enthält  den  Scheitel  des 
Kegels,  wie  aus  seiner  Gleichung 

Spq>x  —  0 

erhellt.  Dieselbe  schneidet  den  Kegel  in  zwei  Geraden,  welche 
leicht  bestimmt  werden  können.  Die  beiden  Gleichungen 

S»(pp  =  0  ,         SpCpp  =  0 

stimmen  nämlich  ganz  mit  den  Gleichungen  (G.  99)  überein. 

Bringt  man  die  Funktion  $  in  die  cyklische  Form,  so  wird 
die  Gleichung  des  Kegels 

{g  —  äSaa6)p^  +  2hS/.pSfAp  =  0, 

oder  einfacher 

S?,pSfip=Cp^ (0.128) 

wo 

hS^fA—g_  ^ 
~2h ^ 

gesetzt  ist.  Auch  kann  man  statt  (0. 128)  schreiben 

SxUpS[JLUp  =  —C (0.129) 

und  in  dieser  Form  wird  durch  die  Gleichung  eine  bekannte 
Eigenschaft  der  sphaerischen  Kegelschnitte  ausgesprochen,  wel- 
che wir  zunächst  erörtern  wollen. 
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Wie  wir  schon  im  Art.  76  sahen,  sind  A,  /cc  die  Normalen 
zu  den  cyklischen  Ebenen  des  Kegels  oder  die  Punkte  A,  pt, 
auf  der  Einheitskugel  sind  die  Pole  der  cyklischen  Bogen. 
Somit  ist 

Up 

der  negative  Wert  des  Sinus  des  Lotes  aus  dem  Punkte  üp 
des  Kegelschnittes  auf  den  cyklischen  Bogen  gefallt.  Die  Glei- 
chung (C.  129)  enthält  daher  den  Satz:  Das  Produkt  der  Sinus 
der  senkrechten  Bogen  aus  einem  Punkte  des  Kegelschnittes 
auf  die  beiden  cyklischen  Bögen  gefallt,  ist  constant. 

83.  Wenn  man  in  dem  Scheitel  des  Kegels  samtUche  Nor- 
malen der  Fläche  zieht ,  so  entsteht  ein  andrer  Kegel,  der 
Beciprokalkegel  des  ersteren.  Die  Gleichung  dieses  Beci- 
prokalkegels  ist  leicht  zu  finden.  Ist  a  nämlich  eine  Seite  des- 
selben, so  ist 

«  =  xcpp ,  daher  /S!w(J)""^«  =  0. 

Die  Vektoren  A,  (a  stehen  zu  diesem  Kegel  in  einer  eigen- 
tümlichen Beziehung;  nach  einem  bekannten  Satze  sind  die- 
selben nämlich  die  Fokallinien  des  Reciprokalkegels  und  aut 
der  Einheitskugel  sind  die  Punkte  A,  fjt,  die  Brennpunkte 
des  Beciprokalkegelschnittes.  Wenn  wir  nämlich  in  die  Glei- 
chung (G.  115),  welche  die  Fokalkegelschnitte  der  Fläche 

SpCpp  =  a 
bestimmt,  a  der  Null  gleich  setzen,  so  eigibt  sich 

^-i"'     -i  +  ^-i'''      -1  =  0 (C5.180) 

als  die  Gleichung  eines  Fokalkegelschnittes  des  Kegels  Sp^p  =  0^ 
und  man  schreibt  leicht  die  Gleichung  der  beiden  anderen 
Curven  hin.  Führen  wir  nun  die  Voraussetzung  ein 

^»2  >  ♦'*l  >  »'»31 

so  stellt  (C.  130)  zwei  Geraden  dar,  welche  die  Fokallinien 
des  Kegels  genannt  werden.  Die  beiden  andren  Fokalkegel- 
schnitte sind  imaginär ;  ihr  einziger  reeller  Punkt  ist  der  Scheitel 
des  Kegels. 
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Die  Fokallinien  eines  Kegels  8p0pf=iO  fallen  nach  (C.  180) 
(C.  113)  längs  den  Vektoren 

P2  ^^i  "^  —  ^i"^  ±  ^3  ^^3~^  —  m,  -1. 
Diese  Linien  stimmen  mit  den  Vektoren  A,  Aj  der  bifokalen 
Transformation,  welche  wir  im  Art.  168  der  Theorie  ausein- 
andersetzten ,  zusammen.  Weil  die  Wurzeln  der  symbolischen 
Gleichung ,  der  die  Funktion  ^"^  genügt ,  die  reciproken  Werte 
von  m^ ,  m^j  m^  sind ,  so  werden  demnach  die  Fokallinien  des 
Beciprokalkegels  mit  den  Vektoren 

Pj  Vm^  —  «ij  ±  /Jj  1/m,  —  m^ 

der  Richtung  nach  zusammenfallen.  Vergleicht  man  diese  Werte 
aber  mit  denjenigen  von  A,  /sc,  welche  wir  in  der  Formel 
(/.  113)  geschrieben  haben,  so  zeigt  sich,  dass  in  der  Tat  die 
Fokallinien  des  Beciprokalkegels  mit  den  Vektoren  A ,  fA  iden- 
tisch sind. 

84.  Fällt  man  aus  den  beiden  Brennpunkten  eines  sphaeri- 
schen  Kegelschnittes  Perpendikel  auf  eine  Tangente  desselben , 
so  ist  das  Produkt  der  Sinus  jener  Perpendikel  constant. 

Wir  sahen  im  vorigen  Artikel,  dass  A,  /c«  die  Brennpunkte 
des  Kegelschnittes 

S<r<p-^(r  =  0 

sind.  Die  Tangente  im  Punkte  a  dieses  Kegelschnittes  hat  den 
Pol   U0-^ff;  somit  bleibt  der  Wert  der  Grösse 

Sa  ü<p-^a  SfA  U(Jr^(r 

zu  untersuchen.  Nun  ist  jedoch 

U(p-^<r  =  üp, 

wenn  p  eine  Seitenlinie  des  ursprüi^^ichen  Kegels  ist.  Nach 
der  Gleichung  (C.  129)  ist  somit  das  obige  Produkt  constant. 

Wenn  t  ein  beliebiger  Punkt  T  der  Einheitskugel  ist,  so 
können  aus  demselben  zwei  Tangentenbogen  an  den  Kegel- 
schnitt gelegt  werden  und  die  Berührungspunkte  P,  Q  oder 
Pij  Pi  derselben  genügen  den  Gleichungen 

SpjCpT  =  Spj(J)T  =  0 (0.131) 

Fällt  man  nun  aus  einem  beliebigen  Punkte  p  des  Kegel- 
schnittes senkrechte  Bogen  PT,  QT,  so  sind  die  Sinus  dieser 
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Bogen  Xj,  L^  leicht  hinzaschreiben.  Der  Pol  des  Kreises  PT 
ist  nämlich  UVrp^  oder  auch   Ucpp^ ;  somit 

dn  L^  =  —  SUp^p^  =  —  SU{p  TtPi)  ...  (0.  1 32) 
In  gleicher  Weise 

8inL^  =  —  SUp(pp^^^SU{pVp^T)  .  .  .  (C.  138) 

Bezeichnen  wir  noch  mit  l  das  Lot  ans  dem  Punkte  p  auf 
PQ  gefällt,  so  ist 

^n  Z  =  —  SUp  Vp^p^  =  —  SUpCPr  nach  (0.  131)  .  (0.  134) 

Allgemein  kann  gesetzt  werden  nach  (c.  46) 

pSp^p^r  =  pßp^rp  +  p^Srp^p  +  rSp^p^p 
und 

cppSpiP^T  =  (pp^Sp^rp  +  p^SrpiP  +  0rSpiP^p. 

Die  Operation  mit  S»p  an  die  letzte  Gleichung  ergibt,  weil 
p  dem  Kegel  angehört 

Sp(pPiSp^rp  +  Sp:pp^STp^p-\'Sp<pTSpiP^p  =  0  .  .  (C.  135) 

Nun  ist  jedoch 

ÄpcpPi  =  TpT0PiSUp(pPi  =  —  TpT(pp^  sinL^  nach  (C.  132) 

S.p^7p  =  TpTVp^TSU{p  Vp^T)  =  —  TpTVp^TsinL^  nach  (0. 133). 

In  gleicher  Weise  können  die  übrigen  Grössen,  welche  in 
der  Gleichung  (G.  135)  vorkommen,  umgeformt  werden,  wenn 
auch  noch  (C.  134)  beachtet  wird;  es  entsteht  dadurch  die 
Relation 

{T^p^  TVp^T  +  T(pp^TVTp^)8inLi  sinL^  =  —  T^TTVpiP^sinH. 

Wenn  daher  der  Punkt  p  den  sphaerischen  Kegelschnitt  be- 
schreibt, so  bleibt 

sinL*  sinL^  .      . 
\-^ — -  =  constani^ 

wodurch  ein  bekannter  Satz  erhalten  ist:  Das  Produkt  der 
Sinus  der  senkrechten  Bogen  aus  irgend  einem  Punkte  eines 
sphaerischen  Kegelschnittes  auf  zwei  beliebige  Tangenten  ge- 
lallt, steht  zum  Quadrat  des  Sinus  des  Perpendikels  aus  dem- 
selben Punkte  auf  die  Berührungssehne  gezogen,  in  einem  con- 
stauten  Verhältnis. 

Die  Bestimmung  der  Achsen  des  sphaerischen  Kegelschnittes 
kommt  hinaus   auf  die   Bestimmung  der  Hauptebenen  fOr  die 
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Fanktion  (pp  und  wir  brauchen  daher  nicht  länger  dabei  za 
verweilen. 

85.  Wir  wollen  diese  Betrachtungen  damit  schliessen,  dass 
wir  fSr  zwei  wichidge  Fälle  die  Gleichung  eines  Kegels  suchen. 

1^.  Ein  Kreis  und  ein  Punkt  ausserhalb  der  Ebene  desselben 
sind  gegeben.  Es  wird  der  Kegel  gesucht,  dessen  Scheitel  in 
diesem  Punkte  liegt,  während  jener  Kreis  die  Directrix  ist. 

Der  Punkt  sei  x  und  der  Kreis  sei  bestimmt  durch  die 
Gleichungen 

(P  — A*)'  =  — f^  Sßp  =  a. 

Wenn  u  ein  Punkt  des  Kegels  ist,  so  muss  die  Gerade 
et  -{-.  a{a  —  «)  den  Kreis  schneiden ;  somit  muss 

[ä  —  /s«  -j-  x{u  —  »)y  =  —  r* ,  Sß[a  -f-  a?(«  —  a)]  =  a. 

Die  Elimination  Yon  a  ergibt 

[(«  -  fA)Sß(pi  -  ä)  +  (ä  -  S»ß)  («  -»)T  +  r^S^ß{a  -  ä)  =  0 , 

die  Gleichung  eines  Kegels  mit  dem  Punkt  «  als  Scheitel,  weil 
dieselbe  von  T{a  —  et)  unabhängig  ist. 

2^.  Es  sind  fänf  Vektoren  «,  /3,  ^,  ),  «  gegeben;  e»  wird 
die  Gleichung  des  Kegels  gefragt,  welche  dieselben  als  Seiten 
enthält. 

Unser  Ausgangspunkt  bei  der  Beantwortung  dieser  Frage 
soll  der  PAscAL'sche  Satz  sein.  Ist  p  eine  willkürliche  sechste 
Seite  des  Kegels ,  so  müssen  die  Durchschnittsgeraden  der  Ebe- 
nen (ä,  ß)  und  (J,  e);  {ß,  y)  und  (*,  p);  (y,  i)  und  (p,  a) 
complanar  sein.  Die  erste  Gerade  ergibt  sich  leicht  aus  den 
beiden  Gleichungen 

S(Jtß(r  =  0,    Sii(r  =  0^ 
daher 

a  =  aV.VccßVh. 

Ähnliche  Ausdrücke  ergeben  sich  für  die  andren  Durch- 
Bchnittsgeraden.  Es  erhellt  nun  sofort,  dass  wenn  wir  die 
Gleichung 

S.  Vi  Vaß  Vli)  V{  Vßr  Vbp)  V(  Vyi  Vpx)  =  0  .  .  (0. 136) 
hinschreiben ,  dieselbe  den  Kegel  zweiten  Grades  darstellen  muss. 
umgekehrt  ersieht  man  leicht,  dass  die  Gleichung  (G.  136)  den 
gestellten  Bedingungen   Genüge  leistet.  Erstens  gehört  dieselbe 
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einem  E^el  zweiter  Ordnung  an,  weil  sie  unabhängig  von 
Tfi  ist,  und  überhaupt  Yom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  p. 
Setzen  wir  statt  p  die  Vektoren  «,  «,  so  ersieht  man  unmit- 
telbar, dass  dieselben  der  Gleichung  Genüge  leisten.  Nehmen 
wir  ß  statt  p,  so  entsteht 
S.  V{  Vccß  Vie)  V.{  V{  Vßy  Vsß)  V{  Fy5  Vßcc)\  = 

=  S.  V{  Vxß  Vii){  VßaS.  Vyl  Vßy  Veß--  VyiS.  Vß»  Vßy  V€ß\ 
=  -5fr«/3  ns  VyLSVßcL  Vßy  Vsß 
und   hierin   verschwindet  S,  Vß»  Vßy  Veß ,   weil   die  Vektoren , 
welche  unter  dem  Zeichen  S  stehen ,  sämtlich  senkrecht  zu  ß , 
somit  complanar  sind. 

In  gleicher  Weise  kann  bewiesen  werden,  dass  die  Vektoren 
yj  i  der  Gleichung  (C.  126)  Genüge  leisten. 

86.  Wir  wollen  nun  allgemeiner  einige  Reciprokal flä- 
chen herleiten.  Ist  eine  feste  Eugel  gewählt,  so  wird  bekannt- 
lich die  Enveloppe  der  Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug  aaf 
diese  Eugel,  wenn  der  Punkt  eine  Fläche  beschreibt,  die  Ke- 
ciprokalfiäche  dieser  Fläche  genannt  in  Bezug  auf  die  feste 
Eugel.  Es  sei  nun 

«^  =  — r> (0.137) 

die  feste  Eugel,  und  die  Beciprokalfläche  der  Eugel 

(p  -_  ^)a=  -  a* (0. 138) 

wird   gefragt.   Die   Gleichung  der  Polarebene  eines   Punktes  p 
ist  sodann  nach  (0.  6) 

Sap  =  —  r^ :  .  .  (0.139) 

Die  Enveloppe  dieser  Ebene  unter  der  Bedingung  (0. 138) 
zu  finden,  difierentiire  man  die  beiden  Gleichungen;  das  Re« 
sultat  lautet 

S(p  —  a)dp  =  0 ,  Sofdp  =  0 
und  diese  Belationen  können  nur  zusammen  bestehen  für  jedes 
willkürliche  (2p,  wenn 

p  —  «  =  j?«. 
Hieraus  folgt  unmittelbar 

daher  nun  weiter 
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und   die  Sabstitation   in   (G.  189)    ergibt  för  die  gesuchte  £n- 
veloppe 

(S««  +  r^y  +  a^a^  =  0, 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung.  Schneidet  man  die  Fläche  durch 
eine  Ebene 

WO  c  willkürlich  ist,  so  ist  die  Dnrchschnittscurve  ein  Kreis, 
welcher  auf  einer  um  den  Ursprung  beschriebenen  Kugel  enthalten 
ist.  Es  ist  daher  augenscheinlich,  dass  wir  es  mit  einer  Dm- 
drehungsfläche  zu  tun  haben,  deren  Achse  der  Vektor  a  ist. 
Die  Beciprokalfläche  einer  willkürlichen  Fläche  zweiter  Ordnung 

S/j(<pp  +  2*)  +  a  =  0 (0.140) 

kann   auch   leicht  bestimmt   werden.    Wir   erhalten    durch  die 
Differentiation  von  (0. 139)  (C.  140) 

S{(pp -\- e)dp  =  0 ,  Sadp=:0, 
somit 

und  durch  Substitution  dieser  Werte  in  (0.  140) 

Trägt   man   nun   diesen    Wert  in  (0.  189)  ein,  so  entsteht  die 
gesuchte  Gleichung 

SoäCpr^aiSsCp-^i  —  a)  =  (»•*  —  Sa(p-^g)\ 

Diese  Beciprokalfläche  ist  eine  Fläche  zweiter  Ordnung. 
87.  Wenn 

U=8p{(pp  +  2e)  +  a  =  0\    V=Sp{(piP  +  2€,)  +  a,=0   (0.141) 

zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  sind,  so  ist  wie  in  der  analy- 
tischen Geometrie 

l7+AF=Sp[(<p  +  A$i)p+2(#  +  ^)J  +  a  +  Aa,=0     (0. 142) 

eine  solche  Fläche,  welche  die  Durchschnittscurve  der  beiden 
vorhergehenden  enthält,  und  bei  yeränderlichem  k  stellt  (G.  142) 
ein  Büschel  von  Flächen  zweiter  Ordnung  dar.  Die 
bekannten  Eigenschaften  eines  solchen  Büschels  lassen  sich 
leicht  herleiten. 

9 
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Die  Polarebene  eines   Punktes   »  in   Bezug  auf  eine  Fläche 
des  Büschels  ist  nach  (C.  6) 

Sco((p»  +  i<p, «  +  f  +  i«i)  +  Sx{s  +  if  i)  +  a  +  ia^  =  0,     (0. 143) 

somit  eine  Ebene,  welche  die  feste  Gerade 

Sa(Cl>A-\-€)  -f-  Scte  +  fl  =  0 ,  S«(<pÄ  +  £,)  +  Sxe^  -{-  Oj  =  0 

enthält ;  daher  der  Satz :  die  Polarebenen  eines  beliebigen  Punk- 
tes in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  enthalten  eine  feste 
Gerade. 
Setzen  wir 

so  ergibt  (G.  143)  für  die  Polarebene  dieses  Punktes 
Su{<pß  +  k(p^ß  +  «  +  *fi)  +  Sß(€  +  foj  ■i-a'{'ka^  + 

somit  eine   Ebene,  welche  unabhängig  von  x  die  feste  Gerade 

enthält.  Wenn  daher  der  Punkt  eine  Gerade  durchläuft ,  so  be- 
schreibt seine  Polarebene  in  Bezug  auf  irgend  eine  feste  Fläche 
des  Büschels  eine  Gerade.  Die  Geraden ,  welche  in  dieser  Weise 
bei  allen  Flächen  des  Büschels  erhalten  werden,  bilden  zusam- 
men eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung  durch  die 
Elimination  von  k  zwischen  den  Gleichungen  (C.  144)  erhalten 
wird.  Diese  Gleichungen  stellen,  wie  unmittelbar  einleuchtet, 
zwei  projectivische  Ebenenbüschel  dar. 
Wenn  eine  Ebene 

Sp»  =  c (0.145) 

gegeben  ist,  so  kann  deren  Pol  u  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
des  Büschels  leicht  gefunden  werden.  Denn  weil  die  Polarebene 
des  Punktes  a  mit  (0.  145)  identisch  sein  muss,  so  ergibt  fdcli 
die  Bedingung 

<pa  +  €  +  k((piCo -\- €^)  ^  Sae  +  a  +  kS{ae^ -\- a^)       ^  ^^ 

»  c  •  \  '  i 

Beschreibt  nun  die  Fläche  das  Büschel ,  so  beschreibt  der 
Punkt  CO  eine  Raumcurve  dritten  Grades.  Denn  wenn  man  an 
(0.140)  mit  Sa,  5/x,  Sv,  operirt,  wo  A,  /sc,  i/  willkürliche 
Vektoren  bedeuten ,    so  erhält  man  drei  projectiyische  Ebenen- 
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büschel  und  zweimalige  Elimination  von  k  ergibt  zwei  Flächen 
zweiter  Ordnung,  welche  eine  Gerade  gemeinsam  enthalten; 
nämlich  wenn  man  zwischen  der  ersten  und  zweiten  und  auch 
zwischen  der  ersten  und  dritten  Gleichung  k  eliminirt,  so  ent- 
halten die  beiden  entstehenden  Flächen  zweiter  Ordnung  die 
Gerade 

cS{a(pk  4-  sX)  —  {SaB  -f  a)S«A  =  0 

Fragen  wir  schliesslich  nach  den  Kegeln ,  welche  im  Büschel 
enthalten  sind.  Im  Art.  61  fenden  wir,  dass  die  Bedingung, 
welche  ausdrückt,  dass  eine  Fläche  des  Büschels  ein  Kegel  ist, 
wie  nachstehend  geschrieben  werden  kann 

S{s  +  kt,)  {0  +  k(p^)-^  (€  +  ki^)  —  (a  +  ka,)  =  0  .  (C.  147) 

Nach  (/.  45)  kann  geschrieben  werden 

x{(p  +  k^p,)-^  =  o:,  -  :r,  ($  +  kcp,)  +  ($  +  A4>,)^ 

wo  a?,  0?, ,  ^2  ^i'irch  (/.  34)  (/.  41)  bestimmt  werden,  wenn 
darin  die  Funktion  <p'  durch  0  -f-  kj>i  ersetzt  wird.  Es  ist 
daher  x  Yom  dritten,  a^i  Yom  zweiten,  a^  vom  ersten  Grade 
in  Bezug  auf  £,  sodass  die  Funktion  (cp -|- ^^i)"^  das  Quotient 
ist  einer  Form  zweiten  Grades  durch  eine  solche  dritten  Grades 
in  Bezug  auf  k.  Demnach  wird  die  Gleichung  (G.  147)  eine 
solche  yierten  Grades  für  k  sein.  In  dem  Büschel  sind  daher 
vier  Kegel  vorhanden ,  deren  Mittelpunkte  nachher  durch  (0.  35) 
oder 

^==:_((P4.icPj)-i(«  +  foj) (0.148) 

gefunden  werden  können.  Bekanntlich  sind  hiermit  zugleich  die 
Ecken  der  allen  Flächen  des  Büschels  gemeinsamen  Polarvierseite 
gefunden. 

Bei  allen  bisherigen  Untersuchungen  ist  vorzugsweise  die 
allgemeine  Form  der  Gleichung  zweiten  Grades,  sei  es  denn 
auch  zum  Teil  in  der  auf  den  Mittelpunkt  reducirten  Form 
benutzt.  Es  wurde  dies  ermöglicht  durch  die  äusserst  eleganten 
Entwickelungen ,  welche  Hamilton  in  Bezug  auf  die  lineare 
Vektorfunktion  gegeben  hat.  Wir  brauchen  aber  kaum  zu  er- 
wähnen, dass  in  manchen  einzelnen  Fällen  eine  Reduktion 
jener    Gleichung   in   eine  specielle  Form   wünschenswert    sein 
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kann,  weshalb'  wir  auch  in  der  Theorie  die  vornehmsten 
jener  Reduktionen  erörtert  haben.  Wir  wollen  nun  diesen 
Abschnitt  nicht  schliessen  bevor  wir  ausser  der  Lösung  einiger 
Aufgaben  noch  eine  Anwendung  der  speciellen  Formen  der 
Gleichung  zweiten  Grades  gezeigt  haben. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  die  Gleichung  des  Ellipsoids 
in  der  im  Art.  109  der  Theorie  hergeleiteten  Form 

T\tp^pK)  =  K^^i^. (0.149) 

und  geben  einige  von  Hamilton  darüber  angestellten  Betrach- 
tungen hier  kurz  wieder. 

Es  sei  Ol  =  I ,  OK  =  x ,  OP  =  p ;  wenn  wir  nun  eine  Kugel 
beschreiben  um  den  Punkt  0,  welcher  den  Punkt  K  enthält, 
und  wenn  wir  aus  K  einen  Vektor  parallel  zu  OP  ziehen, 
welcher  die  Kugel  in  Q  schneidet,  so  ist  es  leicht  OQ  zu  be- 
rechnen; denn  setzen  wir 

OQ  =  Ä  -f-  a?p, 

so  ist 

(x  +  ojpy  =  lc^  a?  =  —  2Sp'-^K, 
daher 

OQ  =  IC  — .  2pSp-'^x  =  —  pKp-\ 

Verbindet  man  Q  mit  I,  so  ist  weiter 

QI  =  I  +  pxp-^  =  (ip  +  pic)p-S 
oder 

QI.OP  =  ip  +  PK. 
Schneidet  IQ   die  Kugelfläche   noch    in   Q',   so  ist  nach  einem 
bekannten  Satze 

IQ.IQ'  =  OP  —  0K^=  i»  —  x\ 

weil  OK  der  Radius  der  Kugel  ist.  Somit  ist  nun 

{T.Ql)  (T.O?)  =  nip  +  PK) 
(r.QT)(r.IQ')  =  x^  — I* 

Nach  Gleichung  (C.  149)  ist  daher 

T.OP  =  T.IQ'. 

Man  erhält  daher  die  nachstehende  einfache  Construction 
des  Ellipsoids:  Aus  irgend*  einem  Punkte  K  einer  Kugel- 
flache  und   dem    Mittelpunkte   0  ziehe  man  parallele  Geraden, 
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deren  zweite  wir  mit  OP  bezeichnen,  während  die  erste  die 
Kugel  in  Q  schneide.  Aus  einem  festen  Punkte  I  ziehe  man 
die  Gerade  IQ,  welche  die  Kugel  in  Q'  schneide.  Nun  be- 
stimme man  auf  OP  ein  Segmeni,  dessen  Länge  derjenigen  von 
IQ'  gleich  kommt.  Der  Ort  des  Punktes  P  ist  ein  EUipsoid. 

Die  beiden  Vektoren  Ol,  OK  sind  Normalen  zu  den  Kreis- 
schnittebeneu  des  Ellipsoids ;  dies  folgt  unmittelbar  aus  (C.  149) 
nämlich 

N{ip  +  p%)  =  Ntp  +  NpK  +  2SipKp  ==  (x}  —  i^f 
oder 

pa(i  —  ^y  +  AStpSKp  =  (**  —  i^)\ 

Dies  ist  aber  die  aus  der  cyklischen  Form  der  Vektorfunktion 
hergeleitete  Form  der  Gleichung  der  Fläche. 

Dasselbe  folgt  aber  auch  leicht  aus  der  Construction.  Ist  OP 
senkrecht  zu  OK,  so  berührt  KQ  die  Kugel  und  Q  fallt  in  K  ; 
daher  ist  IQ'  gleich  IK',  wenn  K'  der  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden KI  mit  der  Kugel  ist.  Ist  weiter  OP  senkrecht  zu  Ol, 
so  ist  Q  ein  Punkt  des  Durchschnittes  der  Kugel  mit  einer 
Ebene  durch  K  senkrecht  zu  Ol  und  hieraus  erhellt  sofort, 
das«  IQ'  constant  ist. 

89.  Wir   gehen  nun  zu  einigen  yermischten  Aufgaben  über. 

1^.  Eine  Gerade  ruht  auf  drei  gegebenen  Geraden.  Welche 
ist  die  Gleichung  des  Ortes? 

Sind 

die  gegebenen  Geraden, 

F(p-a)T  =  0 (0.150) 

die  veränderliche,  so  muss  nach  Art.  40 

S((r-«)/3T  =  0,  S((r-«,)i3jT  =  0,  5((r-«j)i3,T  =  0  .  (0.151) 

Eis  gilt  nun  zwischen  (G.  150),  (G.  151)  a  und  r  zu  elimi- 
niren.  Aus  (C.  150)  ergibt  sich  durch  Operation  mit  iS./3, 
S.ßt  ,  S.ß^. 

SjßT  =  SpßT,  5j/3,T  =  Sp/3,T,  S(rß^r  =  Spß^T. 
Demnach  gehen  die  Gleichuugen  (G.  151)  über  in 

S{p  -  cL)ßr  =0,  S{p^  oc,)ß,r  =  0,  S(p-  c^,)ß,r  =.  0. 
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Somit  sind 

Vif  -  »)ß ,   V{f  -  «,)/3, ,  V{p  -  x^)ß, 

complanar,  oder 

S.  F(p  -  a)ß  Vif  -  «,)/?.  np  -  »i)ßi  =  0, 
eine   Grleichung   zweiten   Qrades  in   p,    wie   einleuchtet,  wenn 
man  dieselbe  schreibt 

0  =  S.{p  -  «)/3  F[  V{p  -  a,)ß,  V{p  -  «,)^J 
=  S{p  -  »)ß^ßS[p{cL,  -  «,)  +  cL,x;\ß, 

—  S{p-  ct,)ß^ß^S[p{a^  —  et)  +  «,«J/3. 

Die  Summe  der  Glieder  höchsten  Grades  gleich  Null  gesetzt, 
ergibt  den  Asymptotenkegel 

Spß^ßSp{a,  —  «j)  ß,  -  Spß,ß^Sp{x^  —  x)ß  =  0. 

Dieser    Gleichung    genügen   die  reellen   Vektoren   ßy   jS^ ,  ß^; 
der  Ort  ist  somit  eine  einschaliges  Hyperboloid. 

2^.  Es  wird  der  Ort  gefragt  eines  Punktes,  dessen  kürzeste 
Entfernungen  von  zwei  gegebenen  Geraden  in  einem  constanten 
Verhältnis  zu  einander  stehen. 

Sind 

F(p-«)i3  =  0,   V{p-^x,)ß,=0 

die  Geraden,  u  ein  Punkt  des  Ortes,  j3,  /3,  Einheitsvektoren, 
so  ist  nach  (B.  46)  die  Gleichung  des  Ortes 

TV(a  —  a)ß  =  kTV{u  —  »^)ß^, 

oder  mit  zwei  potenzirt  und  mit  Anwendung  von  (6.  134) 

S*(«  —  «)/3  +  («  -  »y  =  A*S*(«  —  Äj)/3j  +  P{a  —  «i)*. 

Für  k=l  lasst  sich  diese  Gleichung  schreiben 

Sa{(pa  +  2f)  +  a  =  Ü, 
wenn 

<pu  =  ßSuß  —  j3,S«i3, 
s  =  /3,S^i/3,  —  ßSxß  +  «,  —  Ä. 

Nach  einer  Bemerkung  im  Art.  66  ist  somit  der  Ort  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung,  deren  Mittelpunkt  im  Unendlichen 
liegt. 

3^.  Eine  Gerade  dreht  sich  um  eine  feste  andere  Gerade. 
Welche  Fläche  wird  dadurch  erzeugt? 

Ein  Punkt  der  festen  Geraden  sei  als  Vektorenursprung   ge- 
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wählt;  die  Gerade  falle  mit  dem  Einbeitsyektor  »  zusammen 
und 

F(p  — /3)y  =  0 (0.152) 

sei  die  bewegende  Gerade.  Der  Vektor  p  führt  sodann  eine 
konische  Drehung  um  »  als  Achse  aus,  und  in  einem  belie- 
bigen Aogenblik  ist  derselbe  somit  nach  Art  111  der  Theorie 


Umgekehrt  ist 


«  =  »^px"^, 


p  =  ctr^^af^ 


und  die  Substitution  dieses  Wertes  in  (C.  152)  ergibt 

r(Ä-^aÄ'  _  /3)y  =  0 (0. 153) 

als  Gleichung  der  durch  die  Umdrehung  hervorgebrachten  Fläche, 
aus  der  nun  noch  die  Skalargrösse  t  eliminirt  werden  muss. 
Aus  (G.  153)  folgt 

a-*uxi  =  ß  +  u^ (0.154) 

und  eine  Potenzirung  ergibt 

«'={ß+ ^)^ 

Wenn  man  jedoch  die  Gleichung  (0. 154)  mit  «'  multiplicirt 
und  an  das  Resultat  mit  S  operirt,  entsteht 

Sa»  =  S{ß  +  ^)«. 
Zwischen  den  beiden  zuletzt  erhaltenen  Gleichungen  kann  nun 
X  eliminirt  werden.  Das  Resultat 

u^S^ycc  =  [ySco»  —  V.x  VßrY 

ist  die  Gleichung  der  hervorgegangenen  Umdrehungsfläche,  ein 
einschaliges  Rotationshyperboloid.  Wenn  man  den  Mittelpunkt 
nach  (0.  35)  aus  der  Gleichung 

»SV«  —  »y^SoQ»  =  —  »S,y»  Vßy 
bestimmt,  so  findet  man 

«  =  —  aS.ßyi  Vycc)'-\ 

Der  Gleichung  (6. 52)  zufolge  erscheint  dieser  Punkt  als  der 
Fusspunkt  der  kürzesten  Entfernung  zwischen  der  rotirenden 
Geraden  und  der  Achse. 

4°.  Wenn  zwei  durch  den  Anfangspunkt  gehende  Geraden 
sich  in  festen  Ebenen  derart  bewegen ,  dass  sie  stets  einen 
Constanten  Winkel  einschliessen ,  so  wird  die  von  der  Normale 
zur  Ebene  jener  Geraden  erzeugte  Eegelfläche  gefragt. 
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Es  seien   die   Einheitsvektoren   p   und   9-  die  Richtungen  der 
beiden  Geraden.  Setzen  wir 

Sp«  =  0,  &/3  =  0 (0.155) 

so  sind  dieselben  beständig  in  zwei  Ebenen  enthalten,  welche 
durch  den  Anfangspunkt  senkrecht  zu  den  Vektoren  «,  ß  ge- 
legt sind.  Weiter  ist 

Sp^=C (0. 156) 

Nun  ist 

u=uVp7 (C.  157) 

eine  Seite  des  gesuchten  Kegels.  Aus  diesen  Gleichungen  sind 
p,  0-  zu  eliminiren.  Aus  (C.  157)  folgt 

Sp«  =  0,  5j«  =  0, 
oder  mit  Rücksicht  auf  (G.  146) 

<r=  UVße»,  p=  ÜVoui, 
und  schliesslich  durch  Einsetzung  in  (G.  156) 

su.vß(üVct»  =  a 

Diese  Gleichung  ist  im  allgemeinen  vom  vierten  Grade,  weil 
aus  derselben  hervorgeht 

aS*.  Vßca  F««  =  C*  F^j3«  V^a». 
Wenn    jedoch    die    bewegenden    Geraden    zu    einander    recht- 
winklig bleiben,  so  verschwindet  C  und  es  entsteht 

S.  Vßu  Vcca  =  0  oder  SxuSßu  —  a^Saß  =  0, 
ein  Kegel  zweiten  Grades. 
50.  Wenn 

Sp{(pp  +  2£)  +  a  =  0",  Sp{(p^p  +  2£,)  +  a,  =  0  .  (0.  158) 
zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  sind,  so  wird  der  Ort  der  Pole 
der  Tangentenebenen  der  ersten  Fläche  in  Bezug  auf  die  zweite 
gesucht. 

Es  sei  p  ein  Punkt  der  ersten  Fläche,  so  ist  die  Tangenten- 
ebene  nach  (G.  6) 

S(»{<pp  +  e)  +  S:pi  +  a  =  0, 
und   wenn   0-   der   Pol   dieser  Ebene  in   Bezug  auf  die  zweite 
Fläche  ist;  so  muss  diese  Gleichung  identisch  sein  mit 

S«((J),^  +  s,)  +  S(r€^  +a,=  0; 
daher 

(pp-{-e  Spe-\-a 


y 
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Mit  Bücksicht  auf  Art.  36  schliesst  man  hieraas  unmittelbar, 
dass  zwischen  den  Punkten  p,  9  eine  projectivische  Verwandt- 
schafk  besteht  und  weil  der  Punkt  p  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung beschreibt,  so  muss  dasselbe  mit  dem  Punkte  <t  statt- 
finden. 

6^.  Wenn  aus  einem  Punkte  der  ersten  Fläche  der  vorigen 
Aufgabe  drei  Sehnen  in  derselben  gezogen  werden,  welche 
einem  System  conjugirter  Durchmesser  der  anderen  parallel 
sind ,  so  geht  die  Ebene  der  Endpunkte  jener  Sehnen  durch 
einen  festen  Punkt,  wenn  das  System  conjugirter  Durchmesser 
sich  ändert. 

Sind  «,  /3,  7"  die  Richtungen  der  conjugirten  Durchmesser, 
somit 

Sct(p^ß  =  8ß<Pi7'  =  Sy<p^»^0 (C.  159) 

und  ist  p  ein  Punkt  der  ersten  Fläche,  so  ist  iie  Ebene  der 
Endpunkte  der  Sehnen  dieser  Fläche,  welche  aus  p  parallel 
zü  Aj  ßj  y  gezogen  werden  nach  Art.  72 


5(«-p)/ 


-  Sx<p»  .       Sß(j)ß  ,    „Sr<py\  ,  „„  « 


und  diese  Ebene  enthält  jeden  Punkt  oi  für  den 

falls  nur  die  Zahlen  u,  y,  ^  der  Relation  genügen 

tt  +  y  +  ^  =  — 2 (ai61) 

Aus  (G.  159)  kann  man  schliessen 

wenn  x  die  gewöhnliche  Bedeutung  in  der  symbolischen  Glei- 
chung für  die  Funktion  <p,  hat.  Es  ist  daher,  wenn  wir  die 
Glieder  der  zweiten  Seite  der  Gleichung  (C.  160)  einzeln  nehmen 

Sa(pp  ^  —ivpt  Sxcpp 

*Sä(^""^'      ^^  Sx(p<p-^Vßy 
Setzen  wir  nun  weiter 

u  V  z 


S.(t(p<Pi-^  Vßy         S.ßqxp^-^  Vya        S.y<p(p^-^aß 

-2        

~  Ä  [«(p(pi-i  Vßy  +  ß<p(Pr^  Vy»  +  r(J)Cpi-i  V»ß\ 
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wodurch  die  Gleichung  (C.  161)  befriedigt  wird,  so  geht  (G.  160) 
über  in 

-  2<p-^(ppSxßr 

-%$(Pr^  F|3y+^<?)<Pr^  Vycc+yCpCOr'  v^ß  ^         ^' 

Die  Funktion  cp^,"^  ist  eine  lineare  Vektorfunktion,  deren 
Inverse  cpj<J)""^  ist.  Bezeichnen  wir  den  Wert  der  Grössen  ä, 
dTj ,  x^  der  symbolischen  Gleichung  für  die  Funktion  ipi0~^  mit 
X,  Xj,  Xj  und  die  Gonjugirte  der  Funktion  $,Cp~^  mit  ($10""^)', 
so  ist  nach  (/.  82) 

und  nach  (/.  41)  ist  nun 

S[»(pq>-^rßy  +  ß(l>0,-^Vycc  +  y(tXp,-^Vaß]^  x, 

Sfiißy  X 

eine  Inyariante;  somit  wird  schliesslich 

u  =  p  —  2~<p-^(pp (ai62) 

der  allen  Ebenen  gemeinsame  Punkt  sein. 

7^.  Man  soll  den  Ort  der  einen  Ecke  eines  Tetraeders  be- 
stimmen, wenn  jede  der  drei  in  ihr  zusammenstossenden  Kan- 
ten einen  festen  Punkt  enthält,  die  drei  anderen  Ecken  in 
festen  Ebenen  sich  bewegen  und  ausserdem  die  Ebene  dieser 
Ecken  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  geht. 

Die   drei   ersten   festen    Punkte  seien  «,  j3,  y,  der  letzte  2;^ 
die  drei  festen  Ebenen  mögen  mit 

5p«,  =  1,  Spß,  =  l,  Spy,  =  l 

bezeichnet  sein.  Wenn  wir  nun  noch  die  erste  Ecke  mit  p,  die 
drei  anderen  mit  p,  ,  p^,  p,  bezeichnen ,  so  werden  die  Bedin- 
gungen des  Problems  ausgedrückt  durch  das  System 

Spix,  =  1 ,  Sp^ß,  =  1 ,  Sp,y,  =  1  .  .  .  .  (G.  163) 

V{p-'x){p,-cc)  =  0,    F(p-/3)(p,~/3)  =  0,   F(p-y)(p3-j.)  =  0. 

Hieraus  folgt  nun  zuerst 

p  —  ux 
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Durch  die  Substitution  in  (C.  168)  bestimmt  man  u,  und 
erhält  sodann  weiter 

'•=         S{f  -  «)*. 
Ähnliche   Werte  ergeben   sich   für  p^f   Pa   ^^^  wenn  dieselben 
in  (G.  1 64)  eingesetzt   werden ,  so  ist  die  Gleichung  des  Ortes 
erhalten. 

90.  Wir  wollen  diesem  Abschnitte  noch  eine  Bemerkung 
binzufCigen  über  die  Baumcurve  dritter  Ordnung,  wel- 
che als  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  eine 
gemeinsame  Qerade  enthalten ,  entstanden  gedacht  werden  kann. 
Im  Art.  87  sind  wir  zu  einer  solchen  Curye  geraten  durch 
eine  Betrachtung  über  den  Pol  einer  festen  Ebene  in  Bezug 
auf  die  Flächen  eines  Büschels.  Dieselbe  entstand  durch  die 
Elimination  der  Grösse  k  aus  der  Vektorgleichung  (G.  187) 

Cp«  -l"  '  H"  *(^i«  +  *i)       fSue  +  ^ H"  K'^^^i  H" öl) 
X  c 

Diese  Elimination  kann  aber  auch  auf  ganz  andere  Weise  als 
in  jenem  Artikel  geschehen,  wodurch  wir  eine  merkwürdige 
Form  der  Gleichung  der  Raumcurve  dritter  Orduung  erhalten. 
Schreiben  wir  die  Gleichung  (G.  137)  nämlich  in  die  Gestalt 

c{(pa  +  *)  — (5«f  +  a)« =— i[c($i«  +  ^  i)  — *  {Sae^  +fli)«i]j 
so  ist 

F[c(Cp«+«)  -  (5«£+a)«]  [c(cp,ü;+f,)  - (S«f ,+a,)«J  =  0,  (G.  165) 
wodurch  die  Elimination  von  k  Yollzogen  ist. 

Die  allgemeinste  Form  der  Gleichung  dieser  Raumcurve  ist 
somit 

r(<p«  +  «)(T^«  +  /3)  =  0 (G.  166) 

Zählt  man  aber  die  Skalarconstanten ,  welche  in  der  Glei- 
chung vorkommen,  so  findet  man  deren  sechzehn,  während 
bekanntlich  die  Curve  dritter  Ordnung  durch  zwölf  Gonstanten 
bestimmt  ist.  Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Gleichung 

F(p  +  «)((pp  +  /3)  =  0 (G.  167) 

wo  0  eine  willkürliche  Vektorfunktion  ist,  eine  beliebige  kubische 
Raumcurve  darstellen  kann.  Legt  man  nämlich  den  Yektoren- 
arsprung  in  den  Punkt  —  a ,  welcher  der  Curve  angehört,  d.  h. 
setzt  man 
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P  +  «  =  ö-, 
so  wird  die  Gleichung  der  Carre 

V.(T{<pfr -^  r)  =  0 (0.168) 

wo  ^  statt  ß  —  (p»  geschrieben  ist.  Weil  aber  eine  kubische 
Raumcurye  durch  sechs  Punkte  bestimmt  ist  und  jeder  Punkt 
zwei  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Constanten  der  Glei- 
chungen der  Curye  mit  sich  filhrt,  so  muss  die  Gleichung 
(G.  168),  wenn  dieselbe  in  der  Tat  die  allgemeinste  kubische 
Curve  darstellen  kann,  noch  zehn  beliebige  Skalarconstanten 
enthalten.  Dass  dies  der  Fall  ist,  ergibt  sich  leicht,  wenn  wir 
^  in  der  mit  (/.  122)  bezeichneten  Form  wählen 

<PP=  VqoP  +  ^^^Pf^=  ^(^  +  J)P  +  A'^ApAt, 
wo  ffy   h  beliebige  Skalare,   A,  fi  Einheitsvektoren  und  i  ein 
beliebiger   Vektor  ist.   Die  Gleichung   (G.  168)   nimmt  sodann 
nämlich  die  Gestalt  an 

Fö-y  +  Vaitr  +  h  V.tr  Vxtrfi  =  0, 
welche   durch   h  dividirt   werden   kann    und   sodann   in  y,  }, 
A,  fi,  zehn  Skalarconstanten  enthält. 

Es  ist   leicht   den    Übergang  von  (G.  166)  nach  (G.  167)  zu 
vollziehen.  Man  setze  nämlich 

<pci  =  p,  «  =  <p-V, 
eine   Transformation,    wodurch    die    Ordnung    der    Kaumcurve 
nach  Art.  87  nicht  geändert  werden  kann;  es  entsteht  sodann 

r(p  +  0.)  (^0-V  + /3)  =  0, 

und  hierin  kann  ^p0—^  durch  eine  beliebige  nicht  selbstconju- 
girte  Vektorfunktion  ersetzt  werden. 

Statt  der  Gleichung  (G.  167)  kann  auch  geschrieben  werden 
<Pp  +  ß  =  ^  +  »)  oder  p  =  (<p  —  a?)-i  (m  —  i3), 
wo  X  eine  variable  Skalargrösse  ist.  Schneidet  man  diese  Curve 
durch  eine  beliebige  Ebene,  so  ist  aus  dem  Werte  von  (^—o?)"^, 
den  wir  schon  mehrmals  benutzten ,  klar ,  dass  stets  drei  Schnitt- 
punkte erhalten  werden. 

Wir  können  nun  auch  noch  leicht  einen  Satz  nachweisen, 
welcher  sich  auf  zwei  projectivisch  aufeinander  bezogene  Räume 
bezieht.  Wenn  nämlich  7^ ,  a^  zwei  beliebig  gewählte  aber 
feste  einander  entsprechende  Punkte  5|,  S^  derselben  darstel- 
len,  p,    und   pj   oder   P,    und   P^   zwei  veränderliche  Punkte, 
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80  suchen   wir  den  Ort  derjenigen  Punkte,  fQr  welche  die  Ge- 
raden Sf  P, ,  fSjP,  parallel  sind.  Es  gilt  sodann 

»'(/'•-'i)(p»-'»)  =  0 (C.169) 

und  nach  (B.  41) 

Trägt  man  diesen  Wert  in  (G.  169)  ein ,  so  entsteht 

^iP\  —  <^i)  (9Pi  —  ^a-S/SiP,  +  «,  —  ^a)  =  0, 
oder 

np.-'.)(M  +  ?'i)  =  o. 

Der  gesuchte  Ort  ist  daher  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung. 


ALLGEMEINE  THEORIE  DER  FLACHEN. 


91.   Wir   wollen   im  Nachfolgenden  für  die  Gleichung  einer 
beliebigen  Fläche,  wie  wir  dieselbe  in  (B.  16) fänden,  allgemein 
schreiben 

F(p)  =  F{S»tP,  S»^p,  Sy)=.C.  .....  (D.  1) 

WO  nur  /3j ,  y^  durch  ^2  f  ^3  ersetzt  sind. 

Die  Funktion   F  ist  eine  Summe  von  Qliedern,  deren  jedes 
die  Form 

hat;  die  Summe  der  Zahlen  a,  6,  c  ist  höchstens  der  Ord- 
nungszahl n  der  Fläche  gleich.  Wenn  ein  solches  Glied  diffe- 
rentiirt  wird,  so  entsteht 

a{Sx^  p)«-i  (S»2P)*('Sä3  pYSx^  dp-\-b{S»^  pY{8»^pf-\SaiPYSx^dp+u.s.w. 
Der  Coefficient  ^on  Sa^dp  ist  einfach  der  Differentialquotient 
des  Gliedes  in  Bezug  auf  das  Argument  Sa^p;  derjenige  von 
Sx^dp  ist  der  Differentialquotient  in  Bezug  auf  S»^p  u.  s.  w. 
Wenn  wir  demnach  die  Difterentialquotienten  der  Funktion 
F  in  Bezug  auf  die  Argumente  Sx^^p^  Sä^p,  Sa^p  mit  F^^  F^, 
F^  bezeichnen  und  —  was  uns  erst  nachher  von  Nutzen  sein 
wird  —  in  gleicher  Weise  zweimalige  Differentiation  durch 
zwei  hinzugefügte  Indices  zu  erkennen  geben,  sodass  F^^  der 
zweite  Differentialquotient  von  F  bedeutet ,  wenn  erst  in  Bezug 
auf  Sx^p^  nachher  in  Bezug  auf  Sst^p  differentiirt  wird,  so  ist 
ersichtlich,  dass  das  Resultat  der  Differentiation  der  Gleichung 
(D.  1)  geschrieben  werden  kann 
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dFp  =  S{it,F,  +  CL^F^J^x^F^)dp  =  (^  ....  (D.  2) 
und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Richtung  der  Normale 
der  Fläche  im  Punkte  p  durch  «i-P^j +äjjFj  +  *3^3  dargestellt 
wird.  Wir  setzen  daher  für  diese  Normale 

v  =  x,F,+p,,F,  +  x,F, (D.3) 

Es  ist  klar,  dass  F^  das  Resultat  ist,  welches  erhalten  wird, 
wenn  man  die  ursprünglich  gegebene  Skalargleichung  (B.  8) 
der  Flache 

F{xy  y,  z)  =C 

in  Bezug  auf  x  difierentiirt  und  nachher  Xy  y^  z  durch  S»^p^ 
Sa^P^   S»^P   ersetzt.  Hamilton  schreibt  deshalb  die  Normale  in 
andrer  Form.   Denkt  man   noch    anstatt  iXj ,  »^^  a^  ein  recht- 
winkliges   System    von   Einheitsvektoren   t ,  j^   k  gewählt ,   so  . 
schreibt  Hamilton  statt  (D.  3) 


={'l+'i+'r> 


und  bezeichnet  ferner  das  an  F  operirende  Symbol  mit 

s-.+4+'^^=^ ^^-^^ 

sodass  einfacher  entsteht 

v  =  V^ (D-5) 

Mit  Hülfe  der  Normale  ist  es  leicht  die  Gleichung  der 
Tangentenebene  in  einem  willkürlichen  Punkte  p  der  Fläche 
anzugeben,  nämlich 

S{<a  —  p)v  =  0 ,.  .  (D.  6) 

92.  Wenn  der  CJonstanten  C  in  (D.  1)  verschiedene  Werte 
beigelegt  werden,  so  stellt  die  Gleichung  ein  System  von  Flä- 
chen derselben  Ordnung  dar.  Insbesondere  werden 

Fp=^C,Fp=C+dC (D.7) 

zwei  aufeinanderfolgende  Flächen  des  Systems  darstellen.  Ziehen 
wir  von  einem  Punkte  p  der  ersten  Fläche  in  der  Richtung 
der  Normale  ein  Linienelement,  welches  durch  die  zweite 
Fläche  begrenzt  wird ;  dasselbe  kann  mit  dp  bezeichnet  werden , 
sodass  die  Gleichung  gelten  muss. 

F{p  +  dp)  =  C  +  dC, 
oder  weil  dp  unendlich  klein  gedacht  wird 


und  weil 


so  entsteht 
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Fp  =  C,  dFp  =  S¥dp, 


Sydp  =  da 

Nun  ist  jedoch  unsren  Voraassetzungen  gemäss 

dp  =  av^  daher  xv^  =  dC 
und  schliesslich 

dp  =  v-^dC  oder  TdpTv  =  dC (D.  8) 

EHe  Länge  des  Elementes  dp  können  wir  die  Entfernung 
der  beiden  Flächen  im  Punkte  p  nennen;  es  folgt  sodann  aus 
(D.  8) ,  dass  die  Entfernung  der  Flächen  in  verschiedenen  Punk- 
ten der  Länge  des  Vektors  v  umgekehrt  proportional  ist. 

Hätten  wir  aus  dem  Punkte  p  ein  Element  dp^  nach  der 
zweiten  Fläche  gezogen,  welches  mit  v  einen  Winkel  x  ein- 
schliesst,  so  ist  klar,  dass 

2dpiC08x=  Tdp, 
Um  die  Funktion  F  eine  bestimmte  Änderung  dC  erfahren  zu 
lassen,  hat  man  demzufolge  in  der  Richtung  v  eine  kürzere 
Strecke  zurückzulegen  als  in  jeder  anderen  Richtung.  Man  kann 
somit  sagen,  die  Operation  y  bringe,  indem  sie  an  eine  Ska- 
larfunktion  wirkt,  den  Vektor  hervor,  längs  dem  die  schnellste 
Änderung  dieser  Funktion  stattfindet.  Diese  Deutung  ist  für 
Anwendungen  auf  dem  Gebiete  der  Mechanik  und  Physik  sehr 
wichtig. 

93.  Wir  werden  im  Folgenden  auch  mehrmals  das  DifEential 
des  Vektors  v  bedürfen.  Aus  (D.  3)  folgt 
dv  ==  »idF^  +  ot^dF^  -\-  »^dF^ 

=  (i,Sdp{»,F,,  +  4JjF,j+«3^i3)+«a&'p(«,i^n+«2^M+«s^M)+ 

+  ^,Sdp{i,,F,,  +  «,/;,  +  »3i^„) 

oder 

dv  =  0dp (D.  9) 

wo  $  eine  selbstconjugirte  Vektorfunktion  ist,  wie  unmittelbar 
einleuchtet.  Man  kann  auch  schreiben 

+  Ki^l3  +  «Ä+*3^83)5'3P (D.IO) 

Diese   Darstellung  der   Grösse  dv  als  lineare  Vektorfunktion 
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von   dp  ist  für  die  Anwendungen,   welche   wir  bald   machen 
werden,  von  ungemeiner  Bedeutung. 

94.  Man  pflegt  zu  sagen  ^  die  Gleichung 

Svdp  =  0 (D-ll) 

sei   die  Differentialgleichung   der  Fläche  (D.  1),  welche  in  der 
Tat  durch  Integration  von  (D.  11)  sich  ergabt. 

Es  ist  leicht  aus  allgemeinen  Gleichungen  von  Familien 
von  Flächen  die  Eigenschaften  des  Vektors  v  herzuleiten 
und  umgekehrt  aus  bekannten  Eigenschaften  des  Vektors  v 
auf  die  Familie  der  Fläche  zu  schliessen.  Wir  wollen  einige 
f%lle  genauer  betrachten. 

Die  Kegel  flächen  sind  dadurch  charakterisirt ,  dass  ihrer 
Gleichung  durch  x(f  —  a)  genügt  wird ,  wenn  dasselbe  von 
(p  —  «)  gilt,  wo  »  den  Scheitel  bedeutet  und  x  beliebig  ist. 
Dies  erfordert,  dass  die  Gleichung  homogen  in  Bezug  auf 
7\p  —  a)  sei ,  sodass  nach  Aushebung  des  Faktors  T{p  —  a)* , 
für  den  Scheitel  als  Vektorenursprung,  die  Gleichung  wird 

füp=C (D.12) 

Eine  Differentiation  ergibt  nun 

>S(«i/i  +  «2/a  +  »zfz)düp  =  0. 
Nach  {e.  28)  ist  aber 

dt^p=F^.C^p  =  (^''  =  _^^  .  .  .  (D.13) 

Somit  wird 

Ä(«i/i  +  «2/2  +  <^tfz)P  Vpdp  =  Ö, 
and  hieraus  schliesst  man,  dass 

V  =  P  Vp{»J^  +  ctj^  +  «3/3). 
Durch  Operation  mit  S.p  erhält  man  schliesslich 

5yp  =  0 (D.  14) 

-wodurch  die  bekannte  Eigenschaft  der  Normale  des  Kegels 
aasgedrückt  wird ,  welche  in  dem  Satze  enthalten  ist :  die  Tan- 
gentenebene enthält  die  Seitenlinie  des  Kegels,  welche  durch 
den  Berührungspunkt  geht. 

Für  Cylinderflächen  ist  die  bekannte  Eigenschaft  der 
Itformale,  dass  dieselbe  senkrecht  zur  Erzeugenden  ist,  welche 
parallel  zu  cl  sei.  Sodann  ist 

10 
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Sxv  =  0 (D.  15) 

und  diese  Gleichung  folgt  leicht  aus  der  allgemeinen  Gleichung 
jener  Flächen.  Dies  zu  beweisen  ist  wohl  am  einfachsten,  wenn 
wir  in  einer  durch  den  Vektorenursprung  gehenden  Ebene  senk- 
recht zu  X  eine  Direktrix  des  Gylinders  geben.  Sind  j3,  y  zwei 
darin  enthaltenen  Vektoren,  so  kann  für  die  Directrix  gelten 

a>  =  a^ß  +  yr,f{x,y)  =  C (D.  16) 

Ein  Punkt  des  Gylinders  ist  sodann  durch 

p  =  u  -\-  za  oder  p  =  xß  -{-yy  -}-  z» 

fdr  jedes  beliebige  z  dargestellt ,  daher  wenn  man  mit  S,ß  und 
mit  Sy  operirt , 

Spß  =  aß^  +  ySßy ,  Spy  =  aSßy  +  yy\ 

Hieraus  können  nun  ^,  y  bestimmt  werden  und  in  Verbin- 
dung mit  der  zweiten  der  Gleichungen  (D.  16)  ergibt  sich  sodann 

F{Sßp,  Syp)=C  . (D.  17) 

als  allgemeine  Gleichung  der  Gylinderflächen,  deren  Erzeugende 
parallel  zu  ci  sind.  Aus  der  Differentiation  von  (D.  17)  geht 
nun  hervor 

v==ßF,-}-yF,, 

wenn  JPj,  Fe  die  Differentialquotienten  von  F  in  Bezug  auf 
Sßp^  Syp  sind.  Durch  Operation  mit  S.a  an  die  zuletzt  erhal- 
tene Gleichung  ergibt  sich  (D.  15). 

Für  Umdrehungsflächen  wird  die  Eigenschaft  der 
Normale  in  dem  Meridianschnitt  enthalten  zu  sein,  wenn  die 
Achse  parallel  zum  Einheitsvektor  a. ,  und  der  Vektorenursprung 
in  einen  Punkt  der  Achse  gelegt  wird,  ausgedrückt  durch 
die  Gleichung 

Sxpv  =  0 (D.  18) 

Die   allgemeine   Gleichung   der  ümdrehungsflächen  ist  leicht 
hinzuschreiben.    Der  Winkel  zwischen  dem  Vektor  nach  einem 
Punkte  derselben  bleibt  nämlich  bei  der  Drehung  constant  und 
ist  nur  eine  Funktion  der  Länge  jenes  Vektors. 
Man  kann  somit  schreiben 

S^p=f{Tp)  oder  TVap=f,{Tp), 
oder  schliesslich  }  .  .  .  •  (D.  19) 
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Wenn  man  die  erste  dieser  Gleichungen  differentiirt,  so 
entsteht 

S»dp  =f{Tp)dTp  =f,{Tp)Spdp, 
wo  /  die  Derivirte  der  Funktion  /  ist ,  /j  eine  neue  Funktion. 
Somit  ist 

y  =  x[cc-pf,{Tp)] 
und  durch  Operation  mit  S.cip  entsteht  sodann  (D.  18). 

Als  letztes  Beispiel  mögen  die  Conoid flächen  gewählt 
werden.  Es  seien  « ,  /3 ,  7  Einheitsvektoren ;  a  in  der  Richtung 
der  Achse  des  Gonoids,  ß  sei  die  Richtung  der  Erzeugenden 
in  irgend  einer  Lage,  y  die  Normale  zur  Ebene,  der  die  Er- 
zeugende stets  parallel  bleibt,  sodass 

Sßy  =  0 (D.  20) 

Weiter  sei 

Tß=Tr  =  l. 
Wenn  die   Erzeugende    in   irgend  eine  Lage  gekommen  ist, 
welche   mit   y^ß   bezeichnet  werden   kann,  so  schneide  sie  die 
Achse  im  Punkte  aa.  Es  bestehen  sodann  die  Gleichungen 

ü(p-xa)  =  ryß,  y=f{x) (D.21) 

Durch  Operation  mit  S.y  an  die  erste  Gleichung  ergibt  sich 

und  durch  Operation  mit  S.ß 

S.ßU{p  —  Ä«)  =  —  co«y  I  =  Sß  U(pSy»  —  xSyp). 

Nach    der    zweiten    der    Gleichungen    (D.  21)    gilt  somit  die 
Beöehong 

8.ßüV{yV»p)=.F\Syf) (D.  22) 

als  allgemeine  Quaterniongleichnng  der  Conoidflächen.  Die  Dif- 
ferentiation ergibt ,  —  wenn  man  beachtet ,  dass  nach  (e.  24) 

UV{rV»p) 


d  ü  V{y  V»f)  =  —  F[  F(y  V»dp)  F(y  F«p)] . 


NV{y  Vetp) 


•     =rÄF«pF(yF«ä,)^^^ 

_        SxySxfdp 
=  ^^^^^*^>r»F(yF«p)' 
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—  die  Gleichung 

SaySapdp 


r^  F(y  F«p) 
woraus  geschlossen  wird 


Sxßp  =  S.F{Srp)ydp , 


und  die  Operation  mit  S,yV»p  ergibt  nun  die  Differential- 
gleichung 

S.vyV»p  =  Q. (D.  23) 

sodass  V  stets  senkrecht  ist  zum  Vektor  V^yV^p,  Derselbe  ist 
aber  nichts  anderes,  als  die  Erzeugende  der  Fläche,  welche 
durch  den  gewählten  Punkt  p  hindurchgeht. 

95.  Wir  wollen  nun  allgemein  die  Frage  nach  der  Bedingung 
lösen,  welche  erfüllt  sein  muss,  damit  die  Differentialgleichung 
(D.  11)  integrirt  werden  könne,  daher  einem  System  Ton  Flächen 
angehöre. 

Im  Art.  98  haben  wir  gesehen,  dass  der  Vektor  <2v,  welcher 
aus  einer  Funktion  F{S»^pj  Sa^Pi  'S'sP)  hergeleitet  wird,  jeden- 
falls eine  selbstconjugirte  lineare  Vektorfunktion  Ton  dp  sein 
muss.  Wenn  daher  der  gegebene  Vektor  v  nicht  derart  ist,  dass 
dv  dieser  Forderung  genügt,  so  kann  die  Gleichung  (D.  11) 
nur  integrabel  sein ,  wenn  ein  Skalarfaktor  fp  gefunden  werden 
kann ,  derart ,  dass  die  Funktion  vf  der  Bedingung  genügt 

d.yf^(p^dp (D.  24) 

wo  01  selbstconjugirt  ist. 
Setzen  wir  nun  voraus,  dass 

rfy  =  cpdp 
eine  nicht  selbstconjugirte  Funktion   sei   und  schreiben   naek 
(/.94) 

((p~<p')p^2Vlp (D.  25) 

wo  der  Wert  von  i  durch  (/.  95)  bekannt  ist ,  so  erhält  man 
weiter 

^^dp  Ä=  d.yf^=^fdy  -f-  ydf=f^dp  +  vSvdp^ 
wenn 

df=S<rdp (D.  26) 
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gesetzt  wird.  Somit  ist 

^^dp  =^f^'dp  +  vSydp. 
Hieraus  ei^bt  sich 

(^1  —  ^i)  dp=f{(p  —  <P')  dp  +  v&rdp  —  7Sydp 
oder  nach  (D.  28) 

{<Pi  —  (Pi)dp  =  VTidp  +  VAp  V<rv 

=  F(2/5  -  Virv)dp 

und  die  Selbstconjugation  der  Funktion  $,  erfordert  nun,  dass 
die  zweite  Seite  unabhängig  Ton  dp  yerschwinde,  daher 

2p—V<rv^0 (D.27) 

und  durch  Operation  mit  S,v  entsteht  hieraus 

S.vi  =  0 (D.  28) 

wo  i  durch  (D.  25)  definirt  wird.  Dieser  Bedingung  muss  v 
iedenfalls  genügen,  damit  die  Differentialgleichung  integra- 
bei  sei. 

Wählen  wir  als  Beispiel  die  Differentialgleichung 

Sapdp  =  0 (D.  29) 

wobei  offenbar  gilt 

so  ist 

0dp=  V.etdp 

nicht  selbstconjugirt.  Man  findet  aber  aus  (D.  25) 

2  =  « ,  somit  Svi  =  0, 

und   die   Gleichung   (D.  29)  ist  daher  integrabel.  In  der  Tat , 
wenn  man  dieselbe  mit  (Vxp)"^  multiplicirt ,  so  entsteht 

^^p  =  0 P.30) 

Weil  aber  nach  («.  27),  wenn  ß  einen  willkürlichen  aber  con- 
stanten  Vektor  bedeutet, 

_      S.  U»  V»dp  V»p  ^      y^^  dp 


so   ist  das  Integral  der  Gleichung  (D.  30) 
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A  pw»  =  constant. 

Auch  auf  andere  Weise  als  die  hier  erörterte,  welche  den 
HAHiLTON'schen  »Elementen"  entnammen  ist ,  kann  das  Integral 
der  Gleichung  (D.  29)  angegeben  werden.  Es  seien  nämlich 
/3,  y  Vektoren  derart,  dass 

so  geht  (D.  29)  über  in 

&.  Vßy  Vpdp  i=  0, 
SßdpSrP  —  SßpSydp  =  0, 
und   die  erste   Seite  dieser  Gleichung  wird  nach  einer  Division 
durch  S^yp  oder  S^ßp  integrabel.  Somit  ist 

Sßp 

- —  =  constant 

Srp 

das  Integral  von  (D.  29),  Statt  desselben  kann  auch  geschrieben 
werden 

-^ — ÖL.  =  constant, 

S.xyQp 

^^  ßo}  ^0  S^^^  willkürliche  Vektoren  bedeuten,  welche  mit  » 
nicht  complanar  sind. 

Dass  in  der  Tat  die  Bedingung,  dass  die  Funktion  ^,  wel- 
che bei  der  Differentiation  des  Vektors  v  erhalten  wird,  eine 
selbstconjugirte  sei,  damit  die  Grösse  Svdp  ein  vollständiges 
Differential  werde,  mit  der  bekannten  Bedingung  in  der  ge- 
wöhnlichen Analyse  identisch  ist,  kann  leicht  in  nachstehender 
Weise  gezeigt  werden. 

Setzen  wir 

p  =  ix^jy  +  kz,  v  =  tX+y7  +  AZ, 
so  ist 

Svdp  = -^  (Xda^  +  Ydy  +  Zdz), 

und  die  Bedingungen  für  die  Integrabilitat  dieser  Grösse  sind 
bekanntlich 

^F^^     dZ^^    ^  =  ^  (D  30*^ 

'^z        "dy  ^  ^x        "^z  *   ^y        ix   '  '  ' 

Nun  ist 
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und  wenn  dieser  Aasdruck  mit  ^dp  oder  ^>ida  -}-  (Pjdy  -{-  0kdz 
identisch  sein  soll,  so  muss 


da? 


ix 


ix 


. SX  ,    ,iY  .  j  iZ         . 


(D.  30»») 


Weiler  ist 


p  =  —  iStp  — yS/'p  —  kSkpy 
(Pp=i  —  ^iSip  —  (pjSJp  —  cpkSkp 
und   die  Bedingung   der  Selbstconjugation  der  Funktion  (p  ist 
nach  Art.  161  der  Theorie 

V{i(pi+jcpj  +  k<pk)  =  0. 

Führt  man  hierein  die  Werte  von  (J)i,  cfi;,  <pk  aus  (D.  30**) 
ein ,  so  entsteht  das  System  (D.  SO"*") ,  womit  unsre  Behauptung 
bewiesen  ist. 

96.  Wir  wollen  noch  auf  einen  andren  Weg  das  Krite- 
rium für  die  Integrabilität  der  Gleichung  (D.  11)  her- 
leiten. Derselbe  nimmt  als  Ausgangspunkt  die  Tatsache,  dass  die 
zweimalige  Anwendung  der  Operation 

an    die  Skalarfunktion  F  des   Artikels   91    stets   eine   Skalar- 
fanktion  entstehen  lässt,  nämlich 

+  2S»3«,./;,  +  25«,«,./^,,  .  (D.  31) 
Setzen  wir  nun  im  Folgenden  den  Operator 


«.  — +  «j^  +  «,^  — V 


'ix 


iz 


daher 
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p=\7F (D.32) 

so  ist  die  Form  (D.  31)  gleich  V^^  ^^^  es  gilt  deshalb 

F.Vv=  r.V'i^=0 (D.  33) 

Dies  gilt  alles ,  wenn  die  Funktion  F  der  Fläche  in  der  Tat 
vorhanden  ist.  Umgekehrt  wird,  wenn  eine  Gleichung 

Svdp  =  0 

gegeben  ist ,  die  Bedingung  der  Integrabilitat  sein ,  dass  die 
Funktion  v  oder  deren  Produkt  mit  einem  Skalar  /  einer  Glei- 
chung Ton  der  Form  (D.  33)  genüf^ ,  oder  in  Zeichen 

F.V/»'  =  0 (D.  34) 

97.  In  Bezug  auf  den  Operator  V  muss  hier  bemerkt  werden , 
dass  die  Anwendung  desselben  an  einen  beliebigen  Quaternion 

q=W+Xi+Yj+Zk, 

wo  W,  X,  Y,  Z  beliebige  Funktionen  von  x,y,z  sein  können, 
im  allgemeinen  einen  neuen  Quaternion  ergibt 

^•'V  öy   ^  7>z        ix/^    \iz  ^  ix       dyj' 

und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  das  Beeultat  der  Opera- 
tion V  ftu  einen  willkürlichen  Vektor  im  allgemeinen  ein  Qoa- 
teruion  sein  muas.  Setzt  mau  nämlich 

T  =  iX -\- j  Y -]- kZ, 

so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

_  /-dX  ,   JF  ,   l>Z\..fdZ      }>Y\  ,    ./iX      7>Z\  , 


+  *(d^~^/* 


Insbesondere  ist 

Vp  =  -3,        S7Up=-^-^,  \^Tp=Up, 

V  Vctpß  =  aS«/3  ,  V  V»ßp  =  2  Vaß  —  3«/3  =  —  (2/3«+  Saß)  u.8. w. 
Aus  einer  Skalargrösse  entsteht  natürlich  stets  ein  Vektor. 
Es  ist  weiter  leicht  ersichtlich,  dass  die  Gleichung  gilt 
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V(p±?)  =  Vp±V9, 
doch   sind  die  Verhältnisse  bei   Anwendung  des  Operators  an 
ein   Produkt  nicht  so   einfach.   Wenn  u   eine  skalare  Grosse, 
q  einen  Quaternion  bedeutet,  so  ist 

S7*tiq  =  V"«?  +  <*V? (D.  35) 

wie  leicht  gezeigt  wird,  indem  für  q  die  yiergliedrige  Grund- 
form angenommen  wird.  Das  Resultat  der  Operation  y  an  das 
Produkt  zweier  Vektoren  lässt  sich  jedoch  nicht  in  einer  ein- 
fachen Gleichung  ausdrücken. 

98.  Verfolgen  wir  nun  unsre  Untersuchung  des  Kriteriums 
der  Integrabilitat  der  Grösse  Svdp  weiter,  so  schliesst  man 
nach  (D.  85) ,  dass  die  Relation  (D.  84)  in  die  Form  gebracht 
werden  kann 

F[(V/)>'+/V«']  =  0  oder/rvy  — F.vV/=0   .  (D.  36) 

und  wenn  man  mit  ^.v  operirt,  schliesslich 

S.v\/y==0 (D.  37) 

Wenn  daher  v  nicht  der  Gleichung  (D.  31)  genügt,  somuss 
die  Relation  (D.  87)  befriedigt  werden ,  damit  eine  Funktion  F 
gefunden  werden  könne.  Aus  (D.  86)  kann  sodann  der  Faktor 
f  bestimmt  werden. 

99.  Wenn  wir  den  Operator  V  anwenden,  so  wird  stets  am 
einfachsten  sein  für  das  Vektorensystem  »^  ßy  y  des  Art.  24 
ein  rechtwinkliges  System  t,  y,  k  zu  wählen,  denn  wenn  man 
sodann  setzt 

p  =  xi  +  yj  +  zk, 

so  ergibt  sich  unmittelbar 

x  =  ~Sip,  y  =  —  Sjpy   z  =  —  Skpj 

sodass  die  Vektoren  «, ,  /3j ,  ^^  jenes  Artikels  oder  «,,  a^)  ^s 
des  Art.  91  mit  — t,  — j,  — k  zusammenfallen. 

Wir    wollen    nun   das   zweite  Kriterium  auf  die   Gleichung 
(D.  29)  anwenden.  In  diesem  Falle  ist 

V  =  V»p  =  a  Vxi  +  y  V»j  -f-  z  Vak 
and 

SJv  =  i  V»i  -f-y  Vaj  -[-  k  Vak 
=  V{iVcci+jVaj  +  kVxk)  . 
=  2«, 
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sodass  die  Bedingung  (D.  33)  nicht,  dagegen  (D.  37)  wohl  er- 
fällt  ist.  Die  Gleichung  (D.  36)  ergibt  in  diesem  Falle 

2>  -  F.yy/=  0. 
Setzt  man 

/rssv""^,  80  ist  y/=  —  2äV"^, 
und  wird  daher  jener  Gleichung  genügt. 

100.  Dass  in  der  Tat  das  Kriterium  (D.  37)  mit  (D.  28) 
identisch  ist,  ersieht  man  leicht  in  nachfolgender  Weise.  Es 
sei  gesetzt 

dv  =  0dp  =  0(idx  -^jdy  -|-  kdz) 

=  cpidx  +  (pjdy  +  ^kdz^ 
so  ist 

Indem  nun  (pp  in  die  Form  geschrieben  wird 

$p  =  —  iSip  —  jSjp  —  kSkp , 
erfolgt  aus  (/.  95)  unmittelbar  die  Beziehung 

V{%(pi  4  jcpj  -f  k(pk)  =  2X. 
Somit  ergeben  die  Bedingungen  (D.  33)  ^  (D.  37) 

S  =  0  und  5kS  =  0, 

welche  mit  den  vorhergehenden  übereinstimmen. 

101.  Die  Integration  einer  Gleichung  von  der  Form 

Svdp  =  0, 

wo  V  eine  Funktion  von  p  ist,  schliesst  bekanntlich  auch  das 
Problem  eio ,  die  Gleichung  der  Flächen  zu  finden ,  welche  ein 
gegebenes  Strahlensystem  im  Räume  orthogonal 
durchschneiden.  Denn  man  kann  v  als  einen  solchen  in 
jedem  Punkte  p  des  Baumes  durch  die  für  y  gültige  Funktion 
bestimmten  Strahl  betrachten. 

102.  Im  Art.  94  haben  wir  für  einige  Familien  von  Flachen 
Gleichungen  hergeleitet,  denen  der  Vektor  v  genügen  muss  und 
dabei  schon  erwähnt,  dass  auch  umgekehrt  aus  einer  derarti- 
gen Bedingung  für  y  auf  die  allgemeine  Gleichung  der  Familie 
geschlossen  werden  kann. 

Diese  Behauptung  zu  beweisen ,  haben  wir  jetzt  zu  zeigen , 
wie  die   lineare   partielle  Differentialgleichung  allgemein  inte* 
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grirt  werden  kann.  Dieselbe  ist  Ton  der  in  (D.  14),  (D.  15), 
(D.  18)  angegebenen  Form,  sodass  wir  dafür  schreiben 

Äry  =  0 (D.38) 

Denn,  wenn  allgemein  die  Gleichung  der  Flächenfamilie 

f\u,  t;)  =  const. 

ist,  wo  u,  V  bestimmte  Skalarfunktionen  von  p  sind,  während 
mit  F  ein  willkürliches  Skalarfunktionszeichen  bezeichnet  wird, 
so  ergibt  eine  Differentiation 

Der  Index  u  gibt  hierin  eine  partielle  Differentiation  nach  u 
zu  erkennen.  Wenn  nun 

du  =  S?^idpy  dv  =  S^2^P 
ist,  so  lautet  die  zuletzt  erhaltene  Gleichung 

S{F,\,  +  F^2)dp  =  0, 
sodass  man  setzen  muss 

V = jp;a,  +  jPUj, 

und  hieraus  folgt 

SkAjAjSsO,  oder  5v(r  =  0, 

wenn  man  annimmt  ^'//FXiA^. 

Die  Integration  beruht  auf  den  nachfolgenden  Sätzen: 

1°.  Wenn  die  gewohnliche  Differentialgleichung 

*•  ^  V<rdp  =  0 (D.39) 

integrirt   werden   kann,   und  das  Integral  von  der 
Form 

0;  =  ^'. (D.40) 

ist,  so  wird  ^ 

i^«)=C'/ (D.41) 

das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (D.38)  sein, 
w^o  F  eine  beliebige  Skalarf  unktion  bedeutet. 

Denkt  man  nämlich  wieder  F  als  Summe  von  Gliedern  dar- 
gestellt, deren  jedes  als  Produkt  der  Grössen  SctiU^  Sa^co^ 
Scc^a  erscheint,  und  setzt  man  wieder  den  partiellen  Difieren- 
tialquotient  der  Funktion  F  in  Bezug  auf  das  Argument 
S»i»  gleich  F^  u.  s.  w.,  so  ergibt  die  Differentiation  von  (D.  41) 
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S.(x,F,+x^F,  +  »,F,)da  =  Q' (D.42) 

Nach  unsren  Voraussetzangen  ist  aber 

y^o  q,   ^  beliebige   Funktionen   von   p   sein   können.  Es  geht 
daher  die  Gleichung  (D.  42)  über  in  die  nachstehende 

Ä^Vi^i  +  «2-'^2  +  «3^3)?  V<rdp  =  0 
oder 

S.  { V.q\x,F,  +  CL^F^  +  CL,F,)q\<rdp  =  0, 

sodass  man  schliesst 

und    hieraus    folgt   durch    Operation    mit   S,9    die    Gleichung 
(D.  38). 

2^  Wenn  die  Integration  der  Gleichung  (D.  39) 
nicht  gelingt,  iedoch  die  Integrale  der  beiden  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen 

Stj  aap  =  0 ,   Srjrdp  =  0, 

in  denen  r^,  r^  beliebige  Yektorausdrücke,  welche 
p  enthalten,  sein  können,  in  der  Form 

•    u,  =  C,,  u^=C^ (D.44) 

wo    Uj,   t«2    Skalarfunktionen    von   p  bedeuten,   an- 
gegeben werden  können,  so  ist 

F{u,,u^)=C (D.45) 

das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (D.  38). 

Wenn  man  nämlich  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
Funktion  F  nach  den  Argumenten  Uj ,  u^  gleich  F^ ,  F^  setzt, 
so  ergibt  die  Differentiation  der  Gleichung  (D.  45) 

F,du,-i'F^du^  =  0 (D.  46) 

Nach  unsern  Voraussetzungen  ist  aber 

duj  =  v^Sr^adp ,    du^  =  v^Sr^^dp, 

wenn  Vp   ^2  beliebige  yeränderliche  Skalargrössen  sind.    Dem- 
nach nimmt  (D.  46)  die  Gestalt  an 

S{v,F,T,^v^F^T^)<rdp:=^0, 

woraus  folgt 

^=V<r{v,F,r,^v^F^r,), 


157 

and  die  Operation  mit  8.9  ergibt  wieder  die  vorgelegte  par- 
tielle Differentialgleichung. 

103.  Die  partielle  Differentialgleichnngen ,  denen  wir  bisher 
begegneten ,  können  leicht  mit  Hülfe  dieser  Principien  integrirt 
werden. 

Bei  den  Gylinderflächen  ist  die  Hülfsgleichung  (D.  39) 

Vadp  =  0 ,  somit  a  =  F«p, 
and  das  allgemeine  Integral  lautet 

F{Vap)  =  a 
Bei  den  Eegelflächen  gilt  es 

Vpdp  =  0 
zu  integriren.  Schreiben  wir  statt  dieser  Gleichung 


(^f>' 


0, 


80  ist  nach  (e.  23)  das  Integral 

und  die  allgemeine  Gleichung  der  Eegelflächen  ist  demnach 

F(  Up)  =  C. 

Bei  den  ümdrehungsflächen ,  wo  0*  =  Vap ,  kann  die  zweite 
Methode  mit  gutem  Erfolg  angewandt  werden.  Wenn  man 
nämlich  an  die  Gleichung  (D.  39) ,  welche  hier  lautet 

V.{  Vap)dp  =  0  oder  pSadp  —  »Spdp  =  0, 

mit  S.»  operirt,  so  erhält  man  ohne  Mühe  das  Integral 

V^ap=C,. 

Hätte  man  mit  S.p  operirt,  so  wäre  das  Integral 

8.aüp=C^ 

entstanden.    Die    Gleichung    jener    Familie    von    Flächen    ist 
demnach 

JP\TVap.  S(iÜp)=a 

104.  Obgleich  die  Theorie  der  partiellen  Differenz 
tialgleichungen  zweiter  Ordnung  hier  nicht  weiter 
bei  der  allgemeinen  Theorie  der  Flächen  Anwendung  finden 
wird,  wollen  wir  doch  einen  kurzen  Abriss  derselben  folgen 
lassen.  Untersuchen  wir  zu  diesem  Zwecke  zuerst  di^  Form  der 


158 

partiellen  Differentialgleichung,  welche  ein  Integral  Ton  der 
Gestalt 

hat,  wo  u  und  t;  Skalarfunktionen  der  Grossen  p,  v  bedeuten 
und  /  ein  beliebiges  Skalarfunktionszeichen  ist.  Aus  der  Diffe- 
rentiation folgt  zunächst 

du=f^(v)dvj 

somit  wegen  der  Willkürlichkeit  der  Grösse  / 

du=^Oj  dv=iO^ 
oder 

S?^^dp  +  Sx^dv  =  0 ,  SfA^dp  +  Sfi^dy  =  0  .  .  .  (D.  47) 

^11  ^2  9  /^  9  (^2  ^ii^d  hier  gewisse  Yektorfunktionen  TOn  p  und  v. 
Es  gelten  weiter  die  Beziehungen 

Sydp  =  0 (D.48) 

d¥  =  (pdp (D.  49) 

Zwischen  (D.  47),  (D.  48),  (D.  49)  können  nun  dv ,  dp  eliminirt 
werden  und  das  Resultat 

Äv(Ai+(|)X,)(^i+(p^,)  =  0, 
oder 

ÄvA,/Xi+Äv(A,(pA*2— A*,<?>Aj)  +  iSAj/Kj<p-^v  =  0  .  .  (D.  50) 

ist  die  gesuchte  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung^ 
X  ist  hierin  wieder  durch  die  Gleichung  (/.  84)  bestimmt. 

Dieses  Resultat  hätten  wir  auch  in  nachstehender  Weise  er- 
halten können.  Aus  der  Gleichung 

du=f{v)dv^ 
oder 

Sx^dp  +  SfAjrfv  —  f{v)[Sß^dp  +  SfA^dv]  =  0 
folgt 

Ä[A,  +  ^X,  -f{v)  (/x,  +  Cp(i^)]dp  =  0, 

somit 

d.  h.   die  Vektoren   y ,   A,  -}-  0^2 '  f^i  4^  ^f^i  ^^^   complaaar , 
wodurch  man  wieder  auf  (D.  50)  geführt  wird. 

Wir    wollen   nur  einen   besonderen  Fall  näher  betrachten , 
nämlich  wo  A^t  f^^  einander  parallel  sind.  Es  gehen  sodann 
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die  Gleichungen  (D.  47)  über  in 

ÄA,rfp=  —  yÄrdv,  SfA^dp^= — zSrdv.  .  .  .  (D.  51) 
wenn 

^j=yT,  ^2  =  ^T 

ist,  und  die  partielle  Differentialgleichung  erhält  die  Form 

S.ytrCpr  =^  F{p ,  v) (D.  52) 

wenn  wir  setzen 

zK  —  y/5*i  =  0"  >  Ä'AjA*,  =  —  F\p^v).  .  .  .  (D.  58) 
Die  Elimination   von   dp,  dv  aus  (D.  51),   (D.48),   (D.  49) 
kann   auch   in   nachstehender   Weise  geschehen.   Aus   (D.  51), 
(D.  48)  folgt  mit  Rücksicht  auf  Art.  179  der  Theorie 

dpSvX^fjL^  =  Fy(y^,  —  zX^)STd¥^ 
oder 

dpFXp,  y)  =  VytrSrdy (D.  54) 

Operirt  man  ietzt  mit  xSlrCp,  so  entsteht  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung (D.  52). 

105.  Es  kann  nun  weiter  leicht  angegeben  werden,  wie  sich 
Integrale  dieser  Gleichung  herleiten  lassen.  Wir  können  näm- 
lich zeigen,  dass  wenn 

«  =  Const. 

ein   Vektorintegral  der  Gleichung  (D.  54)  oder  der  daraus  her- 
geleiteten 

V.K[dpF\p,  y)  —  VyfrSrdy]  =  0 

ist,  wo  K  eine  beliebige  Vektorfunktion  von  p,  y  bedeutet, 

S(«)  =  Const (D.  55) 

ein  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  sein  wird;  hierin 
ist  mit  H  eine  willkürliche  Skalarfunktion  bezeichnet. 
Eine  Differentiation  der  Relation  (D.  55)  ergibt  nämlich 

Sicdoi  ==  0, 

wo  T  nur  von  od  abhängig  ist.  Weil  aber  allgemein  nach  unsrer 
Voraussetzung 

da  =  q\  VK[dp.F\p,  y)  —  Vy<rSTdy]\q' 

gesetzt  werden  kann^  so  geht  jene  Gleichung  über  in 

S.q7cq  VK[dpF\p,  y)—  VyfrSrdy]  =  0 , 

oder  wenn  man 
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V.{  Vq'vq)K  =  iCj 


setzt, 


Äic,[dpi^p,v)—  rv(rÄrrfyl  =  0 (D.  56) 

S.dp[K^F(p,  y)  —  (pTÄx,v(r]  =  0 
und  hieraus  scliliesst  man  unmittelbar 

Eine  Operation  mit  S.vo^  ergibt  nun  sofort  die  Di£Ferential- 
gleichung  (D.  52). 

In  gleicher  Weise  fallt  es  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass, 
wenn 

u=  C7,,  v  =  C7j 
Skalarintegrale  der  beiden  Gleichungen 

.     .  S.x^  \dfF\f,  v)  -  Vy^Srdv]  =  0  j 

S.icJidfF{f,y)—  F»a-ÄTrfv]=0| ^        -^ 

sind, 

y(u,t^)=c (a58) 

ein  Integral  der  Differentialgleichung  sein  muss.  Denn,  be- 
zeichnet man  mit  /„,  /«  die  partiellen  Difierentialquotienten 
der  Skalarfunktion  /  in  Bezug  auf  u,  v,  so  ergibt  sich  aus 
(D.  58) 

fudu'\-f4'o  =  0j 
oder  nach  unsrer  Annahme,  u,  v  seien  Integrale  der  Funktionen 
in  (D.  57) 

Ä(/«Tj  +/.T,)  [dptlfi,  y)  -  VyaSrdy]  =  0, 
eine  Gleichung,  welche  durch  die  Substitution 

in  (D.  56)  übergeht,  sodass  wir  den  Satz  als  bewiesen  betrach- 
ten können. 

Sind  in  dieser  Weise  drei  erste  Integrale  der  partiellen  Dif- 
ferentialglieichung  gefunden,  so  kann  mittelst  derselben  y  in  p 
ausgedrückt  werden  und  die  Integration  der  Gleichung 

Svdp  =  0 
ergibt  sodann  auch  das  zweite  Integral. 

106.  Eine  besondere  Erörterung  erfordert  der  Fall,  wo  die 
Gleichung 

Syx^fi,  =  i\p,y)  =  0 (D.  59) 

stattfindet. 
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Denn  das  Gleich ungssystem  (D.  51)^  worein  nun 

gesetzt  werden  muss,  ergibt  sodann 

es  sei  denn,  dass 

ware^  was  wir  nicht  voranssetzen  wollen. 

Zwischen  (D.  60) ,  (D.  48) ,  (D.  49)  müssen  nun  dp^  dv  elimi- 
nirt  werden,  wodurch  sich  ergibt 

5vA,(pr  =  0.  .  .  .  ; (D.61) 

für  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 
Jedes  Vektorintegral  der  Gleichung 

F.dp  FvA,  +  gSrefv  =  0 (D.  62) 

wo    S   einen   beliebigen   yeränderlichen   Vektor  bedeutet,   oder 
der  daraus  hergeleiteten  Gleichung 

ric(dpFvA, +?Sr(fv)  =  0, 
wo   man   auch   x  einen  beliebigen  Wert  beilegen  kann ,  ergibt 
ein   Integral   der  partiellen  Differentialgleichung  (D.Öl).  Denn 
wenn  wir  wieder  setzen 

d«  =  y J  Vxidp  FvAj  +  ^STdy)\q\ 
so  ergibt 

STd«  =  0 
die  Relation 

S.K^{dp  FyA,  +  iSrdv)  =  0, 
wenn 

Xj  ==  r.(  V^irq)K 
gesetzt  wird.  Somit  erhält  man 

S.dp[r.K^  FvA,  —  <prSK,^]  =  0, 
oder 

F.Ä,  FvA,  —  (prSK^^  H  V 
und  die  Operation  mit  S.vAj  ergibt  nun  die  Differentialgleichung 
(D.  61). 

Wir   teilen    weiter    ohne    Beweis    mit,   dass,   wenn   u^,    u^ 
Integralfiinktionen  der  Grössen 

S.'JT^dpVvX^+gSrdv,  S.Tr^dpVw^^+hSrdv.  .  .  (D.  63) 
sind,  wo  T|,  ^2  beliebige  Vektoren,  ^,  h  willkürliche  Skalare 
bedeuten , 

11 
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F(u^ ,  u^)  =  constant 
ein  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  (D.  61)  sein  wird. 
Wählen  wir  als  Beispiel  die  einfache  Gleichung 

Svx0ß  =  0 (D.  64) 

so  nimmt  die  erste  der  Gleichungen  (D.  63)  die  Form  an 

S.ir^dp  Vva  +  gSßdv  =  0  , 
—  S^ivSxdp  +  gSßdv  =  0, 
Für  Tj  =  Vva  erhält  man  das  Integral 

5i3v  =  constant, 
und  für  ^  =  0 

Sctp  =  constant, 
somit  ist 

F{Sßv^  Säp)  =  constant 
ein  Integral  der  Gleichung  (D.  64). 
In  derselben  Weise  findet  man,  dass 

F{Sßv,  p^)  =  constant 
ein  Integral  der  Gleichung 

Svp(pß  =  0 
sein  wird. 

107.  Wie  in  der  gewöhnlichen  Analyse  besteht  im  Qaater- 
nionenkalkül  ein  merkwürdiger  Satz ,  welcher  in  gewissen  Fällen 
die  Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  (D.  50)  za  derjenigen 
einer  einfacheren   zurückzuführen   gestattei  Es  sei  nämlich 

ß^p)  =  constant 
die  Lösung  jener  Gleichung,  somit 

df=^Svdp. 
Setzt  man  nun 

F=Spv—f (D.  65) 

so  ergibt  eine  Differentiation 

dF=  Spdv  +  Svdp  —  dfy 
und  mit  Bücksicht  auf  (D.  63) 

dF  =  Spdvj 
woraus   erhellt,   dass  F  als  eine  Funktion  von  v  allein  ausge-^ 
drückt  werden  kann,  und  wenn  man  demnach 

dF=SRdy 
setzt,  wo  R  nur  von  v  abhängt,  so  ist 

P  =  i2 (B,66) 
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Hieraus  folgt  sodann 

wenn   mit  ^  eine  selbstconjugirte  nur  von  v  abhängige  lineare 
Vektorfunktion  bezeichnet  wird ;  umgekehrt  ist 

d¥  =  \p^^dp. 
Es  ist  jedoch  ebenfalls 

dv  =  <pdp, 
wo  $  nur  p  enthält;  somit 

^-1  -—  ^  ^  oder  ^0  =  <pTp  =  1, 
und 

^  =  (p-i. 
Man   kann  demnach  in  der  vorgelegten  Differentialgleichung 
p,  y,   <p,   <P""^   durch  iZ,   v,  \//~^,   tp   ersetzen   und   hierdurch 
möglichenfalls  das  allgemeine  Integral 

f(y)  =  constant 
der   transformirten    Gleichung   finden.    Wenn    sodann    noch    y 
zwischen   diesem   Integral   und    (D.  66)   eliminirt   wird ,   so  ist 
auch   das  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  ge- 
funden. 

107*.  Ausnahmsweise  wollen  wir  hier  den  Zusammenhang 
mit  dem  analogen  Problem  der  gewohnlichen  Analyse  näher 
erörtern.  Bei  den  Bezeichnungen  des  Artikels  26  erhalten  wir 
nämlich 

Die  Differentiation  von  (D.  67)  ergibt  weiter ,  wenn  man  aof 

dp  =  »dx  -j-  ßdy  -|-  ydz 
Bfickaicht  nimmt 

i^F  ,  ^  i*F  .       i^F 
somit 
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5«4>«  =  ^,  '^<P«  =  S'  °-8-^ (D-69) 


Nun  ist  aber 

ÜB    ^-^ 

3»« 

iz* 

T  — 

iF 

iz 

Äv^,<?»Fi-^, 

wenn  man   den   Wert  von  p  aus  (D.  68)  und  die  Gleichungen 

(D.  69),  (B.  11)  benutzt. 

In  derselben  Weise  wird  erhalten 

_  S.v»^(pVvß^         _         S.¥a^(pVva^ 

Die   allgemeine  lineare  partielle  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 

Rr  +  2Si8+rt+  r=o, 

wo  i2,  S, ,  r,   F  Funktionen  von  x^  y  ^  z^  p^  q  bedeuten,  er- 
hält hier  die  Form 

Rß.yß,<p  Vyß,  -  28ß.yß,<p  Vyct,  +  Tß.va.Cp  Vva,  +  F^  ==  0, 
wenn  jRq,  8q,   Tq,  V^  Funktionen  von  p  und  v  sind.  Statt  dieser 
Gleichung  kann  aber  auch  geschrieben  werde ,  indem  mit  mj , 
m^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Äofi»^  — 2S'om+  ro  =  0 
bezeichnet  werden 

S.y{ß,  -  m,a,)(p  Vy{ß,  -  m,x,)  +  J  =  0, 

sodass  dieselbe  in  der  Form  (D.  52)  erscheint. 

108.  Im  Art.  27  der  Theorie  haben  wir  schon  erörtert ,  daas 
die  Gleichung 

p=/,(ti,r)«+/,(u,tj)/3+/3(u,t?)y  .  .  .  .  (D.  70) 
wo  /j,  /j,  /,  beliebige  Funktionen  der  Skalare  u,  v  bedeuten, 
einer  willkürlichen  Fläche  angehört.  Es  ist  leicht  einen  Aus- 
druck für  den  Vektor  v  in  diesem  Falle  zu  finden.  Bei  con* 
stantem  Werte  von  v  stellt  die  Gleichung  (D.  70)  nämlich,  eine 
auf  jener  Fläche  enthaltene  Curve  dar  und  das  Differential  d^^ 
welches  wir  im  Art.   27   der  Theorie  definirt   haben,   ist  ein 
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Vektor  in  der  Richtung  der  Tangente  an  jene  Curve.  Analoges 
gilt  von  der  Grösse  d^.  Demnach  wird  V.dupdpp  ein  Perpendikel 
zu  jenen  Tangenten  sein,  sodass  wir  schreiben  können 

y  =  xV.d^pd^ (D- 71) 

Wir  werden  jedoch  diese  Form  des  Ausdrucks  für  die  Nor- 
male im  Folgenden  nur  selten  in  Anwendung  bringen. 

109.  Wir  wollen  nun  einige  bekannten  Probleme,  zu  deren 
Lösung  man  die  Kenntnis  der  Normale  bedarf,  in  Angriff 
nehmen.  Zuerst  sei  das  Problem  der  Fusspunkts fläche 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Fläche  genommen. 
Die  Gleichung  dieser  Fläche  sei 

Fp=C (D.  72) 

und  der  gegebene  Punkt  sei  x.  Wenn  nun  nach  (D.  6) 

S{co  —  p)v  =-•  0 
f&r  die  Tangentenebene  im  Punkte  p  der  Fläche  gesetzt  wird , 
80  ist   nach   (6.  32)   der  Fusspunkt   des  Lotes  aus  o^  auf  jene 
Ebene  gefällt 

(T  =  «  -  v-iS(«  —  p)y (D.73) 

Die  Gleichung  der  Fusspunktfläche  wird  erhalten,  indem 
p  zwischen  (D.  72)  (D.  78)  eliminirt  wird,  doch  kann  diese 
Elimination  natürlich  nicht  vollzogen  werden,  solange  F  will- 
kürlich bleibt.  Es  kann  aber  aus  (D.  72)  jedenfalls  eine  ein- 
fache Gleichung  hergeleitet  werden,  welche  p  und  ff  mit  ein- 
ander direkt  in  Verbindung  setzt.  Aus  derselben  folgt  nämlich 

y  =  —  (ff  —  «)~^  S{»  —  p)vy 
and  durch  Operation  mit  S,{»  —  p)  wird  nun  erhalten 

S(x  _  p)  (er  —  ä)-i  =  —  1 (D.  74) 

Wir  wollen  diese  Betrachtungen  nur  noch  weiter  verfolgen 
für  den  Fall,  wo  F  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Gra- 
des ist 

Sp((pp  +  2*)  +  a  =  0. 
'Ea   ist  sodann 

v  =  <pp  +  i 
%u   setzen ,  und  (D.  73)  ergibt 

(T  —  Ä  =  —  (<J)^  -j-  ^)-l  S{X  —  p)  {(pp  +  f). 

daber  einfacher 
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wo  X  eine  Skalargrösse  ist;  somit  ist 

Die  Substitution  in  (D.  74)  ergibt  nun  den  Wert  von  x^  nämlich 

_  1  4-  i(cr  —  g)~i  [a  -f-  (p-i^) 

*         S(er  -  Ä)-i<p-i  (^  —  «)-i  ' 

Nun  ist  der  Wert  von  p  bekannt  und  die  Substitution  in 
(D.  75)  liefert  uns  sodann  die  gesuchte  Gleichung  der  Fuss- 
punktsfläche ;  doch  ist  das  Resultat  im  allgemeinen  zu  umständ- 
lich ,  um  hier  mitgeteilt  zu  werden.  Nehmen  wir  aber  an,  i  sei 
Null  und  setzen  wir 


9  Ä  =  «, 


so  erhalten  wir  zuletzt 

(1  +  Sxoi-^f  +  aS«-i<?)-i«-i  =  0. 

Für  Ä  =  0  wird  diese  Gleichung 

a5«-i(?)-i«~i  =  —  l  oder  aSa(Jr^oi  =  —«*..  (D.  76) 

Es  stelt  dies  somit  die  Fusspunktsfl&che  des  Mittelpunktes 
eines  Ellipsoids  in  Bezug  auf  dasselbe  dar;  dieselbe  ist  die 
schon  friiher  erhaltene  Fläche  vierter  Ordnung. 

110.  Wenn  auf  die  Normalen  einer  Fläche  eine  constante 
Länge  abgetragen  wird,  so  entsteht  eine  neue  Fläche,  deren 
Gleichung  gefragt  wird.  Ist  a  die  Länge  jenes  Segmentes,  so 
ist  der  Vektor  eines  Punktes  der  gesuchten  Fläche 

a  =  p±aUv p.  77) 

Zwischen  dieser  Gleichung  und  (D.  72)  muss  nun  wieder  p  eli- 
minirt  werden,  wozu  wir  im  Falle  zweiter  Ordnung  (D.  77)  den 
Weg  zeigen  wollen. 

Zwischen   u  und  p  besteht  nun  stets  die  einfache  Gleichung 

(«_p)a  =  -a^ (D.78) 

Weiter  ist 

co  =  p  +  a  U{(pp  -f  e), 

wenn  wir  nur  das  obere  Zeichen  beibehalten;  daher 

p  =  (0+  y)"^  (y«  —  f ). 

Die  Substitution  dieses  Wertes  in  (D.  78),  (D.  75)  ergibt  zwei 
Gleichungen,  zwischen  denen  y  eliminirt  werden  muss,  um 
die  gesuchte  Gleichung  zu  erhalten.   Dies  erfordert  jedoch  sehr 
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umständliche  Rechnungen,  sodass  wir  nicht  länger  dabei  ver- 
weilen. 

Nur  wollen  wir  noch  einen  allgemeinen  Satz  in  Bezug  auf 
die  erhaltene  Fläche  beweisen,  nämlich  dass  der  Vektor  v 
der  ursprünglichen  Fläche  zugleich  Normale  der  neuen  Fläche 
ist.  Denn,  wenn  (D.  77)  diiferentiirt  wird,  so  entsteht 

du  =  dp±a  V —  .  Uv. 

V 

Indem  wir  hieran  nun  mit  S.v  operiren,  entsteht 

Svd»  =  0, 
wie  zu  beweisen  war. 

111.  Im  Yorigen  Abschnitte  hatten  wir  schon  Gelegenheit 
die  Beciprokalflächen  einiger massen  zu  erörtern.  Wir 
wollen  hier  nun  noch  einen  allgemeinen  diesbezüglichen  Satz 
beweisen,  nämlich  dass  die  Beziehung  zwischen  einer  Fläche 
und  deren  Keciprokalfläche  eine  gegenseitige  ist.  Die  feste  Kugel 
sei  wieder  wie  im  Art.  86 

«^  =  —  r^ 
und  die  willkürliche  Fläche  sei 

Fp=C (D.  79) 

so   ist  die  Gleichung  der  Polarebene  des  Punktes  p  der  Fläche 

Sap  =  ^r^ (D.80) 

Wählen  wir  daher  ein  dem  Punkte  p  unendlich  naher  Punkfc 
der  Fläche  (D.  79)  p  -\-dp^  wo  Tdp  unendlich  klein  ist ,  sodass 
die  Gleichung  gilt 

Svdp  =  0 , 
so  ist  für  die  Durchschnittsgerade  der  beiden  Polarebeuen 

Sadp  =  0, 

und   weil  dies  für  jedes  dp  gelten  muss,  so  folgt  aus  den  bei- 
den letzten  Gleichungen 

und  nach  (D.  80)  ist  dann  weiter 

«  =  -k;'- (D.81) 

opv 

Nun    muss   noch   p   zwischen  (D.81),  (D.  71)  eliminirt  werden 
um  die  Gleichung  der  Reciprokalfläche  zu  erhalten. 
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Besouders   yereinfacht  dies   sich  jedoch ,   wenn  wir  Tv  fort- 
während derart  bestimmen,  dass  der  Gleichung 

Spv  =  —  T^ (D.82) 

Genüge  geleistet  wird.  Denn  sodann  ergibt  (D.  81)  unmittelbar, 
dass  y  der  Vektor  des  Punktes  der  Beciprokalflache  ist,  welcher 
dem  Punkte  p  der  anderen  entspricht.  Nun  folgt  aber  aus 
(D.  82)  durch  Differentiation 

Svdp  +  Spdv  =  0 ,  daher  Spdv  =  0, 
und  hieraus  kann  wieder  geschlossen  werden,  dass  p  die  Rich- 
tung der  Normale  ist  zur  Fläche,  welche  durch  den  Punkt  v 
beschrieben  wird.  Um  nun  den  Punkt  der  ersten  Fläche  zu 
finden,  welcher  auf  derselben  Weise  aus  v  hergeleitet  wird, 
als  umgekehrt  der  Punkt  a  oder  v  aus  pj  hat  man  nur  in 
(D.  81)  V  und  p  zu  verwechseln.  Dadurch  finden  wir  sodann 
aber  p  zurück. 

Dasselbe  Resultat  wäre  natürlich  erhalten,  wenn  wir  die 
Gleichung  (D.  81)  ganz  allgemein  gehalten  hätten.  Weil  näm- 
lich (D.  80)  eine  Tangentenebene  der  erzeugten  Fläche  ist  im 
Punkte  (V  der  Gleichung  (D.  61),  so  folgt  daraus  dass  die  Nor- 
male zu  dieser  Fläche  parallel  zu  p  ist,  oder  in  Zeichen 

Spda  =  0 (D.  83) 

Nun   ist  aber   die   Polarebene  jenes   Punktes  (D.  81),  wenn  c 
der  veränderliche  Vektor  ist 

Str«  =  —  r* (D.  84) 

daher  für  jeden  Schnittpunkt  mit  den  folgenden  Polarebenen 

Sffdu  =  0. 
Weil  aber  für  jedes  da  auch  die  Gleichung  (D.  83)  stattfindet, 
so  ist 

9=yp 
zu  setzen ,  und  y  bestimmt  sich  aus  (D.  84).  Mit  Rücksicht  auf 
(D.  81)  findet  man  y==1. 

112.  Einige  weiteren  Beispiele  der  Anwendung  der  Qaater- 
nionen  mögen  der  Theorie  der  Enveloppen  entnommen 
werden. 

1^.  Durch  die  Endpunkte  von  je  drei  conjugirten  Darch- 
messern  eines  Ellipsoids 

Spcpp  =  b  *• 
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wird    eine    Ebene   gelegt.    Es    wird   die    Enveloppe   derselben 
gefragt. 

Sind  «|,  «2,  »3  jene  Endpunkte,  so  gelten  zunächst  die  Re- 
lationen (C.  62),  (0.63) 

/S«,<p«j  =  Säj(J)«3  =  Sä3(|)«,  =  0   I       ^      .  (D  85) 
5«,^«i  =  S«j$«j  =  Ä«30Ä3  =  6    J ^ 

und  es  soll  die  Enveloppe  der  Ebene 

Sp(ä2«3  +  «3«,  +«,«j)  =  5äi«jÄ3 (D.  86) 

bestimmt  werden.  Nun  ist  aber  nach  (C.  66) ,  (C.  67) 

tu  Ju 

sodass  (D.  86)  einfach  geschrieben  werden  kann 

Sp(p{a,  +  x^  +  a,)  =  b (D.87) 

Setzen  wir  nun  weiter 

Ä,  +  «j  +  «3  =  3f. (D.  88) 

so  ergibt  sich  aus  (D.  84)  leicht  das  System 

und  hieraus  folgt  dan  wieder 

5f<?)?=|6 (D.89) 

während  (D.  87)  übergeht  in 

S.p(pZ=ib (D.90) 

Wir  müssen  nun  die  Enveloppe  der  Ebene  (D.  90)  bestim- 
men ,  wenn  ^  die  Fläche  (D.  89)  beschreibt.  Diese  Enveloppe 
ist  ohne  Rechnung  zu  finden ;  denn  (D.  90)  ist  die  Gleichung 
der  Tangentenebene  im  Punkte  ^  an  (D.  89)  gelegt ,  sodass  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  (D.  89) ,  welche  mit  der  gegebenen 
Fläche  concentrisch,  coaxial  und  ihr  ähnlich  ist,  die  gesuchte 
Bnveloppe  ist. 

Dasselbe  Ergebnis  häfcten  wir  aber  auch  durch  eine  einfache 
Rechnung  gefunden.  Wenn  nämlich  (D.  89),  (D.  90)  differentiirt 
werden,  so  entsteht 

Äpfdf=0,  S?)p^  =  0, 

daher,  weil  diese  Gleichungen  für  jedes  willkürliche  d^  stattfinden, 

(pp  =  0?$^ ,  p  =  arf . 
Aus  (D.  89) ,  (D.  90)  ergibt  sich  sodann 

x=l  und  Sp<pp  =  T 6. 
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Ans  dem  Vorhergehenden  erhellt,  dass  die  Enveloppe  Ton 
der  veränderlichen  Ebene  im  Punkte  ^,  d.  h.  nach  (D.  88)  in 
dem  Schwerpunkte  des  von  den  Endpunkten  der  conjugirteu 
Halbmesser  gebildeten  Dreiecks,  berührt  wird. 

2^.  Eine  Kugel ,  deren  Mittelpunkt  in  einer  gegebenen  Ge- 
raden enthalten  ist,  berührt  eine  zweite  Gerade.  Man  fragt  die 
Enveloppe. 

Es  sei 

der  Vektor  des  Eugelcentrums  und 

die  Gleichung  der  Tangente.  Der  Radius  der  Kugel  ist  sodann 
nach  Art.  39 

wenn  y  ein  Einheitsvektor  ist.  Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist 
daher 

(p  _  «  _  xßy=  F*(«  4-ar/3)r (D.  91) 

und    durch    Differentiation   erhält  man   hieraus   nach   Division 
mit  ds 

—  S{p  —  «  —  xß)ß  ==  X  r»/3y  +  S.  V*y  Vßy, 

_      Sß{f  +  ySay) 

''--       S»/3r       • 

und   durch   Substitution  in  (D.  91)  wird  für  die  Enveloppe  er- 
halten 

(p*  —  2Sp»)S^ßy  +  S^pß  +  2Spß8»7Sßr  =  0. 
Dieselbe  ist  somit  eine  Fläche  zweiter  Ordnung;  sie  enthält 
die  Gerade  y  welche  von  der  veränderlichen  Kugel  berührt  wird, 
wie  ersichtlich  wird ,  wenn  man  p  ==yy  in  die  Gleichung  ein- 
ßihrt.  Die  Ebenen  Spß  =  C  schneiden  die  Enveloppe  in  Kreise, 
die  ausserdem  auf  Kugeln  liegen,  welche  um  den  Punkt  a  als 
Mittelpunkt  beschrieben  werden.  Man  schliesst  hieraus,  dass  die 
Fläche  eine  Umdrehungsfläche  ist,  deren  Achse  die  Gerade  der 
Mittelpunkte  ist.  Weil  sie  aber  ausserdem  Geraden  enthält,  so 
ist  dieselbe  ein  einschaliges  Rotationshjperboloid. 

IIB.  Im  Vorhergehenden  sind  wir  zwei  wesentlich  verschie- 
denen Fällen ,  in  denen  eine  Enveloppe  entsteht ,  begegnet.  Im 
ersten  Falle  nämlich  erschien  die  veränderliche  Ebene  als  Funk- 


171 

tion  eines  Vektors ,  welcher  einer  skalaren  Bedingungsgleichung 
unterworfen  war,  somit  als  Funktion  zweier  veränderlichen 
Skalare.  Im  zweiten  Falle  dagegen  war  die  yeränderliche  Engel 
nur  als  Funktion  einer  einzigen  skalaren  Grösse  zu  betrachten. 
Diese  zwei  Voraussetzungen  können  etwas  allgemeiner  folgen- 
dermassen  untersucht  werden.  Es  sei 

I\p,x)=C (D.  92) 

die  Skalargleichung  der  veränderlichen  Fläche,  deren  Enveloppe 
bestimmt  werden  soll.  Es  kann  nun  zuerst  »  einer  einzigen 
Skalarbedingung 

Ä»)=C, (D.93) 

unterworfen  sein.  Durch  Differentiation  ergibt  sich  sodann 

S.(rdx  =  0,  Sßdx  =  0, 
wo  der   Vektor   ff   sowohl   p   als   »   enthält,   ß  jedoch  nur  ». 
Hieraus   schliesst  man,   weil  diese  Gleichungen  für  jedes  will- 
kürliche da  stattfinden  müssen, 

r(rß  =  0 (D.94) 

und  es   erübrigt  jetzt   nur  noch   a  zwischen  den  Gleichungen 
(D.  92) ,  (D.  93) ,  (D.  94)  zu  eliminiren. 

Wenn  dagegen  der  Vektor  a  zweien  Skalarbedingungen 

/,(«)=  C, /,(«)=  C,   .......  (D.95) 

genügen  muss,  so  erhält  man  durch  Differentiation  der  Glei- 
chungen (D.  92) ,  (D.  95) 

S(rd«  =  0,  Sß^d»  =  0,  Sß^d»  =  0, 
daher 

S(Tßiß^  =  0 (D.  96) 

und  es  kann  nun  »  zwischen  den  vier  Gleichungen  (D.  92) , 
(D.  95) ,  (D.  96)  eliminirt  werden ,  wodurch  die  Enveloppe  ge- 
funden ist. 

114.  Wenn  speciell  die  veränderliche  Fläche  eine  Ebene  ist, 
so  entsteht  in  dem  letzten  Falle  eine  abwickelbare  Fläche. 
Wir  können  sodann  das  Problem  auch  folgendermassen  er- 
örtern. Es  sei 

SpÄ  =  1 (D.  97) 

die  veränderliche  Ebene,  wo  a  von  einem  einzigen  Skalar  u 
abhängt 

«=/,(«),•+/,(«);■+/,(«)* (D.98) 
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Durch  Differeiitiation  ergibt  sich  sodsnu 

Sp{A'i+f^j+f^k)  =  Spx'  =  (i (D.99) 

wo  der  Kürze  halber  //  statt  //(u)  geschrieben  ist  und  a!  der 
Tangentialvektor  im  Punkte  x  der  Gurre  (D.  98)  ist ,  wenn  in 
dieser  Gleichung  »  als  veränderlicher  Vektor  betrachtet  wird. 
Wird  nun  u  zwischen  (D.  97),  (D.99)  eliminirt,  so  wird  die 
Gleichung  der  abwickelbaren  Fläche  erhalten. 

Den  Gleichungen  (D.  97),  (D.99)  genügen  die  Vektoren  der 
Durchschnittsgeraden  je  zweier  aufeinander  folgenden  Tangenten- 
ebenen der  abwickelbaren  Fläche.  Der  Durchschnittspunkt  dreier 
derartigen  Ebenen  genügt  somit  den  Gleichungen 

S/^«  =  l,  Spä'  =  0,  Spä"  =  0 (D.  100) 

wenn  x"  der  aus  a  durch  Differentiation  nach  u  entstandene 
Vektor  ist.  Hieraus  folgt 

Vx'a" 

^  =  s^'-'_ <»-i«i) 

Die  Cunre,  welche  dieser  Punkt  p  bei  Änderung  der  Grosse 
u  beschreibt,  ist  bekanntlich  die  Bückkehrkante  der  ab- 
wickelbaren Fläche.  Die  Vektorgleichung  dieser  Curye  ist  (D.  101), 
während  das  aus  (D.  100)  durch  zweimalige  Elimination  von  u 
erhaltene  System  die  Skalargleichungen  jener  Bückkehrkante 
darstellt. 

Wenn  speciell  a  als  quadratische  Funktion  von  u  erscheint, 
somit 

«  =  «Q  -f-  2«!«  +  «jtt* 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  für  die  Enveloppe 

S^pa^  —  Sfix^i^p^Q  —  1)  =  0, 
eine  Fläche  zweiten  Grades,  wie  man  leicht  findet,  einen  Kegel, 
dessen  Scheitel  der  Punkt 

ist. 

115.  Nehmen  wir  noch  weitere  Beispiele. 

1^.  Es  wird  die  Enveloppe  der  Ebene  gefragt,  welche  der 
Richtung  »  parallel  bleibt  und  die  Fläche  zweiter  Ordnung 

Sp(pp  =  b (D.  102) 

berührt.  Wenn 
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So90p  =  b 
die    Gleichung  einer  Tangentenebene  ist,   so   muss   dafür   die 
Beziehung 

Sx(pp  =  0 
stattfinden.  Die  Gleichung  (D.  76)  wird  in  diesem  Falle 

S.^p^uCP»  =  0  oder  Spü/a  =  0, 
solange   die   Grösse  x  für  die  Funktion  0  nicht  verschwindet, 
und  zwischen  diesen  vier  Relationen  kann  nun  p  leicht  elimi- 
nirt  werden.  Aus  den  letzteren  drei  wird  erhalten 

_  b  V.cc(p-^  Va» 

und  sodann  erfolgt  weiter  aus  (D.  82) 

bSxCP»  -{~  S.aa  V^uCPa  =  0 

eine  Gleichung,  welche  sich  leicht  auf  (0.23),  diejenige  des 
umhüllenden  Gjlinders  der  Fläche  zweiter  Ordnung  zurückf&hren 
lässt. 

2^.  Eine  Kugel  berührt  zwei  gegebene  Ebenen  und  eine  die- 
selben berührende  feste  Kugel.  Man  fragt  die  Enyeloppe  der 
ersten  Kugel. 

Es  sei 

p»=--a* (D.  103) 

die  feste  Kugel ,  und 

Spa  =  —  a,  Spß  =  —  a   ......  (D.  104) 

zwei  feste  Tangentenebenen  derselben,  wo  £b,  /S  Einheitsvekto- 
ren bedeuten.  Die  veränderliche  Kugel  mag  durch 

(p-<r)»  =  -r» 

dargestellt  werden.  Die  Bedingungen  der  Berührung  mit  (D.  103), 
(D.  104)  sind 

IV  =  a-|-r,  r  =  a-|-  Satr  =: a -|- Sß^. 

Somit  geht  (D.  105)  über  in 

(p  ^ff)i=  —  (a-^ Sa<ry (D.  106) 

mit  den  Bedingungen 

5(ä  — /3)(r=:0,  (T^  +  (2a  +  S«(r)»  =  0.  .  .  (D.  107) 

Die  Gleichung  (D.  96)  erhält  jetzt  die  Form 

5(«  — /3)(p  +  a«)[p  — (r--Ä(a  +  SÄ(r)]  =  0  .  (D.  108) 

and   aus  den   Gleichungen   p.  106),   (D.  107),   (D.  108)   muss 
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nun  <r  eliminirt  werden,  doch  wird  das  Resultat  zu  yerwickelt 
um  hier  mitgeteilt  zu  werden. 

Nur  in  einem  Falle  lässt  sich  dasselbe  auf  einfachere  Weise 
darstellen,  nämlich,  wenn  die  beiden  festen  Ebenen  einander 
parallel  sind ,  sodass  ß  =  —  »  gesetzt  werden  kann.  Die  Glei- 
chung (D.  108)  geht  in  diesem  Falle  über  in  die  nachstehende 

S»p9  =  0 (D.  109) 

während  die  erste  der  Gleichungen  (D.  107)  die  Form  erhält 

S«^  =  0 (D.llO) 

Hiermit  lassen  sich  nun  (D.  106)  und  die  zweite  der  Glei- 
chungen (D.  107)  yereinfachen ,  nämlich 

(p_,r^)  =  _a%  <r»  =  — 4a» (D.  111) 

und  die  Elimination  ist  nun  eiu  Leichtes.  Aus  (D.  109),  (D.  110) 
erfolgt  zunächst 

c  =  ^  V.»  Vap  =  —  x{p  -|-  xS»p) , 

und  die  Gleichungen  (D.  111)  ergeben 

p^  —  2Sp<r  =  8a^ 
sodass  nun  der   Wert   von  x  leicht  gefunden    werden  kann, 
und  hiermit  wird  sodann  weiter 

"  =  2(p»  +  ^^p)^'  +  ^^^^^' 
Schliesslich  entsteht  durch  Einführung  in  (D.  111) 

(p»  -^  3a»)»  +  16a»(p»  +  S»«/>)  =  0 , 

eine  Gleichung  vierten  Grades,  welche  der  ringförmigen  En- 
yeloppe  angehört. 

8^  Die  negativen  Fusspunktsflächen  einer  Fläche 
in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Punkt  gehören  zu  den  Enve- 
loppen.  Ist  »  der  Punkt, 

die  Fläche,  so  ist 

5(p  — (r)((r-^«)  =  0 (D.  112) 

eine  Ebene,  welche  zum  Radiusvektor  aus  u  nach  dem  Punkte 
0*  der  Fläche  gezogen  in  dem  Punkte  0"  senkrecht  steht.  Die 
Gleichung  (D.  94)  lautet  jetzt 

V{p  +  «  —  2ff)v  =  0 ,  p  +  «  —  2ff  =  xvy 

und  durch  Substitution  von  p  —  0-  in  (D.  112)  ergibt  sich 
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Ist  die  gegebene  Fläche 

StrCpa  —  6  =  0, 
and   wird   für  a  der  Mittelpunkt  dieser  Fläche  gesetzt,  so  er- 
hält man 

/^  =  2(r  —  y  <p(r, 
Man  findet  nan  einerseits  durch  Potensdmng 


ff» 


=  [(2-^*<p)  'pj (0.114) 

und  durch  Substitution  des  Wertes  von  o-  in  (D.  113) 

5.(2-1*  4.)-^  (24.- -'^y,  =  0 

oder 

Äp(44)-i  -  4l*  +  p  <?>r^  =  0 (D.  115) 

Zwischen  (D.  114),  (D.  115)  muss  nun  noch  die  Grösse  ff^  eli- 
minirt  werden. 

4^.  Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  die  Enveloppe  der  Fläche 

SizpSßp  =  a^ (D.  116) 

suchen,  wenn  die  Bedingungen  stattfinden 

Ta  =  Constant ,  ß  =  Const. ,  a*  =  Const. 
Die    veränderliche'  Fläche    ist    ein    hyperbolischer    Oylinder. 
Denn,  wenn  wir  dieselbe  durch  eine  Ebene 

Säp=C (D.  117) 

schneiden,  so  ist  der  Durchschnitt  in 

enthalten,  d.  h.  das  System  der  parallelen  Ebenen  (D.  117) 
schneidet  die  Fläche  in  parallelen  Geraden,  welche  die  Rich- 
tung des  Vektors   Vxß  haben.  Für  die  Bchnittebenen 

S«p  =  0,  Sßp  =  0 
wird  jedoch   nur    Tp  =  co    genügen  können.    Es   sind   deshalb 
diese  Ebenen  die  asymptotischen  Ebenen  des  Gylinders. 
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Wir  können   nun   auch  sagen  die  Enveloppe  eines  hyperbo-  < 
lischen    Gjlinders    wird   gefragt,   wenn  die  eine  asymptotische 
Ebene   derselben   constant   bleibt,    die  andere  um  einen  festen 
Punkt  sich  dreht. 

Durch  Differentiation  wird  erhalten 

SßpSpda  =  0^  S«4«  =  0, 
somit 

Vap  =  0  oder  Sßp  =  0. 
Die  zweite  dieser  Gleichungen  ergibt  eine  besondere  Lösung, 
sodass  wir  nur  die  erste  verfolgen.  Aus  dem  System 

Tä  =  6,  SxpSßp=^a\   V»p  =  0 
muss  at  eliminirt  werden.  Es  ist 

«  =  «p,  x=z-=-^  somit  a=:ibUp^ 

J-P 
und  schliesslich  wird 

bTpSßp  =  —  a\  oder  p^S'ßp^  —  ^^   .  .  .  (D.  118) 

die  Gleichung  der  Enveloppe.  Dieselbe  ist  vom  vierten  Grade, 
doch  kann  man  leicht  eine  Vorstellung  von  der  dadurch  dar- 
gestellten Fläche  erhalten.  Denn  aus  der  Gleichung  folgt 


^^     r         hTas!rram~y      h 


secu 


bTßS.Ußüp~  y       bTß 
wenn  u  den   Winkel  zwischen   den   Richtungen  von  ß  und  p 
bedeutet.   Nehmen   wir  daher  in  der  Richtung  von  ß  ein  Seg- 
ment OBp  dessen  constante  Länge 


a" 


VbTß 
beträgt  und  errichten  wir  in  dem  Endpunkte  B^  eine  Ebene 
senkrecht  zu  06, ,  so  ist  die  Länge  eines  Vektors  der  Enve- 
loppe in  der  Richtung  OP  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
0B|  und  dem  von  jener  Ebene  auf  OP  bestimmten  Abschnitte. 
Man  sieht  hieraus,  daas  die  Enveloppe  eine  Umdrehungsfläche 
ist,  deren  Achse  mit  ß  zusammenfällt.  In  der  Tat  schneidet 
jede  Ebene  senkrecht  zu  ß  die  Fläche  in  einem  Kreise,  wie  un- 
mittelbar aus  der  Gleichung  (D.  118)  sich  ergibt. 

Herr  Tait  behandelt  in  seinem  »Elementary  Treatise'*  auch 
die  Enveloppe  der  hyperbolischen  Cylinder 
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SctpSxßp  SS  a^ , 
wenn  darin 

r«  =  i 

angenommen  wird.  Das  Besultat  erhält  sodann  die  Form 

p'^NVßp  =  —  4aS 
welches  auf  ähnliche  Weise  gedentet  werden  kann;  doch  ist 
diese  Fläche  keine  Umdrehungsfiäche.  Es  wird  in  dieser  Weise 
die  Enyeloppe  eines  hyperbolischen  Oylinders  gefunden,  dessen 
asymptotische  Ebenen  sich  beide  um  einen  festen  Punkt  drehen, 
während  dieselben  zugleich  fortwährend  senkrecht  zu  einander 
bleiben. 

116.  Bevor  wir  jetzt  zu  einem  ganz  anderen  Gebiete  der 
Theorie  der  Flächen ,  nämlich  zur  Theorie  der  Polarflächen  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Fläche ,  übergehen,  wollen 
wir  noch  einige  kurze  Betrachtungen  über  die  Indicatriz  vor- 
angehen lassen.  Voraus  sei  daran  erinnert,  dass  im  fünften 
Abschnitt  der  Theorie  eine  Form  des  TATL0B*schen  Satzes  für 
Quaternionen  hergeleitet  ist,  nämlich 

+  r£^*'^^)+-^  —  ^^-^^^^ 

wenn   bei  der  Di£Ferentiation  stets  d^q  der  Null  gleich  gesetzt 
wird.  Tdq  kann  hierin  jedoch  einen  beliebigen  Wert  haben. 

Nehmen  wir  an ,  dass  die  Funktion  /  eine  ganze  Funktion 
ist,  deren  Glieder  nur  Produkte  und  Potenzen  mit  ganzzahligen 
Exponenten  enthalten ,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  R  dabei 
unterdrückt  werden  kann.  So  ist  z.  B.  nach  obiger  Formel  für 

yt<74-«^)=?'+«''-?*+0'^-«*+ lS8'''-^*+""+''^  (D.  120) 
Nun  ist  aber  nach  (0.  5) ,  {e.  41) ,  wenn  d^q  verschwindet, 

d,q^  =  qdq  -}-  dq,q 
d}.q^  =  2dq^ 
d\q^  ^  0. 
Daher  ergibt  (D.  120) ,  wenn  wir  R  unterdrücken 

f{q  +  adq)  =  q^  +  a^qdq  +  dq.q)  +  a^dq^ 

12 
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und  dieses  Resultat  stimmt  ganz  mit  demjenigen  ü berein,  wel- 
ches durch  Berechnung  von  {q  -|-  xdq)^  erhalten  wird. 

Setzen  wir  daher  im  Folgenden  voraus,  eine  gegebene  Fläche 
sei  derart,  dass  die  in  ihrer  Gleichung 

auftretende  Funktion  den  oben  erwähnten  Bedingungen  genügt, - 
so  gilt,  wenn  n  der  Grad  dieser  Funktion  ist,  die  Gleichung 

JF\p  +  xdp)  =  Fp  +  xdFp  +  ^  d^Fp  +  ....  +  j£-.  d^Fp  (D.  121) 
wenn  stets 

gesetzt  wird.  Nun  ist  jedoch  nach  (D.  2) ,  (D.  8) 

dFp  =  Svdp^ 
somit 

d^Fp  =  Sdvdp  =  Sdp^idp)  nach  (D.  9), 

wo  (p  eine  selbstconjugirte  lineare  Vektorfunktion  ist,  und  es 
kann  fär  (D.  121)  daher  auch  geschrieben  werden 

F{p  +  a!dp)=Fp  +  xSvdp'\'^Sdp(pdp  +  ....  +  rr^<t^Fp    (D.122) 

Die  beiden  Gleichungen  (D.  121),  (D.122)  können  bei  der 
Untersuchung  der  Flächen  vielfache  Anwendung  finden.  Die 
erstere  erweist  sich  für  die  Untersuchung  der  Polarflächen  als 
sehr  zweckmässig;  in  Bezug  auf  (D.  122)  wollen  wir  noch  Fol- 
gendes bemerken. 

117.  Wenn  p  der  Gleichung  der  Fläche  genügt  und  dasselbe 
von  p-^xdp  gilt,  so  ergibt  sich 

xSvdp  +  ^Sdp(pdp'\'....'\'^-^drFp  =  0  .  p.  123) 

Wenn  daher  dp  derart  gewählt  wird,  dass  die  Gleichung 

Sudp  =  0 (D.  124) 

gültig  ist,  so  hat  die  Gerade 

a  =  p  -[-  adp 

zwei  im  Punkte  p  zusammenfallende  Punkte  mit  der  Fläche 
gemeinsam.  Diese  Gerade  ist  daher  eine  Tangente  der  Fläche 
im  Punkte  p.  Führt  man 

adp  =5  a  —  p 
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in  (D.  124)  ein ,  so  erhalt  man  daher  die  Gleichung  der  Tan- 
gentenebene 

S(«-p>  =  0 (D.125) 

Wenn  aber  dp  ausserdem  der  Relation 

8dp^dp  =  0 (D- 126) 

Genüge  leistet,  so  hat  jene  Gerade  drei  im  Punkte  p  zu- 
sammenfallende Punkte  mit  der  Ebene  gemeinsam.  Es  ergibt 
sich  sodann  auch  für  jene  Gerade 

S{a  —  p)(J)(«  —  p)  =  0 (D.  127) 

sodass  die  Fläche  im  Punkte  p  in  drei  zusammenfallenden  Punkten 
geschnitten  wird  nur  von  denjenigen  Geraden,  welche  den 
beiden  Gleichungen  (D.  125),  (D.  127)  genügen,  und  daher  einer 
Ebene  und  einem  Kegel  zweiter  Ordnung,  dessen  Scheitel  in 
p  liegt,  gemeinsam  sind.  Wir  erhalten  in  dieser  Weise  die 
beiden  Inflexionstangenten  der  gegebenen  Fläche  im 
Punkte  p. 

Wenn  gefordert  wird,  die  aus  einem  willkürlichen  Punkte 
a  an  die  Fläche  gehenden  Inflexionstangenten  zu  bestimmen , 
so  hat  man  demnach  p  zu  lösen  aus  (D.  125),  (D.  127)  und  der 
Gleichung  der  Fläche.  Es  werden  sodann  n(n— l)(n  — 2)  Werte 
von  Pj  somit  auch  eine  gleiche  Anzahl  von  Inflexionstangenten 
gefunden. 

Die  beiden  Inflexionstangenten  werden  zusammenfallen ,  wenn 
die  Ebene  (D.  125)  den  Kegel  zweiter  Ordnung  (D.  127)  berührt. 
Dies  ergibt  die  Bedingung 

S.v(p-^v  =  0 p.  128) 

welcher  der  Punkt  p  genügen  muss.  Derselbe  ist  sodann  ein  par a- 
bolischerPunktder  Fläche.  Die  Gleichung  (D.  1 28)  mit  der- 
jenigen der  Fläche  zusammen  bestimmt  den  Ort  der  parabolischen 
Punkte  der  Fläche.  Wenn  dieselbe  eine  solche  zweiter  Ordnung  ist 

Sp^p  =  6, 
so  ist 

V  =  2\lfp ,  dv  =  24fdp, 
somit  ist  die  Funktion  tp  identisch  mit  der  hier  angewandten 
Funktion  ^ ;   und  die  Gleichung  (D.  128)  ergibt  für  die  para- 
bolischen  Punkte   Sp\pp  =  0   d.  h.  der  Durchschnitt  der  Fläche 
mit  ihrem  asymptotischen  Kegel. 
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Bewegt  man  sich  auf  der  Fläche  stetig  die  eine  der  beiden 
durch  jeden  Punkt  gehenden  Inflexionstangenten  entlang,  so 
iflt  der  Ort  eine  asymptotische  Linie  der  Fläche,  deren 
Differentialgleichung  (D.  126)  sein  wird. 

118.  Eine  Ebene,  welche  der  Tangentenebene  in  Punkte  p 
unendlich  nahe  und  parallel  ist ,  hat  nach  Art.  35  die  Gleichung 

Ä(«  — ;>  =  « (D.  129) 

wo  e  eine  sehr  kleine  skalare  Grösse  ist.  Die  Distanz  der  beiden 
Ebenen  ist  nämlich  eTSf-^. 

Wir  wollen  nun  die  Durchschnittspunkte  der  Ebene  (D.  129) 
mit  der  Fläche  ins  Auge  fassen.  Statt  a  können  wir  sodann 
p-^xdp  setzen,  wo  x  eine  sehr  kleine  Grösse  ist,  während  Tdp 
beliebig  bleibt.  Wenn  wir  nun  nur  bis  unendlich  kleine  Grossen 
zweiter  Ordnung  berücksichtigen ,  so  genügen  jene  Durchschnitts- 
punkte  den  beiden  Gleichungen 

xSvdp  =  6, 
x^Sdp(pdp  +  2«  =  0. 
Nun  ist  aber  xdp^=dff  der  unendlich  kleine  Vektor  aus  dem 
Punkte  p  nach  einem  unendlich  nahen  Punkte  der  Fläche  ge- 
zogen; derselbe  genügt  daher  den  Gleichungen 

Svd(T  =  e,  Sd<r(pd(r  =  —  2e (D.  130) 

Die  gesuchten  Durchschnittspunkte  li^en  deshalb  in  dem 
Kegelschnitte,  welcher  durch  die  Gleichungen  (D.  110)  darge- 
stellt wird.  Die  zweite  dieser  Gleichungen  gehört  einer  unend- 
lich kleinen  Fläche  zweiter  Ordnung  an,  deren  Mittelpunkt 
der  betreffende  Punkt  der  Fläche  ist.  Wir  haben  somit  die 
Indicatriz  der  Fläche  erhalten. 

Die  Halbmesser  der  Fläche  zweiter  Ordnung  sind  nach  Ari. 
65  proportional  zu  \/7  und  die  Distanz  der  Ebene  zum  Punkte 
p  ist  proportional  zu  e.  Die  Dimensionen  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  sind  daher  sehr  gross  im  Verhältnis  zu  dieser  Distanz 
und  es  wird  deshalb  erlaubt  sein  die  Indicatrix  als  Durchschnitt 
der  beiden  Gebilde 

S¥dff  =  0,  Sd(r<pd(r  =z  —  2e (D.  131) 

zu  betrachten,  wie  stets  geschieht. 

Die  Achsen  dieses  Kegelschnittes  können  nach  Art.  74  leicht 
bestimmt  werden.  Es  werden  sodann  die  Richtungen  der  Erüm- 
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mungslinien  der  Fläche  im  Punkte  p  erhalten,  doch  würde  eine 
nähere  Dntersachnng  derselben  für  diesmal  uns  zu  weit  fähren. 
Nor  wollen  wir  noch  zeigen,  dass  die  Erümmungslinien  im 
Punkte  p  die  Winkel  zwischen  den  Inflexionstangenten  daselbst 
halbiren.  Wenn  p^ ,  p^  zwei  Einheitsvektoren  in  den  Richtun- 
gen dieser  Tangenten  sind,  so  haben  wir  somit  nur  zu  be- 
weisen, dass  die  Riehtungen  der  Vektoren  P1+P29  Pi — P2« 
welche  senkrecht  zu  einander  sind,  in  Bezug  auf  die  Indicatrix 
zu  einander  conjugirt  sind.  Nun  gelten  für  P|,  p^  die  Glei- 
chungen 

Svp,  =  0 ,  5p,(pp,  =  0 ;  Svp,  =  0 ,  Sp^Cpp^  =  0. 
Setzt  man 

Pi  +  Pa  =  2(r ,  pi  —  pj  =  2t,  daher  p,  =  <r  +  r ,  p^  =  <r  —  t, 
so  findet  man  leicht 

Är(J)T  =  0, 
wodurch   die   Gonjugaition   der   Richtungen  0-,  r  ausgesprochen 
ist.  Daher  ist  der  obige  Satz  bewiesen. 

Nehmen  wir  auf  der  Fläche  einen  beliebigen  dem  Punkte  p 
unendlich  nahen  Punkt  an,  dessen  Vektor  wie  oben  p-^-adp 
beträgt.  Die  Normale  in  diesem  Punkte  kann  mit  v-^-dv  be- 
zeichnet werden,  oder  nach  dem  Vorhergehenden  mit 

Die  Durchschnittsgerade  der  Tangentenebenen  in  den  beiden 
unendlich  nahen  Punkten  wird  daher  die  Richtung  haben 

er  =  V.v(pdp (D.  182) 

und  es  kann  nun  leicht  gezeigt  werden,  dass  die  beiden  Rich- 
tungen ff  j  dp  zu  einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  die  Indi- 
catrix im  Punkte  p.  Diese  zwei  Halbmesser  der  Indicatrix  d.  h. 
auch  der  Fläche  zweiter  Ordnung  (D.  182)  sind  nämlich  zu 
einander  conjugirt,  wenn 

8(r0dp  =  0 
und  dies  ergibt  sich  unmittelbar  aus  (D.  182). 

119.  Gehen  wir  jetzt  zur  Betrachtung  der  Polarflächen 
yerschiedener  Ordnung  einer  Fläche 

Fp  =  0 (D.  188) 

über,  welche  den  im  Art.  112  angegebenen  Bedingungen  ge- 
nügt. 


r 
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Es  sei  0-  ein  willkürlicher  Punkt  P ,  0-  -|-  xdv  eine  dadurch 
gelegte  Gerade.  Bestimmen  wir  nun  mittelst  des  TATLOK'schen 
Satzes  die  Schnittpunkte  derselben  mit  der  Fläche  (D.  133) ,  so 
erhalten  wir  hierftlr  die  Gleichung 

F<r+xdF<r-\-%d^Fv-{. [- r-|-— d»i^<r=0.  .  (D.  134) 

Bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte,  welche  den  n  hieraus  sich 
ergebenden  Werten  von  x  entsprechen,  mit  Q, ,  Q^  *  *  *  -  Q»  *  ^ 
ist  bekanntlich  ein  Punkt  Q  der  Polarebene  des  Punktes  ^  in 
Bezug  auf  die  Fläche  bestimmt  durch  die  Relation 


PQt^  PQ   PQ.~PQ 

somit,  wenn  man  PQ  =  ydr  setzt, 

Ist  «  der  Vektor  von  Q,  so  ist  deshalb 

*'  =  '^-"^'^' 
und  die  Gleichung  der  Polarebene  wird  nun  durch  Elimination 
von   dff    erhalten,    was    auf  einfache   Weise   stattfindet   durch 
Operation  mit  S.v.  Man  erhält  sodann 

5(ö,_ff)y_ni^<r  =  0 (D.  185) 

Soll  Q  ein  Punkt  der  quadratischen  Polarfläche  sein ,  so  gilt 
bekanntlich  die  Gleichung 

2^PQi.PQk        PQ   Z^PQi'^     2PQ^    ■""' 
Mit  Rücksicht  auf  (D,  135)   wird   hieraus  erhalten  bei  dersel- 
ben Bezeichnung  für  den  Vektor  des  Punktes  Q 

d^Fff       n  —  l  dFtr        n{n  —  1)  _ 
2jRr  "^      y       F(r  +       2y^       "^    ' 
oder  mit  der  vorher  schon  angewandten  Schreibweise 

Nun  gilt  jedoch  die  Beziehung 

yda'=^a  —  7, 
wodurch  unmittelbar  die  Elimination  von  ydff  vollzogen  werden 
kann.  Die  Gleichung  der  quadratischen  Polarfläche  ist  daher 
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« 

iS.(a  —  (r)(p{cü  —  (t)  +  (^ Y ^)5K«  —  <r)  +  (^ i?V  =0.  (D.  136) 

126.  Nun  kann  aber  dieser  Gleichung  eine  symboliache  Ge- 
stalt erteilt  werden,  welche  für  die  Polarflächen  höherer  Ord- 
nung wesentlichen  Vorteil  bietet.  Wenn  man  nämlich  durch 
den  Operator  dQ  eine  DifFerentiation  und  nachherige  Ersetzung  der 
erhaltenen  Grösse  d9  durch  a  —  0-  ausdrückt^  in  gleicher  Weise 
durch  dg^  zweimalige  Differentiation  bei  constantem  dff  und 
nachherige  Ersetzung  der  Grösse  da  durch  («  —  a)  u.s.w. ,  so 
kann  (D.  186)  auch  in  die  Form  gebracht  werden 


oder  schliesslich 


[iV  +  ("/)''o+(2)]^»  =  0 (D'137) 


In  gleicher  Weise  findet  man  nun  für  die  Bestimmung  eines 
Punktes 

Ä  =  ö"  +  yda 

der  Polarfläche  der  nächstfolgenden  Ordnung  die  Gleichung 

(3)^'+(°;  V' + äCT')»'"^^' + 2-3  »'''•^' = '• 

worin  wieder  yda  unmittelbar  durch  a^— 0-  ersetzt  werden  kann, 
sodass  die  symbolische  Gleichung  jener  Polarfläche  erhalten 
wird 

'(8)  +  C'2^)'^o+l("l^)do'  +  id,'^']Fi<r)  =  0  .  (D.  188) 

und  man  erkennt  nun  leicht  —  wenn  in  der  gewöhnlichen  Weise 
die  Ordnungszahl  der  Polarflächen  bestimmt  wird,  sodass  man 
die  Polarebene  als  die  (n  —  1)^  Polare ,  die  quadratische  Polar- 
fläche als  die  (n  —  2)^  u.s.w.  betrachtet  —  dass  im  allgemeinen 
die  symbolische  Gleichung  der  k^^  Polare  der  Fläche  sein  wird 

+  2.8..('  -  k)  ">-']  ^')  =  0  ■  ■  ■  ■  (D-  m 
Der  Operator  d^  genügt  einer  identischen  Gleichung.   Setzen 
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wir  nämlich  in  (D.  122)  statt  p,  x,  df  die  Werte  v,  1,  «  —  o- 
ein,  so  erhält  man 

CT«)  =  F(r  +  doF<r  +  Id^^Fir  + +  ^^  d^'Fv .  (D.  140) 

121.  Führen  wir  nun  einen  neuen  Operator  i)^  ein,  welche 
an  eine  Funktion  von  a  operirend  zuerst  Differentiation  nach 
a  und  nachher  Ersetzung  der  Grösse  da  durch  ff  —  »  bewirkt, 
so  wollen  wir  das  Resultat  dieser  Operation  an  die  vorher- 
gehende Gleichung  betrachten. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  irgend  eine  Grösse  (2Q^i^0-  her- 
aus. Es  ist  dieselbe  das  Resultat  der  2-maligen  Differentiation 
von  Fff  (wobei  dff  als  eine  Constante  betrachtet  wird)  und  der 
schliesslichen  Ersetzung  der  Faktoren  dv  durch  tf  —  c.  Der 
Vektor  a  kommt  daher  nur  in  diesem  Ausdruck  vor  in  dem- 
selben Masse,  worin  das  Resultat  der  Differentiation  da  ent- 
hielt. Eine  Differentiation  jener  Grösse  nach  u  wird  deshalb 
auf  das  nämliche  Resultat  führen ,  wie  wenn  man  d^Fr  in  Be- 
zug auf  dff  differentiirte  und  nachher  da  durch  a  —  0*,  d}ff  durch 
da  ersetzte.  Wird  sodann  wieder  da  durch  — (a  —  9)  ersetzt, 
so  ist  einleuchtend,  dass  man  schliesslich  durch  die  Operation 
2>Q  wieder  auf  die  Form  dQ^F^,  nur  mit  dem  entgegengesetzten 
Zeichen  versehen,  zurück  geführt  wird.  Weil  aber  cfFc  in  Bezug 
auf  dff  homogen  vom  Grade  l  ist  (Art.  18  der  Theorie),  so 
wird  man  schliessen  müssen 

D^.d^'Fff  ^  —  Id^'Fff (D.Ul) 

Wenn  dieses  Resultat  nun  bei  der  Anwendung  des  Operators 
Dq  an  die  Gleichung  (D.  140)  beachtet  wird ,  so  ergibt  sich 

D^F{«)  =  -  K + do* + H' + . . . .  +  2    („^_  1)  d^'}  F'  (D.  142) 

Diese  Gleichung,  mit  (D.  140)  zusammengenommen,  setzt  uns  nun 
in  den  Stand  die  Gleichung  der  ersten  Polare  einer  Fläche  in 
eine  sehr  einfache  Gestalt  zu  bringen.  Es  ist  dieselbe  nämlich 
nach  (D.  139) 

»=(i)+("T')^+i("T>'+--+ 
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Diese  Gleichang  der  ersten  Polare 

nF(«)  +  2?oin(«)  =  0 p.  143) 

stimmt   nun   aber   ganz  mit  der  Qleichong  der  Polarebene  des 
Punktes  o-  überein,  nur  sind  0-  nnd  »  mit  einander Tertansclit* 

Nehmen  wir  einen  Schnittpunkt  der  Fläche 

F{c9)  =  0 
mit  der  ersten   Polare  (D.  148) ,  so  genügt  dessen  Vektor  der 
Gleichung 

D^a)  =  0  =  Sv^(<r  —  «), 
wenn  mit  v^  die  Normale  im  Punkte  u  bezeichnet  wird.  Der 
Punkt  ff  ist  deshalb  in  det  Tangentenebene  enthalten,  welche 
im  Punkte  a  an  die  Fläche  geht.  Es  ist  daher  der  Satz  be- 
wiesen :  Die  Berührungspunkte,  der  Tangenten  aus  einem  Punkte 
an  eine  Fläche  gelegt,  sind  in  der  ersten  Polare  jenes  Punktes 
in  Bezug  auf  die  Fläche  enthalten. 

122.  Im  allgemeinen  kann  man  nun  mit  Hülfe  des  obigen 
Operators  j9q  beweisen ,  dass  die  Z^  Polare  eines  Punktes  in 
Bezug  auf  die  k^  Polare  desselben  Punktes,  die  {k+tf*  Polare 
in  Bezug  auf  die  gegebene  Fläche  ist.  Natürlich  wird  es  zur 
Feststellung  dieses  bekannten  Satzes  genügen,  wenn  nur  dar- 
getan wird,  dass  die  erste  Polare  in  Bezug  auf  die  k^  Polare 
die  {k  4~  1)^  Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  ursprüngliche 
Fläche  ist. 

Wenn  nun  F^{u)  =  0  die  Gleichung  (D.  139)  der  k^  Polare 
ist,  so  wird  die  erste  Polare  durch 

{n-k)F,(^)  +  D,F,{co)  =  0 
da^estellt.   Mit   Hülfe  der   Gleichung  (D.  141)  lässt  die  Rech- 
nung sich   nun   ganz  leicht  ausfähren;  bei  Beachtung  der  be- 
kannten Identität 

/i+ 1\ m  —  k  /m\ 

ergibt  sich  sodann  unmittelbar  die  Gleichung  der  {k-^  1)^°  Polare. 
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128.  Die  Gleichung  der  HsssB'schen  Fläche  kann  mit  Hülfe 
der  auseinandergesetzten  Principien  ohne  Mühe  erhalten  werden 
und  sie  zeigt  sodann  eine  sehr  einfache  Form.  Es  ist  bekanntlich 
die  einer  gegebenen  Fläche  zugehörige  HsssB'sche  Fläche  der 
Ort  der  Punkte ,  deren  quadratische  Polarfiächen  in  Kegel  überge- 
gangen sind.  Wenn  0*  ein  Punkt  der  HEssv'schen  Fläche  ist, 
so  muss  daher  die  Gleichung  (D.  136)  einen  Kegel  darstellen. 
Schreibt  man  dieselbe  in  die  Gestalt 
Sa  [0ca  -  2(pör  -f  2(n  --  l)v]  +  S(r<p(r — 2  (n — l)Sya + n{n  -l)F<r  =  0, 

und  vergleicht  man  sie  mit  der  allgemeinen  Gleichung  (G.  8) 
der  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  ergibt  sich 

e=  —  <p(r  +  {n  —  l)v, 

a  =  S(r(p(r  —  2(n  —  l)Sv<r  +  n{n  —  1)  F{v), 

und  die  Bedingung  (G.  37) ,  dass  die  Fläche  zweiter  Ordnung 
ein  Kegel  ist,  ergibt  nach  einiger  Rechnung 

{n  —  \)Sv(p-\  —  nFfr  =  Q (D.  U4) 

als  Bedingungsgleichung  für  0-,  d.  h.  als  Gleichung  der  Hesse'- 
sehen  Fläche.  Die  Schnittpunkte  derselben  mit  der  gegebenen 
Fläche  genügen  der  Gleichung 

Sv<p-h  =  0, 

welche  daher  nach  Ä.rt.  118  die  parabolischen  Punkte  der  Fläche 
bestimmt. 

Der  Ort  der  Scheitel  jener  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche 
quadratische  Polarflächen  der  Punkte  der  Hssss'schen  Fläche 
sind,  ist  die  SrsTNEB'sche  Kernfläche  der  gegebenen  Fläche. 
Auch  der  Weg  zur  Auffindung  der  Gleichung  dieses  Ortes  kann 
leicht  angegegeben  werden.  Denn  der  Scheitel  des  Kegels  zweiter 
Ordnung  ist  nach  Art.  61  bei  Anwendung  der  allgemeinen 
Gleichung  (G.  8)  bestimmt  durch 

fi=  —  (p-^f , 

somit  erhalten  wir  in  dem  jetzigen  Falle 

^  =  (T  —  (n  —  l)(|>-iv (D,  145) 

und   die  gesuchte  Gleichung  wird  nun  erhalten,  indem  0-  zwi- 
schen   (D.  144),   (D.  145)    eliminirt    und   fi  als  yeränderlicher 
Vektor  der  STSiNSB'schen  Fläche  betrachtet  wird. 
Bei  der  Fläche  zweiter  Ordnung 


ist 


daher 


d.  h. 
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Fp  —  Sp{ypp  +  2f )  +  a  =  0 

dF  =  Svdp  =  S2(Tf/p  +  i)dp, 


<p  =  2t^,  ip-i  =  i^-i, 

somit    wird    die    Gleichung  der  HESSB^schen   Fläche   yon   der 
Ordnung  Null. 

Wählen  wir  einen  der  Durchscbnittspunkte  der  gegebenen 
Fläche  mit  der  Hsssit'schen  und  bezeichnen  dessen  Vektor 
mit  0-.  Wenn  nun  die  Fläche  und  der  gewählte  Punkt  derart 
sind,  dass  durch  0-  eine  Gerade  7 -\- xdv  geht,  welche  ganz 
in  der  gegebenen  Fläche  enthalten  ist,  so  wird  diese  Gerade 
auch  die  HsssE'sche  Fläche  in  dem  Punkte  berühren,  oder 
auch  die  Schnittcurve  der  beiden  Flächen.  Die  Bedingungen 
nämlich,  unter  denen  die  Gerade  ganz  in  der  gegebenen  Fläche 
enthalten  ist,  sind 

F9  =  Q,  dF(r  =  Oy  d*i?V  =  0,  u.s*w. 
oder 

F<f  =  0,  Syd(T  =  0,  5atr(pd(r  =  0,  u.s.w. .  .  (D.  146) 

Nun   gilt  aber   fcir  den  Durchschnitt  der   beiden   Flächen  die 
Gleichung 

Sv(p-iy  =  0 p.  147) 

Ersetzen   wir  hierin,   um  die  Schnittpunkte   mit  der  Geraden 
zu  bestimmen,  ff  durch  0*4-^^0',  so  geht  v  über  in 


J?*         .  .      .  ,     .  or* 


•  •  •  • 


V  -j-  xdv  -{"^  d}if  -{-,*»,  SS  V  ^  x^dff  -]-  -^  d.^dxr  + 

und   wir  erhalten  daher  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung 

x^  x^ 

S'(y-|-  x^dff  +  "o  ^•^dö'  4-  .  •  •  •)  ($~^v  +  xda  -}-  o"  (p^^d^dff  -[-••••) 

=  Sy<p-h  +  2xSvd(r  +  x^  [Sd(r(pd<r  -}-  S.{<P''^v)d<pd<r]  + . . .  •  =  0, 

Wegen  der  Gleichungen  (D.  146),  (D.  147)  verschwinden  aber 
die  beiden  ersten  Glieder  dieser  Summe;  man  erhält  demnach 
für  X  stets  zwei  Werte  Null  und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Es  fällt  nicht  schwer  darzutun ,  dass  die  Berührung  der  Geraden 
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mit  der  Schnittcorve  eine  mehrfEU^he  sein  muss.  Wenn  wir  näm- 
lich die  Grösse  8.{(p'~^v)d0d(r  näher  betrachten,  so  erhalten  wir 
S.{(p-^v)dCpd(r  =  Äv$-i(d$d<r)  =  S.vd(p-\(pd(r) 

=  S.vdd<r  =  0, 
and  zufolge  der  Gleichungen  (D.  146)  verschwindet  nun  auch 
der  C!oefficient  von  x^.  Wir  wollen  jedoch  nicht  weiter  hierauf 
eingehen,  weil  ans  dies  zn  weit  f£Lhren  würde. 

124.  Betrachten  wir  die  Polarebenen  eines  festen  Punktes  0- 
in  Bezug  auf  die  Flächen  eines  Büschels  n^  Ordnung 

so  ergibt  sich  für  dieselben  die  Gleichung 

n(F(r  +  a?/<r)  +  5y(»  —  er)  +  xSv^iu  —  <r)  =  0, 
wenn  gesetzt  wird 

dF^&dp,  df—Svidp. 
Jene   Polarebenen   enthalten   daher  sämtlich   die  Schnittgerade 
der  Ebenen 

nF<f  +  Ä(«  —  (t)  =  0 ,  n/<r  4-  Äj(«  —  (r)  =  0. 
In   gleicher  Weise   ergibt  sich,   dass  die  Polarebenen  eines 
Panktes  a  in  Bezug  auf  das  Bündel 

Fp  +  xFiP  +  yF^p  =  0 (D.  148) 

sämtlich  den  Durchschnittspunkt  der  Polarebenen  jenes  Panktes 
in  Bezug  auf  die  drei  Grundflächen  des  Bündels  enthalten. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  den  Ort  der  Pole  einer  festen 
Ebene  in  Bezug  auf  das  Bündel  (D.  148)  bestimmen.  Setzen 
wir  zu  diesem  Zwecke 

dF=  Svdp ,  dFi  =  S.v^dp ,  dF^  =  S.v^dp 
und  far  die  Ebene 

Spx  =  l (D.  149) 

Wenn  0*  der  Pol  derselben  in  Bezug  auf  eine  willkürliche 
Fläche  des  Bündels  ist,  so  muss  die  Gleichung  (D.  149)  identisch 
sein  mit  der  nachstehenden 

n{Fa  +  xF,ff  +  yF^cr)  +  S.{v  +  xy,+y^^){p  —  (r)  =  0, 
woraus  sich  ergibt 

Nun  ist  aber 
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and  in  Verbindung  mit  der  vorhergehenden  Gleichung  schliesst 
man  daher 

1  ä!  y         -n(JV+«i^,(r+yi?',<r)+5Sr(»-Hw,+yv,) 

Sv^v^a      Sv^v»      <S.yVi«  ^•^^i*'» 

sodass  der  Ort  des  Punktes  a-  gefunden  wird ,  indem  die  Skalare 
a,y  zwischen  diesen  Gleichungen  eliminirt  werden.  Man  erhält 
SvVjVj  +  (nJV  —  S<rv)S.v^v^x  +  (nF^tr  —  Sfnf^)S.vj»a  + 

+  (nF^if  —  Än/jJÄvv,«  =  0, 
eine  Fläche  von  der  Ordnung  8(n  —  1) ,  weil  die  GhrSssen 

V,  i/| ,  Vj,  nJPV — So"v,  U.S.W. 
Yon  der  Ordnung  n  —  1  sind. 


ALLGEMEINE  THEORIE  DER  CÜRVEN. 

KRÜMMUNG. 


125.  Im  ersten  Abschnitte  der  Theorie  haben  wir  schon  er- 
örtert, dass  die  Gleichung 

p  =/,(«)« +/,(«)/3+/,(«)y, 
WO  /t,  /j,  /s   willkürliche  Funktionen  des  Skalars  u  bedeuten, 
einer    Curve    angehört.    Gewöhnlich  schreibt    man   statt  jener 
Gleichung  einfach 

Indessen  muss  bemerkt  werden,  dass  nach  dem  Vorhergehenden 
eine  Curve  auch  durch  das  System  der  Skalargleichungen 

F,p=C,,  F^p  =  C^ (E.2) 

bestimmt  werden  kann,  deren  jede  einer  Fläche  angehört. 
Im  ersten  Falle  ist ,  wie  im  Art.  25  der  Theorie  dargetan  ist, 

dp=f{u)du (E.  3) 

ein  Vektor  in  der  Richtung  der  Tangente  der  Curve;  du  kann 
hierbei  eine  beliebige  Grösse  haben. 

Wenn  insbesondere  für  die  Variable  u  die  Länge  s  des  Bo- 
gens  der  Curve  gewählt  wird,  von  einem  beliebigen  Punkte  der- 
selben aus  gemessen,  so  ist  im  Art.  26  der  Theorie  gezeigt, 
dass  die  Gleichung  stattfindet 

Tdp  =  d8 (E.4) 

Setzen  wir  daher  in  diesem  Falle 

/(«)  =  !»' (E-5) 
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so  ist 

r/  =  l (E.6) 

oder  /  ist  ein  Einheitsvektor  iu  der  Richtung  der  Tangente. 

Wird  die  Gurve  durch  die  Gleichungen  (E.  2)  dargestellt,  so 
kann  auch  leicht  ein  Ausdruck  für  die  Tangente  gegeben  wer- 
den. Dieselbe  wird  nämlich  die  Durchschnittsgerade  der  beiden 
Tangentenebeneu ,  an  die  Flächen  (E.  2)  im  betreffenden  Punkte 
der  Curve  gelegt,  sein.  Bezeichnet  man  daher  mit  V|,  v^  die 
Normalen  jener  Flächen,  so  gilt  die  Beziehung 

dp  =  xV.v^v^ (E.  7) 

126.  Wir  wollen  nun  zunächst  unsre  Betrachtungen  mit  der 
Gleichung  (E.  1)  der  Gurre  verfolgen.  Wenn  p  der  Vector  des 
dem  Werte  u  entsprechenden  Punktes  P  ist,  so  wollen  wir  für 
einen  anderen  Punkt  schreiben  nach  dem  TAYLos'schen  Satze 

Diese  Gleichung  werden  wir  jedoch  nur  anwenden,  wenn  x 
unendlich  klein  ist.  In  diesem  Falle  kann  die  Reihe  bei  einem 
beliebigen  Gliede  abgebrochen  und  R  vernachlässigt  werden. 
Nun  ist  aber 

daher  können  wir  für  die  obige  Gleichung  schreiben 

Dp  =  «dp  +  ^c?p+ (E.8) 

Brechen  wir  diese  Reihe  bei  dem  ersten  Gliede  ab,  so  sagt 
diese  Gleichung  aus,  dass  der  dem  Punkte  P  am  nächsten 
liegende  Punkt  Q  in  der  Richtung  dp  liegt.  Will  man  aber 
zu  einem  weiteren  Punkte  P  gelangen,  so  ist  ausserdem  eine 
.Bewegung  in  der  Richtung  d'^p  vorgeschrieben.  Die  Ebene  von 
drei  aufeinander  folgenden  Punkten  der  Gurve  muss  daher  den 
Vektoren  dp^  ä^p  parallel  sein.  Demnach  ist 

vj=  V.dpd^p (E.9) 

die  Richtung  der  Binormale  der  Gurve  und 

S.(oi  —  p)dpd^p  =  Q (E.10) 

die  Gleichung  der  Oskulationsebene  derselben  im  Punkte  p. 
Nun  kann  auch  unmittelbar  die  Richtung  der  Hauptnor- 
male angegeben  werden,  nämlich 
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VH  =  dpV.dpcPp (E.  11) 

Diesem  Ausdrcick  kann  noch  eine  einfachere  Oestalt  erteilt 
werden,  wenn  man  die  Gleichung  (D.  13)  berücksichtigt.  Mit 
Unterdrückung  eines  Skalarcoefficienten  können  wir  nämlich 
schreiben 

H  =  dUdp (E.  12) 

Es  mögen  noch  hinzugefügt  werden  die  Gleichung  der 
Normalebene 

S{<»  —  p)dp  =  Q (E.  18) 

und  diejenige  der  rektificirenden  Ebene 

Ä(«  —  p)rfp  F(dp(Pp)  =  0 (E.  14) 

Wir  wollen  nun  weiter  untersuchen,  wie  diese  Gleichungen 
sich  gestalten ,  wenn  die  Grösse  s  als  unabhängige  Variable  ein- 
geführt wird.  Aus  (E,  6)  ergibt  sich  sodann  durch  Differen- 
tiation 

Sp'dp  =  0 , 
oder  wenn  wieder 

dp'  =  p"d8 
geschrieben  wird 

Sp'p"  =  Q (E.15) 

Die  Gleichungen  (E.  9),  (E.  11)  ergeben  nun 

Vi  =  PP  f   H  =  —  ^1 

wenn  die  Faktoren  de  unterdrückt  werden.  Das  rechtwinklige 
System  der  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  in  dem  Punkte p 
wird  somit  einfach  durch  p\  p'\  p'p"  dargestellt. 

127.  Das  Hauptkrümmungscentrum  wird  durch  den  Ausdruck 

(A^p  +  hvk  =  p-\-hdpV.dpd:^p (E.  16) 

dargestellt  werden  können ,  wenn  h  eine  skalare  Grösse  bedeutet, . 
die  wir  näher  bestimmen  wollen.  Für  den  Oskulationskreis  gilt 
sodann  die  Gleichung 

(«-At)»  =  (p-At)^ 
Man  yerificirt  leicht,   dass  bei  beliebigem  Werte  von  h  dieser 
Ereis  den  Punkt  p-\-adp^  wo  x  unendlich  klein  ist,  enthält. 
Damit  aber  auch  der  nächstfolgende  Punkt  der  Cunre 

2 


9  +  ydp+^-^d}p 
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in  dem  Kreise  enthalten  sei,  muss  die  Beziehung  stattfinden 

Führt  man  hierein  den  Wert  von  /x  aus  (E.  16)  ein  und  ver- 
nachlässigt man  die  Glieder  von  höherer  Ordnung  als  der  zwei- 
ten, so  wird  erhalten 

"  ~       V\dpcl^p 
and    schliesslich   wird  der  Ansdrack  fftr  das  Hauptkrüm- 
mangBcentram 

'^-'-^p'-";"-'(^''') 

und  die  Länge  des  Hauptkrümmungsradius  ist 

i2»=r(^-p)=j^^. (E.18) 

Bei  Benutzung  von  s  statt  u  erhalten  wir 

A*  =  P-4 (E.19) 

und  J 

ÄA  =  ^ (E.20) 

128.  Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  p  ist 

V.{c^  —  p)dp  =  0 (E.  21) 

Dieselbe  ist  eine  Funktion  von  u.  Wenn  man  nun  zwischen 
dieser  Gleichung  und  derjenigen  der  gegebenen  Gurye  u  elimi- 
nirt,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  abwickelbaren  Fläche, 
deren   Rückkehrkante  die  doppelt  gekrümmte  Gurre  ist. 

Es  ist  weiter  leicht  die  Gleichung  der  erzeugenden  Ebene  die- 
ser Fläche  hinzuschreiben ,  weil  dieselbe  zwei  aufeinander  folgende 
.Tangenten  der  Rückkehrkante  enthält.  Somit  fällt  diese  Ebene 
mit  der  Oskulationsebene  der  Curve  zusammen  und  hat  die  Glei- 
chung (E.  10)  oder 

S(«  — p)pV'  =  0 (E.22) 

Wenn  wir  im  allgemeinen  die  Gleichung  zweier  aufeinander 
folgenden  Tangenten  hinschreiben 

V{ci-p)dp  =  0, 

x^  x^ 

F.(«  —  p  —  xdp  —  ^  cPp  -j-  . . .)  (dp  -j-  ^^P  +  ö"  ^V  +  •••)  =  ®t 

18 
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wobei  X  eine  unendlich  kleine  constante  Skalargrosse  bedeutet, 
so  kann  nach  Art.  42  leicht  die  kürzeste  Entfernung  dieser 
Geraden  bestimmt  werden,  Man  findet  sodann  nach  (B.  53) 

oder  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  höherer  Ordnung 

12V.dpd^p ^'^^f 

Diese  kürzeste  Entfernung  ist  daher  ein  unendlich  kleiner 
Vektor  dritter  Ordnungsgrösse  in  der  Richtung  der  Binormale 
der  Gurre.  Demnach  pflegt  man  zu  sagen,  dass  zwei  aufeinder  fol- 
gende Tangenten  der  doppeltgekrümmten  Curve  sich  schneiden. 
129.  Wenn  eine  Gerade  sich  stetig  bewegt,  so  kann  die 
Gleichung  derselben  in  der  Form 

V{p-fu)f,u  =  0 (E.24) 

gedacht  werden.  Es  stellt  diese  Gleichung  daher  auch  eine 
Regelfläche  dar.  Setzt  man 

y(w)  =  «r,/i(u)  =  T, 
so  ist 

V(p  _  (r)T  =  0 

die  erzeugende  Gerade  der  Regelfläche.  Die  nächstfolgende  Er- 
zeugende kann  durch 

V(ji  —  ^  —  xda)  (r  -f-  ^dr)  =  0 

dargestellt  werden  und  die  Bedingung ,  welche  erfüllt  sein  muss , 
damit  diese  Geraden  in  einer  Ebene  enthalten  seien,  ist  nach  (B.  50) 

STd(rdT  =  0  oder  Sffj^'  =  0 (E.  25) 

Unter  dieser  Bedingung  stellt  daher  die  Gleichung  (E.  24) 
eine  abwickelbare  Fläche  dar.  Es  ist  augenscheinlich ,  dass  diese 
Relation  erfüllt  wird ,  wenn  die  Funktion  f^  der  DeriTirten  der 
Funktion  /  gleich  kommt.  Demnach  wird  stets  die  Gleichung 

r{p—fu)fu  =  0  oder  p=f+y/  ....  (K  26) 

einer  abwickelbaren  Fläche  angehören.  Diese  Gleichung  ent- 
spricht dem  Falle,  wo 

P=/w 
die  Rückkehrkante  der  entwickelbaren  Fläche  darstellt  und  fu 

ist  sodann  die  Tangente  in  jedem  Punkte  dieser  Curve.  Offenbar 
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kann  daher  stets  die  Gleichung  der  developpablen  Fläche  in 
die  Form  (E.  25)  gebracht  werden. 

Wenn  die  Gleichung  (E.  25)  erfüllt  wird ,  so  kann  die  erzeu- 
gende Ebene  der  deyeloppablen  Fläche  leicht  angegeben  werden* 
Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  die  Gleichung  der  Geraden 
(E.  24)  in  die  Form 

P=f^yfx   • (E.27) 

p  erscheint  nun  als  Funktion  der  beiden  Skalare  y,  u.  Nach 
Art.  104  kann  nun  aber  leicht  ein  Ausdruck  für  die  Normale 
in  einem  Punkte  der  durch  (E.  27)  dargestellten  Fläche  gefunden 
werden,  nämlich 

y  =  xVd^dyP  =  xV.(f-^yf,y, (E.28) 

und  die  Gleichung  der  Tangentenebene  in  dem  Punkte  p  der 
Fläche  ist  daher 

Ä(«-p)/;(/'+j'/i')=o. 

Ist  die  Fläche  abwickelbar,  sodass  (E.  25)  erfüllt  ist,  so  stellt 
diese  Gleichung  die  erzeugende  Ebene  derselben  dar.  Weil  in 
diesem  Falle  die  Vektoren /j,/,//  complanar  sind,  so  ist 

wo  z  skalar  ist.  Nach  (E.  28)  wird  daher  die  Richtung  der 
Normale  von  y  unabhängig,  eine  bekannte  Eigenschaft  der 
deyeloppablen  Fläche,  und  die  Gleichung  der  erzeugenden  Ebene 
ist  daher 

Für  den  Schnittpunkt  zweier  aufeinander  folgenden  erzeu- 
genden Geraden,  d.  h.  für  einen  Punkt  der  Bückkehrkante 
findet  man  nach  Art.  40  leicht 

'  ~  yfj: 

y/jx 

Wenn  die  Regelfläche  nicht  abwickelbar  ist,  so  kann  nach 
der  kürzesten  Entfernung  zweier  aufeinander  folgenden  Erzeu- 
genden gefragt  werden.  Schreiben  wir  für  dieselben 

P  =/+  xfdu  +  ziJi  +  xfidu) 
wo  «  anendlich  kl^n  ist ,  so  ei^bi  (B.  58)  für  die  kürzeste 


196 
Entfernung  mit  Weglassang  der  Glieder  höherer  Ordnung 

und  der  Fasspunkt  derselben  auf  der  ersten  Erzeugenden  ist 

Der  Ort  dieses  Punktes  heisst  bekanntlich  die  Striktions- 
linie  der  Begelfläche.  Dieselbe  wird  daher  einfach  durch 

dargestellt,  wenn  die  Funktion  /|  der  Bedingung 

oder 

unterworfen  wird.  Setzt  man  nun  voraus    . 

r/,=0,  daher  Sfj,'  =  0, 
wodurch  die  Richtung  des  Vektors  f^  noch  ganz  beliebig  bleibt , 
so  ist 

P=f+yfi  mit  der  Bedingung  S///  =  0 
eine  beliebige  Begelfläche,  deren  Strictionslinie 

P  =y(u) 
ist. 

ISO.  Wir  können  diese  Betrachtungen  nicht  weiter  fortfähren 
doch  mag  es  noch  einiges  Interesse  bieten  die  Differential- 
gleichung der  abwickelbaren  Regelflächen  aufzu- 
stellen. Hamilton  gibt  dieselbe  in  der  Form 

V.vdif  =  0, 
wenn   dp  längs  der  erzeugenden  Geraden  genommen  wird.  Die 
Form   dieser  Gleichung  ist   daher   nicht  eine  allgemeine;  man 
könnte  derselben  die  Gestalt 

F.vdyv  =  0 (E.29) 

erteilen ,  wo  mit  d^v  die  Änderung  des  Vektors  y  bezeichnet  wird , 
wenn  u  constant  bleibt  und  nur  y  sich  ändert.  Indessen  kann 
dieselbe  leicht  verallgemeinert  werden.  Es  ist  nämlich  der  Glei- 
chung (£•  28)  zufolge ,  wenn  (E.  26)  die  abwickelbare  Fläche 
darstellt 

Uy^UVff (E.30) 
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Hieraus  folgt 

dyUy  =  0, 

und  bei  Anwendung  der  Gleichung  {e.  28)  entsteht  sodann  (E.  29). 
Nun  ist  jedoch  nach  (D.  9) 

und  die  Gleichung  der  Fläche  ergibt 

dyp=fdy,  daher  dyV  =  (pf.dy, 

sodass  nun  die  Gleichung  (E.  29)  übergeht  in 

V.v<pf  —  0  oder  /  =  x^-h. 

Wenn  man  nun  an  dieser  Gleichung  mit  S.¥  operirt,  so  entsteht 
mit  Bücksicht  auf  (E.  30) 

Sv<j)-iv  =  0 (E.  81) 

und  dies  ist  die  gesuchte  partielle  Differentialgleichung.  Dieselbe 
drückt  nach  Art.  113  aus,  dass  alle  Punkte  einer  abwickel- 
baren Fläche  parabolische  Punkte  sind. 

131.  Die  Oskulationsebene  im  Punkte  p  einer  Curve  ändert 
natürlich  beim  Weiterschreiten  längs  der  Curve  seine  Lage. 
Man  kann  nun  fragen,  in  welchen  Punkten  der  Curve  die 
Oskulationsebene  stationär  ist.  Dasselbe  muss  sodann  auch  von 
der  Richtung  der  Binormale  gelten ,  d.  h.  es  muss  die  Gleichung 
stattfinden 

düVdpd}p  =  ^. 

Nach  (e.  24)  ergibt  dies  aber 

Vd(dpd}p)  _ 
Vdpd^p    ""    ' 
oder 

F.(  Vdpd'p)  (  Vdpd'p)  =  0, 
und  schliesslich 

Sdpd^pd^'p  =  0 (E.  32) 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man  eine  bestimmte  Anzahl 
Werte  für  die  Variable  u,  sodass  jede  Curve  im  allgemeinen 
eine  bestimmte  Anzahl  stationärer  Oskulationsebenen  aufweist. 

Findet  die  Beziehung  (E.  32)  für  jeden  Wert  von  u  statt , 
so  ist  die  Curve  eine  ebene. 

182.  Wir  hätten  noch  einen  anderen  Weg  als  den  im  Art. 
128   gefolgten  wählen  können  um  die  Grösse  der  Hauptkrüm- 
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muDg  der  Curye  zu  finden.  Weil  derselbe  uns  auch  zur  Toraion 
führen  kann,  so  wollen  wir  ihn  hier  erörtern. 

Die  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  p  ist  dp^  diejenige  der 
nächstfolgenden  ist  dp-^-xd^p.  Demnach  und  nach  (c.  33)  ist 
die  Grosse  des  Gontingenzwinkels  bestimmt  durch 

_  TVdp{dp  +  (ßdPp)         TVdpd'p 
^""  Tdp^  -^     Tdp^    ' 

und  weil  xTdp  die  Länge  der  entsprechenden  Sehne  der  Curve 
ist,  so  ist  der  Hauptkrümmungsradius 

aTdp  __      Tdp^ 
*~     «      ~  TVdpd'p' 
Auch  hätten  wir  noch  einfacher  filr  jenen  Gontingenzwinkel 
unmittelbar  den  Ausdruck 

e  =  aTd(Udp) 
hinschreiben    können    und    die    Formel   (D.  13)   ergibt  sodann 
unmittelbar 

.        ^TV^^I^  TVdpd^p  ^   oox 

in  Übereinstimmung  mit  der  vorhergehenden  Formel. 

In  derselben  Weise  finden  wir  für  den  unendlich  kleinen 
Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  iolgenden  Binormalen  der 
Curve 

et  =  xTdüVdpd^p 

oder  Bchliesalich 

^'  =  ^      V-.dpd^f      ^'^^ 

und  hieraus  erhalten  wir  sodann  weiter  filr  den  Torsionsradins 

xTdp  NVjipd^ 

Durch  die  Verknüpfung  der  Gleichungen  (E.  23),  (E.3S), 
(E.  35)  kann  nun  eine  sehr  einfache  Formel  gefunden  werden 
für  die  Grösse  der  kürzesten  Entfernung  zweier  aufeinander 
folgenden  Tangenten  der  Curye.  Bezeichnet  man  dieselbe  näm- 
lich mit  2,  und  mit  da  die  Länge  des  *Curvenbogens,  d.  h. 
die  Grösse  xTdp^  so  ergibt  sich 
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'=i^ (=•'«) 

Aus  (E.  35)  ersieht  man  weiter  unmittelbar ,  dass  der  Tor- 
Bionsradias  unendlich  gross,  somit  die  Torsion  der  Cunre  in 
dem  betreffenden  Punkte  Null  ist,  wenn  die  Gleichung  (E.  82) 
stattfindet. 

Schliesslich  bleibt  noch  die  Untersuchung  der  dritten  Krüm- 
mung der  Curye  übrig,  welche  durch  die  Änderung  der  Rich- 
tung der  Hauptnormale  entsteht.  Man  findet  zunächst  f&r  den 
zugehörigen  E[rümmungswinkel 

ei=aTdü{dpVdp(Pp) 
Nun  ist  jedoch 

d(  Udp  UVdpd^p)  s  d(  Udp)  UVdpd^p  +  UdpdiUVdpdJ'p) 

_\j.    TVdpd}p   .    rTrr^,^  TdpSdpd}pd^p 

==  ^^'  -TdT  +  ^^^"^^  NVdpd:^p 

^%+ÜVdpd}p^. 
und  hieraus  ergibt  sich  sodann  weiter 

,,'-.w(|+£rr*.p,^) 

Der  dritte  Krümmungsradius  ist  daher  bestimmt  durch 

1  Ä  *  11 


und  diese  Gleichung  enthält  den  bekannten  Lancret'schen 
Satz. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  nur  Bücksicht  genommen 
auf  die  Länge  der  Änderung  der  Einheitsvektoren  des  jedem 
Punkte  zugehörigen  rechtwinkligen  Systems.  Es  ist  iedoch  zu 
bemerken ,  dass  die  Berücksichtigung  der  Richtung  jener  Ände- 
rung nicht  weniger  lehrsam  ist.  Betrachten  wir  zum  Beispiel 
die  Änderung 

Vdpd^p.dp 
Td^' 
80  ist   dieselbe  offenbar   der  Hauptnormale  der  Curve  parallel. 


a^Udf  =  X  ^ "^"  V"    nach  (D.  13), 
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Man  kann  daher  sich  denken,  dass  die  Tangente  in  die  nächst- 
folgende übergebe  durch  eine  Drehung  um  die  Binormale. 

133.  Die  vorhergehenden  Formeln  mögen  nun  in  einem 
speciellen  Falle  angewandt  werden,  nämlich  bei  der  Schrau- 
benlinie, welche  auch  von  Hajclton  mehrfach  untersucht 
worden  ist. 

Ist  X  ein  Einheitsvektor  in  der  Richtung  der  Achse  derselben 
und  ß  ein  willkürlicher  Vektor  senkrecht  zu  «,  sodass  die 
Gleichung  gilt 

Sccß  =  0, 
so   kann  diese  Gleichung  der   Schraubenlinie  in  die  Form  ge- 
geben werden 

p  ==  Ä«/3  -[-  au« (E.  88) 

Diese  Gleichung  drückt  nämlich  die  fundamentale  Eigenschaft 
der  Curve  aus,  dass  dieselbe  entsteht,  wenn  man  einen  Vek- 
tor um  einen  zu  ihm  senkrechten  Vektor  einen  beliebigen 
Winkel  drehen  lässt  und  sodann  in  der  Richtung  des  zweiten 
Vektors  ein  Segment  abträgt,  dessen  Länge  jenem  Winkel  pro- 
portional ist.  Aus  jener  Gleichung  findet  man  leicht 

dp  =  /|Ä«+ii3+  a»)du  nach  («.  17*) 

Hieraus  folgt  zunächst 

sodass  Tdp  proportional  zu  du  ist.  Weiter  erhält  man 

S.ouip  =  —  od«, 
somit  ist  S.xüdp  constant.   Die  Tangente   der  Schraubenlinie 
bildet  daher  mit  der  Achse  derselben  einen  constanten  Winkel. 
Die  Gleichung  der  Tangente  ist 

Bestimmt  man  den  Schnittpunkt  derselben  mit  der  Ebene 

Sota  =  0, 
so  erhält  man  y  =  —  u ,  daher 

u  =  (l  —  |u«)«-i3 (E.S9) 

Diese  Gleichung  ist  diejenige  des  Ortes,  welchen  der  Schnitt« 
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pankt  der  TangeDte  mit  der  festen  Ebene  beschreibt.  Derselbe 
ist  eine  transcendente  Curre,  der  wir  nachher  nochmals  begeg- 
nen werden. 

Eji&stimmen  wir  weiter  d^p.  Es  entstellt  dadurch 

.2 


d}p  =  —  ^  A^^ßdu^ 


und  weiter 


Vdpd}p  =  —  1.  du» r.«/|  «•/?  +  cS  Ä-/3 
=  -  J  ^u»  (l  ^'*  +  ^''"'■''^) 


TVdpd^p^'^du'Tß]/  ^Nß  +  a\ 

Hieraus  findet  man  sodann 

Tß 

Ä«  ü  Vdpd^p  =  —  TT     ^  ^         =  constant. 

Die   Oskulationsebene   der  Schraubenlinie  bildet  daher  mit  der 
Achse  einen  constanten  Winkel.  Nach  (E.  18)  ist  weiter 

sodass   auch   der  Hauptkrümmungsradius  in  jedem  Punkte  der 
Curye  denselben  Wert  hat» 

Berechnen  wir,  um  die  Torsion  zu  finden,  das  dritte  Diffe- 
rential von  p 


TT^ 


Nun  ist 


daher 


dV  =  —  ^  Ä«+l/3du^ 

o 


SdptPpd'p  =  -J  aß*du; 


^'^a^(T^'3  +  «*) 


oder  in   Worten:  die   Torsion  der  Schraubenlinie  ist  in  jedem 
ihrer  Punkte  constant. 

Die  entwickelbare   Fläche   der  Tangenten  der  Curve  hat  die 
Gleichung 
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« = Ä*i3 + a^  +  y  (I  ^"'^^'^ + ^*} 


Hieraus  erfolgen  die  Skalargleichangen 

Ä««  =  — a(ti+y), 


T  AT 


zwischen  denen  u  und  y  leicht  eliminirt  werden  können. 

Wir  wollen  nur  den  Ort  des  Fusspunktes  des  Perpendikels 
bestimmen  aus  dem  Ursprung  der  Vektoren  auf  die  Oskulations- 
ebenen  der  Gurre  gefallt.  Die  Gleichung  einer  dieser  Ebenen  ist 

und  der  Vektor  eines  Punktes  des  Ortes  ist  daher  nach  (B.  32) 

<r  =  _  I  au/3*  (j  jS*«  +  a««+i^r\  .  .  .  (E.40) 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

I  ß^»  +  OÄ^'+ijS 
und  operirt  nach  einander  mit  S.ßj  S»ßj  so  wird  erhalten 

— 5j/3  —  asinu-^  S««"  =  0, 

und  die  Elimination  von  u  ergibt  nun 

4a*S*<r«  —  T*(S*(ri3  +  S^eraß)  =  0 , ' 
sodass   der  gesuchte  Ort  eine   Curve  auf  einem  Kegel  zweiter 
Ordnung  ist,  und  zwar  berührt  dieser  Kegel  die  beiden  Ebenen 

2aASflr«  ±  vSffß  =  0 
in  ihren  Durchschnitten  mit  der  Ebene 

Straß  =  0, 
und  ebenso  die  Ebenen 

a&r«  ±  wSaaß  =  0 
in  ihren  Durchschnitten  mit 

S(rß  =  0. 
Der  Scheitel   des  Kegels  liegt  in  dem  Ursprung  der  Vektoren 
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und  man  findet  mit  Hülfe  von  (G.  52)  leicht,  dass  die  Fläche  ein 
Botationskegel  ist ,  dessen  Achse  mit  derjenigen  der  Schrauben- 
linie zusammenfällt.  In  der  Tat  schneidet  eine  Ebene 

den  Kegel  in  dem  auf  der  Kugel 


'=^(^^'"0 


enthaltenen  Kreise. 

184.  umgekehrt,  wenn  gefordert  wird  die  Curye  zu  be- 
stimmen, deren  Krümmung  und  Torsion  in  allen  Punkten 
dieselbe  ist,  so  kommt  dieses  Problem  hinaus  auf  die  Integra- 
tion der  Oleichungen 

Tdp'_^_       NVdpcPp  _  ^ 


TVdp<Pp  ~     '  Sdpd'^pd^p 
Nun  ist  jedoch 

Sdpd^pd'^p  {Vdpd}p)dp 


dUVdpd^p  = 


NVdpiPp     TVdpd'^p 


C;  TVdp^p      dp 


=  -^  düdp, 

sodass  eine  Integration  ergibt 

UVdpd^p  =  ^  üdpJ^A (E.41) 

wo    »    einen    constanten   Vektor   bedeutet.   Indem  man   diese 
Gleichung  mit  zwei  potenzirt ,  entsteht  die  Bedingungsgleichung 

1  — ;^a  +  «»+2-^Ä«üifp  =  0  ....  (E.42) 

Aus  (E.  41)  ergibt  sich  aber  weiter 

7dpd}p  Tdp^      ^d^p        C   ^^    . 


TVdpd^p       TVdpd^p      dp  ""  (7, 
oder  nach  (D.  18) 


Cdüdp  =  —  -^Tdp  +  »dp (E.  43) 


und  durch  Operation  mit  S 


S.»Udp  =  ^ (E.44) 
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sodass  nun  ans  (E.  42)  weiter  folgt 

Durch  die  Gleichung  (E.  44)  wird  schon  die  Eigenschaft  der 
Gurye  ausgesprochen,  dass  die  Tangente  einen  constanten  Win- 
kel mit  einer  festen  Achse  bildet. 

Andrerseits  folgt  aus  (E.  48)  durch  Anwendung  des  Symbols  V 

CdUdp=  Vctdp, 

eine  Gleichung,  welche  durch  Integration  ergibt 

CUdp=  Vxp  +  ß (E.46) 

wo  ß  ein  neuer  constanter  Vektor  ist.  In  Verbindung  mit 
(E.  44)  erhält  man  sodann  leicht 

Saß  =  ^. (R47) 

und  durch  Quadrirung  von  (E.  46)  entsteht 

( F«p  + /3)»  =  -  C« 
oder 

p  W«  +  S^ap  —  2S»ßp  =  —C^  —  ß\ 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Rotationscylinders ,  dessen  Achse 
parallel  zu  x  ist.  Denn  schneidet  man  die  Fläche  durch  eine 
Ebene 

Sccp  =s  constant , 

so  ist  der  Durchschnitt  ein  Kreis,  und  ausserdem  genügt  der 
Gleichung  der  Wert  p-^-a»,  wenn  dasselbe  von  p  allein  gilt , 
unabhängig  von  dem  Werte  von  a.  Die  sämtlichen  Ereisdorch- 
schnitte  liegen  auf  Kugeln  um  den  Punkt  —  Var^ß  als  Mittel- 
punkt beschrieben. 

Aus  dem  Schlüsse ,  den  wir  schon  aus  der  Gleichung  (E.  44) 
gezogen  haben ,  erhellt  nun  unmittelbar ,  dass  die  gesuchte  Curve 
die  Schraubenlinie  sein  muss. 

Verlegen  wir  den  Ursprung  der  Vektoren  nach  dem  Mittel- 
punkte der  soeben  erwähnten  Kugeln,  so  geht  die  Gleichung 
(E.  46)  über  in 

oder  kürzer 


wo 
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Cüdp=  Vap—b* (E.48) 

*=c^ ^•^^> 

Behufs  weiterer  Integration  setzen  wir 

wo   »Q  =s  U»  und   »Qy  ß ^  y  ein  rechtwinkliges  System  bilden. 

a!j  y^   z  sind  Funktionen  einer  Skalargrösse  u.  Die  Gleichung 

(E.  42)  ergibt  sodann 

dx       dy  dz  T»  ^    ^     ,    ^^     .      , . 

-j-  =  -f  =  -— =  --^  T(x^dx  +  i3dy  +  ydz), 

und  hierein  kann  noch 


T((t^dx  +  ßdy  4-  ydz)  =  Vdx"  +  dy^  +  (fe* 

eingeführt    werden,    wodurch    man    die    Bedingungsgleichung 
erhalt 

l/i^  +  y*  +  ^*  =  ^ (K50) 

Die  Integralgleichungen  lauten  sodann 

y^'^z'  =  A\ 

y  =  :tA8in(B  —  j-j  ,  z  =  qzÄco8(B — j-l 
Aus  (E.  50)  ergibt  sich  noch 

and  die  Gleichang  der  CorTo  ist  schliesslich 

r  *s  Ä  "1 

p=ÄÄo±:il    (ßßinB  —  yco8B)co8z (/3co5jB+y«tn/3)«n^  . 

Führt  man  nun  noch  die  Bezeichnung  ein 

±A(ß8inB^ycosB)  =  ßo, 
80  ist 


und 


±A{ßcoaB  +  r9inB)  =  a^ßQ 

Ix  Jf  \ 

P  =  x»^'\-  \C08  ^  —  »^ain  ^j  ß^ 


2x 


X»Q  +  ÄQ  ^0  t 
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eine   Oleiehung  von   der  Form  der  für  die  Schraabenlinie  an- 
gegebenen. 

185.  Bekanntlich  stellt 

p  =  »  -j-  iSti 
eine  Gerade  dar.  Wenn  wir  fQr  p  eine  quadratische  Funktion 
von  u  nehmen 

so  erhellt  unmittelbar,  dass  diese  Gurve  in  der  Ebene 

S(p  —  tt)ßy  =  0 
enthalten  ist.  Dasselbe  gilt  natürlich  allgemein  TOn  der  Curye 

Die  Gleichung 

«  -|-  iStt  +  7?** 
a  +  itt  +  cti*' 
wo  a,  /3,  y  beliebige  Vektoren,  a,  6,  c  Skalare  bedeuten, 
stellt  ebenfalls  eine  ebene  Curve  dar,  und  zwar  eine  solche 
zweiter  Ordnung,  weil  dieselbe  ron  einer  willkürlichen  Ebene 
in  zwei  Punkten  geschnitten  wird.  Die  Ebene  jener  Curre  ist, 
wie  man  leicht  findet, 

Sp{aßy  +  hyot  +  c»ß)  =  Saßy. 
Specieller  werden  eine  Parabel  und  eine  Hyperbel  durch 
die  Gleichungen 

ü  =  «u  +  y  ßu\    p  =  «u  4-  - 

u 

dargestellt  und  mit  Hülfe  dieser  Formen  können  die  bekannten 

Eigenschaften  dieser  Curyen  leicht  bewiesen  werden. 

Eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  wird  durch 

a-\-  ßu-^-  yv}  -|-  Ju' 

dargestellt  und  eine  der  ein&chsten  derselben  ist  in 

p  =  »u  +  \ßu'^  +  \yu^ 
enthalten.   Durch  Operation  mit  S.ßy  ^  S.yx^  S.ctß  erhält  man 
Gleichungen  zwischen  denen  u  zweimal  eliminirt  werden  kann. 
In  dieser  Weise  kann  man  zeigen,  dass  jene  Curye  der  Durch- 
schnitt der  Flächen  zweiter  Ordnung 

S^pßy  —  2Spy»  Saßy  =  0 
Spßy  Spyx  —  iSpccß  Sßßy  =  0 
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ist  Die  erste  derselben  ist  ein  parabolischer  Cylinder,  dessen 
Erzeagende  parallel  zu  y  sind,  die.  zweite  ein  parabolisches 
Hyperboloid. 

136.  Wenn  wir  nun  wieder  zu  den  allgemeinen  Betrachtun- 
gen übergehen,  so  können  wir  noch  die  Kegelflächen  in  Be- 
tracht ziehen,  welche  von  den  Haupt-  und  Binormalen  be- 
schrieben werden.  Dieselben  werden  durch  die  Geraden 

» = /» +  y^p  ^^p<Pp 

«  =  ^  -|-  y  Vdpd^p 

erzeugt  und  die  Skalai^leichungen  dieser  Flächen  werden  daher 
erhalten  durch  die  Elimination  von  u  zwischen  den  Gleichungen 

S(«  —  p)dp  =  0 ,  5(«  —  p)dpd}p  =  0, 

und  zwischen  den  andern 

S(«  —  p)dp^ 0,  S{a  —  p)dV  =  0. 
Zwei    aufeinander    folgende    Binormalen    einer    doppelt   ge- 
krümmten   Curye    schneiden    sich   im   allgemeinen   nicht.   Die 
Geraden 

p  +  ißdp  +  y(l  +  xd)  VdpdPp 

nämlich  können  sich  nach  dem  im  Art.  40  angegebenen  Ejri- 
terium  nur  schneiden,  wie  nach  einer  kleinen  Rechnung  er- 
halten wird,  wenn 

S.dpd'pd^p  =  0, 

somit,  wenn  die  Gurre  eine  ebene  ist,  oder  ein  besonderer 
Punkt  der  Curve  in  Betracht  gezogen  wird. 

Wenn  wir  auf  jede  Tangente  ein  Segment  von  dem  Be- 
rührungspunkte aus  abtragen ,  dessen  Länge  derjenigen  des  von 
einem  festen  Punkte  aus  gemessenen  Bogens  der  Curve  gleich 
ist,  so  können  wir,  indem  wir  zugleich  8  als  unabhängige 
Variable  wählen,  die  Gleichung  dieser  Evolvente  in  die  Form 
schreiben 

o,  =  p  —  8p' (E.  51) 

Bezeichnen  wir  mit  3«  die  Änderung  ron  o;,  wenn  wir  zu 
dem  nächstfolgenden  Punkte  der  Evolvente  übergehen,  welche 
einer  Änderung  is  auf  der  gegebenen  Curve  entspricht,  so  ist 

3«  =  —  ap"3«. 
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Die  Tangente  der  Eyolvente  ist  daher  der  Hauptnormale  der 
gegebenen  Carye  parallel. 

137.  Wir  wollen  nun  noch  die  Gleichung  der  Schmie- 
gungskugel  in  einem  Punkte  der  Curye  herleiten.  Weil  das 
Hauptkrümmnngscentrum  durch  (E.  17)  oder 

^  •      VdpcPp 
bestimmt  ist ,  andrerseits  aber  der  Vektor  Vdpd^p  senkrecht  zur 
Oskulationsebene  der  Gurve  ist,  so  wird  im  allgemeinen  die  Kugel 

(— '  +  W,  -  "'""^"' = (tIf,  -  >'  ""^'1 

für  jeden  beliebigen  Wert  Ton  y  drei  aufeinander  folgende  Punkte 
der  Curye  enthalten,  wie  man  leicht  für  die  Punkte 

p,  p  +  fljdp ,  p  +  xdp  -f»y  dV 

yerificirt.  Damit  jedoch  auch  ein  vierter  Punkt 

x^    *       x^ 
p  +  xdp  +  -^  rfV  +  g-  d'p 

in  derselben  enthalten  sei,  muss  die  Gleichung  stattfinden 

ySdpd^pd^p  =  SSdpd^p  —  dp^S  -^A  .  ,  ,  .  (E,  52) 

Mit   diesem  Werte  von  y  ist  nun  der  Mittelpunkt  der  Schmie- 
gungskugel  bestimmt  durch  die  Gleichung 

A».=/'-^f^  +  y^d/,d»/» (E.53) 

188.  Durchführen  wollen  wir  einige  in  dem  Vorhergehenden 
angegebenen  Rechnungen  wieder  bei  der  Schraubenlinie.  Ans 
der  Formel  für  Tdp  findet  man  leicht  für  die  Länge  des  Bogens 
der  Gurve  von  dem  Punkte  aus  gemessen,  welcher  dem  Werte 
tt  =  0  entspricht  

sodass  die  Gleichung  jener  Evolvente  ist 


=  (l  —  ^ua^a% 
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Diese  Gleichung  stimmt  aber  mit  (E.  39)  völlig  überein , 
woraus  der  Satz  entspringt:  Das  Segment  auf  der  Tangente 
zwischen  dem  Berührungspunkte  und  einer  beliebigen  Ebene 
senkrecht  zur  Achse  der  Gurve  ist  der  Lange  des  zwischen 
eben  denselben  Grenzen  liegenden  Bogens  gleich.  Und  hieraus 
folgt  sodann  wieder ,  dass  die  Gleichung  (E.  39)  diejenige  der 
Evolvente  des  Kreises  sein  muss. 

Die  Gleichung  (E.  52)  ergibt  bei  der  Schraubenlinie  fär  y  den 
Wert  Null.  Das  Centrum  der  Schmiegungskugel  fallt  demnach 
mit  dem  Hauptkrümmungscentrum  zusammen  und  der  Vektor 
dieses  Punktes  ist 

=  au»  H j-  »"/3~"\ 

Der  Ort  des  Erümmungscentrums  einer  Schraubenlinie  ist  daher 
eine  andere  Schraubenlinie  mit  derselben  Achse. 

139.  Die  Gleichung  der  Schmiegungskugel  hätten  wir  noch 
in  einer  ganz  anderen  Weise  erhalten  können.  Setzen  wir  für 
dieselbe  nämlich 

(ö  — ^i)»=r(p  — ^J» 
so   ergibt  die  Bedingung,  diese  Fläche  enthalte  den  nächstfol- 
genden Punkt  p  -|.  xdp ,  dass  das  Resultat  der  Operation  xd  an 
jener  Gleichung  verschwinden  muss.  Daher 

5(p  - /xjdp  =  0 (E.54) 

Damit  auch  ein  dritter  Punkt  der  Curve  auf  der  Eugelfläche 
liege,  muss  das  Resultat  der  nochmaligen  Anwendung  von  ad 
ebenfalls  verschwinden 

Ä(p  — /x,)iPp  +  dp*  =  0 (E.55) 

und  schliesslich  entsteht  für  den  vierten  Punkt  die  Bedingung 

S(p  —  fii)d^p  +  SSdpd^p  =-0 (E.  56) 

Aus  (E.  43),  (E.55),  (E.  56),  kann  nun  /Xj  bestimmt  werden. 
Ebenso    hätten    wir  den  Hauptkrümmungsmittelpunkt  auch 
aus  den  Gleichungen  (E.  54),  (E.  55)  zusammen  mit  derjenigen 
der  Oskulationsebene 

S{p  —  fit)dpd^p  =  0 
bestimmen  können. 

14 
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140.  Wir  wollen  nun  die  Krümmung  Ton  Curyen  auf 
Flächen  näher  untersuchen;  es  wird  sich  dabei  herausstellen, 
dass   mit  Hülfe  des  Quaternionenkalküls   die  bekannten  Sätze 
mit  Leichtigkeit  sich  ergeben. 
Schneiden  wir  eine  Fläche 

Fp  =  C 
durch  eine  willkürliche  Ebene 

Sap  =3  a. 
Wenn  nun  dp^  cPp . .. ,  auf  die  Änderungen  des  Vektors  eines 
Punktes  der  Durchschnittscurve  sich   beziehen,   so  gelten   zu- 
nächst die  Gleichungen 

Svdp  =  0^  Sadp  =  0, 
daher 

Udp=UVay (E.57) 

Hieraus  folgt  sodann  aber  weiter 

dUdp       düVoty 
Udp   ~   UVm 
und  nach  {$.  24) 

dp  Vav 

Nach  einigen  Transformationen  wird  hieraas 

Vdfd}f  Scaidv 

Tdp*   ^~  *  NVav 

S.(UV*v)(pdf        ,    ._  .. 

=  -*        TVav °**     ^   •  ^^' 

Schliesslich  folgt  sodann 

T  Vdpd'p S.  UdfCp  Udf 

Tdp*         ^    TV.»Ü» 
oder  nach  (E.  18) 

^'-"^  s.udp<pudp ^-^^f 

wenn  iZ^  der  Hauptkrümmungsradius  des  ebenen  Durchschnittes 
der  Fläche  ist.  Das  Vorzeichen  muss  so  gewählt  werden,  dass 
Rk  positiy  ist. 

Die  Formel  (E.  58)  enthält  sämtUche  bekannte  Sätze  über 
die  Krümmung  ebener  Schnitte  Ton  Flächen. 

Zieht  man  nur  Schnitte  in  Betracht,  welche  einen  beliebigen 
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aber  festen  Punkt  p  der  Fläche  enthalten,  so  ist  v  in  obiger 
Formel  constant.  Der  Krümmungsradius  erscheint  daher  noch 
abhängig  Ton  et  und  Udp.  Hält  man  zunächst  den  Wert  von 
Udp  fest,  d.h.  lässt  man  die  Ebene  um  eine  Tangente,  durch 
den  Punkt  p  an  die  Fläche  gelegt,  drehen,  so  ändert  sich 
iZjt  nur  noch  mit  der  Richtung  des  Lotes  «  zur  Ebene.  Für  einen 
normalen  Schnitt  der  Fläche  —  welcher  die  Normale 
V  enthält  —  ist  »  senkrecht  zu  v,  daher  wird  in  diesem  Falle 

TV.vUci  =  Tu 
und 


Weiter  ist 


oder 


""^'-^simm ^-''^ 


7  Vu  TTa. 

2v 


Rk  =  Rip8in/L  - (E.60) 


der  bekannte  MBUSNisa'sche  Satz. 

Wenn  wir  nun  zweitens  Udp  sich  drehen  lassen,  »  jedoch 
constant  erhalten ,  so  zeigt  die  Gleichung  (E.  58)  in  Verbindung 
mit  der  Formel  (C.  42)  für  die  Länge  eines  Halbmessers  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung ,  dass ,  wenn  um  den  Punkt  p  der  Fläche 
als  Mittelpunkt  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  construirt  wird, 
deren  Oleichung 

Sf.«(p«=  TF-vZ/« (E.61) 

ist,  das  Quadrat  der  Länge  des  Halbmessers  dieser  Fläche  in 
der  Richtung  der  Tangente  Udp  der  gegebenen  Fläche  gezogen , 
der  Länge  des  Krümmungsradius  des  ebenen  Schnittes  gleich 
kommt,  welcher  in  dem  betreffenden  Punkte  durch  die  Rich- 
tung Udp  senkrecht  zu  »  gelegt  wird. 

Demnach  kommt  die  Untersuchung  der  Änderung  der  Krüm- 
mung bei  Änderung  der  Tangente  dp  auf  die  Untersuchung  der 
Änderung  des  Halbmessers  eines  ebenen  Kegelschnittes  zurück. 

141.  Wir  wollen  nun  im  Weiteren  nur  die  Krümmung  der 
normalen  Schnitte  der  Fläche  im  Betracht  ziehen.  Die  Fläche 
zweiter  Ordnung  (E.  61)  geht  sodann  in 
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Su<pa  =Tv ,  .  ,  .  (E.  62) 

über,  und  wir  haben  nun  die  Änderungen  der  in  der  Ebene 

Sv«  =  0 (E.  63) 

enthaltenen  Halbmesser  jener  Fläche  zu  betrachten.  Vergleichen 
wir  diese  Gleichungen  mit  den  Relationen  (D.  111),  welche  die 
Indicatrix  der  Fläche  in  dem  betrachteten  Punkte  bestimmten , 
so  erhellt  hieraus ,  dass  der  Kegelschnitt  (E.  62) ,  (E.  63)  der 
Indicatrix  ähnlich  und  mit  derselben  concentrisch  und  coaxial 
ist.  Über  die  relativen  Verhältnisse  der  Krümmung  normaler 
Schnitte  wird  daher  die  Betrachtung  der  Halbmesser  der  Indi- 
catrix ebenso  gut  Aufschluss  geben  können. 

Nun  haben  wir  aber  schon  im  Art.  74  gezeigt,  dass  diese 
Halbmesser  im  allgemeinen  zwei  Maximum-  und  Minimumwerte 
zeigen,  den  Achsen  des  Durchschnittes  entsprechend  und  wir 
haben  daselbst  erörtert,  wie  die  Richtungen  und  Grössen  der- 
selben sich  bestimmen  lassen. 

Wir  erhalten  daher  den  Satz:  Die  Krümmung  der  normalen 
Schnitte  der  Fläche  erreicht  in  zwei  unter  sich  rechtwinkligen 
Ebenen  einen  Maximum-  oder  Minimumwert.  Diese  Ebenen, 
welche  die  Achsen  der  Indicatrix  der  Fläche  in  dem  betreffenden 
Punkte  enthalten,  werden  bekanntlich  die  Hauptschnitte 
genannt. 

Dass  die  Achsen  der  Indicatrix  die  Winkel  zwischen  den 
Inflexionstangenten  halbiren^  ist  schon  im  Art.  114  dargetan; 
dasselbe  gilt  daher  von  den  Hauptschnitten  der  Fläche. 

Die  Länge  der  Krümmungsradien  der  Hauptschnitte  ist  nach 
Art.  74  unmittelbar  der  Gleichung 

S.y((p  +  ^y\  =  0 (E.  64) 

zu  entnehmen,  während  die  Richtungen  derselben  sodann  weiter 
durch 

t/ap=  ^h  +  ^y  «^ (E.  65) 

bestimmt  werden. 

Die  Gleichung  (E.  64)  kann  in  die  nachstehende  Form  ge- 
schrieben werden 
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TV*       TV 

W~^  (^jv*  —  Äycpy)  —  aSv(p-h  =  0  .  .  .  (E.  66) 

wo  :t;,  ^2  die  gewohnliche  Bedeutung  fOr  die  Funktion  $  ha1;)en. 
Dieser  Gleichung  ist  der  Wert  des  Produktes  der  reciproken 
Werte  der  Hauptkrümmungsradien  der  Fläche  zu  entnehmen. 
Bezeichnen  wir  dieselben  mit  R^^R^,  so  gilt  demnach 

^     =-^Äv-i(p-iv-i (E.67) 

In  Verbindung  mit  einem  nachher  mitzuteilenden  Resultate 
enthält  diese  Gleichung  einen  bekannten  Satz  Ton  Gauss. 

Bezeichnen   wir  weiter  mit  R  den   Krümmungsradius  eines 
beliebigen  normalen  Schnittes,  so  gelten  die  Beziehungen 

^'=&^,'  ^'^Sc^,'  ^^Sc^"  •  ^^^> 
wenn  «|,  x^,  a  EinheitsTektoren  in  den  Richtungen  der  durch 
jene  Schnitte  bestimmten  Tangenten  der  Fläche  sind.  Nun 
ist  jedoch,  weü  «^,  »^^  Uv  ein  rechtwinkliges  System  bilden , 
nach  (c.45) 

daher 

weil  S»i<pot^  verschwindet  wegen  der  Conjugation  der  Richtungen 
^j,  «2  ^^  Bezug  auf  die  Funktion  ^  (Art.  74).  Bezeichnet  man 
noch  den  Winkel  zwischen  dem  normalen  Schnitt  und  dem 
ersten  Hauptschnitt  mit  ^,  so  ist 

Setzet  =  co8HScc^^»l  +  sinH  Sx^(pci2' 
Demnach  kann  aus  (E.  68)  geschlossen  werden 

p  =  -ö-  +  -^- (E.  69) 

die  bekannte  EuLEs'sche  Gleichung,  und  wenn  Rf  der 
Krümmungsradius  in  einem  zur  Ebene  von  R  senkrechten  Nor- 
malschnitte  ist 

i4.i_  =  i_  .  1., 

R       R!        R^       jRj 
sodass  der  bekannte  Satz  von  dem  constanten  Werte  der  Summe 
der   Krümmungen   von   irgend   zwei   unter  sich  rechtwinkligen 
!Normalschnitten  bewiesen  ist. 
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142.  Für  22j  =222  ^^^^^  ^Ue  Normalschnitte  dieselbe  Erüm- 
muDg.  Die  Indicatrix  ist  ein  Kreis  und  der  betrachtete  Punkt 
der  .Fläche  ein  Umbilicas.  Die  Bedingung  fOr  einen  solchen 
Punkt  ist  daher,  dass  die  Gleichung  (E.  64)  oder  (E.  66)  zwei 
gleiche  Werte  für  R  ergibt. 
Man  findet 

{x^  +  S.  Uv(p  üv) » +  ixS.  üv(p-^  Uy  =  0 
oder 

(a!^'^S.Uv<pUvy  —  Ax^  +  4{(püv)^  =  0.  .  .  (E.  70) 

Auch  könnten  wir  die  Punkte  suchen,  filr  welche  die  beiden 
Krümmungsradien  der  Hauptschnitte  entgegengesetzt  sind.  Weil 
im  allgemeinen  fQr  das  Krümmungscentrum  eines  ebenen  Schnittes 
einer  Fläche  die  Gleichungen  gelten 

_„  dp* 

**      '  VdpcPp ' 

VdficPp  _  SüdpCp.Udp 

Tdp"  *       TVw    •  ' 
somit 

_  Udp  TV.V  üct 

'*      ''"  UaS.Udp<pUdp' 

und  bei  einem  Normalschnitte  Uv,  Udp,  U»  ein  rechtwinkliges 
System  bilden,  so  kann  in  diesem  Falle  gesetzt  werden 

J7«  =  —  UdpUv 
und 

''-'=s.ü/p<püdp ^-^1) 

Bezeichnen  wir  daher  wieder  mit  »^^  cl^  die  Hauptrichtungen 
in  dem  betrachteten  Punkte,  so  sind  die  beiden  Krümmungs- 
radien der  Hauptschnitte  einander  entgegengesetzt,  wenn 

1.1 

+  0-^  =  0 


oder 

S»^(PoL^  +  5«2$Äj  =  0. 
Wir  können   diese   Bedingung   nun  aber  in   eine  ein&chere 
Form  bringen ,  wenn  wir  den  im  Art.  68  bewiesenen  Satz  an- 
wenden,  nach  dem  für  je  drei  unter  sich  rechtwinklige  Halb- 
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messer  einer  Fläche  zweiter  Ordnung   in  den  Richtungen  der 
EinheitsTcktoren  «|,  a^y  »^  gilt 

Beachten   wir,   dass   «3   in   unsrem   Falle   mit    üv   zusammen- 
ßllt,  so  ergibt  sich  f&r  die  gesuchten  Punkte 

S.Uv<pUv  =  —  a!^ (E.72) 

Wenn  diese  Gleichung  in  allen  Punkten  der  gegebenen  Fläche 
zutriffi,  sodass  überall  die  beiden  Hauptkrümmnngsradien  ein- 
ander gleich  und  entgegengesetzt  sind,  so  ist  bekanntlich  die 
gegebene  Fläche  eine  Minimalfläche. 

148.  Wir  wollen  nun  noch  Einiges  über  die  merkwürdigen 
Curven,  welche  mit  einer  gegebenen  Fläche  in  einer  gewissen 
Verbindung  stehen,  in  Quaternionenform  mitteilen.  Zuerst  seien 
die  Krümm ungscurven  erwähnt,  zu  deren  Definition  be- 
kanntlich Terschiedene  Ausgangspunkte  gewählt  werden  können. 
Betrachtet  man  dieselben  als  die  Orter  der  Punkte  der  Flache, 
für  welche  zwei  aufeinander  folgende  Normalen  derselben  in 
einer  Ebene  enthalten  sind,  so  gestaltet  das  Problem,  die 
Krümmungscurven  zu  bestimmen,  sich  folgendermassen. 

Es  seien  p,  p'\-xdp  zwei  aufeinander  folgende  Punkte  einer 
Erümmungscurve.  Sodann  müssen  die  Geraden 

F(«-p)y  =  0, 
F(«  —  p  —  adp)  (v  +  xdv)  =  0 
sich  schneiden.  Nach  Art.  40  ergibt  dies  die  Bedingung 

Svdpdv=0 (E.  73) 

oder 

Sydp<pdp=0 (E.  74) 

Wenn   man   nun  zu  dieser  Gleichung  noch  diejenigen  (D.  111) 
hinzunimmt 

Sydp  =  Oy  Sdp(pdp  =  -—2e, 
welche  die  Indicatrix  der  Fläche  bestimmen,  so  folgt  aus  den 
Gleichungen  (C.  81),  (C.  86),  (C.  89)  des  schon  mehrmals  be- 
nutzten Artikels  74 ,  dass  es  nun  gilt  die  Achsen  der  Indicatrix 
zu  bestimmen.  Wir  sind  in  dieser  Weise  zur  zweiten  Definition 
der  Erümmungscurven  gelangt. 

Die  Gleichung  (E.  73)  kann  als  diejenige  der  Erümmungs- 
curven betrachtet  werden.  Aus  (E.  65)  folgt  jedoch,  dass  man 
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dieselbe  auch  in  der  Form 


F.dp(<p+^)  \  =  Q (E.75) 


mit  der  Bedingung  (E.  64)  geben  könnte. 

Die  vorhergehenden  Gleichungen  reichen  dazu  aus ,  einige  be- 
kannten Sätze  über  Erümmungslinien  darzutun.  Wenn  zwei 
Flächen  mit  den  Normalen  y ,  Vj ,  deren  Tensoren  wir  gleich 
Eins  setzen  wollen,  sich  durchschneiden,  so  ist  fär  die  Durch- 
schnittscurye  nach  (E.  7) 

üdp^üVvv^  .  .  ., (E.76) 

Es  gilt  jetzt  zu  zeigen,  dass  wenn  diese  Curve  eine  Erüm- 
mungslinie  für  jede  der  Flächen  ist,  wenn  demnach  die  Glei- 
chungen gelten 

Svdpdv  =  0 ,  S.v^dpdv^  =0 (E.  77) 

die  Flächen  sich  unter  einem  constanten  Winkel  schneiden, 
sodass 

dSvv^  =  0 , 
oder 

S(v*i  +  v,dv)  =  0 (E.  78) 

wenn  noch 

Svdv  =  0 ,  Svi*i  =  0 (E.  79) 

angenommen  wird  der  Voraussetzung  zufolge 

2V=!ZVj  =  l. 
Aus  (E.  77)  folgt  mit  Rücksicht  auf  (E.  77) 

S.v{  Vvv^)dv  =  0 ,  Sy^{  Vv^v)dv^  =  0 
oder 

Svidv  +  SwiSvdv  =  0, 
Svdu^+Svv^Sv^dv^=0^ 
und    bei   Beachtung   von   (E.  77)  ergibt  sich   durch   Addition 
sofort  (E.  78). 

Wir  geraten  in  derselben  Weise  zum  Theorem  Ton  Joachims- 
thal, wonach,  wenn  auf  einer  Fläche  eine  ebene  Erümmanga- 
linie  vorhanden  ist,  die  Ebene  derselben  und  die  Tangenten- 
ebene der  Fläche  in  allen  Punkten  der  Curve  einen  constanten 
Winkel  einschliessen. 

Wenn  nämlich  x  die  Einheitsnormale  zur  Ebene,  v  diejenige 
zur  Fläche  ist,  so  gilt  für  die  Tangente  der Durchschnittscurve 
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die  Beziehung 

Udp=UVxv (E.80) 

and  weil  die  Gnrye  eine  Erümmangslinie  ist,  so  gilt  weiter 

Svdpdv  =  0 , 
oder  nach  (E.80) 

S.v(  Fiv)*  =  0 ,  daher  S»dv  =  0 (E.  81) 

weil 

2V  =  1,  somit  /Svdy  =  0. 
Nun  ist  aber  auch 

dSav  =  Sctdv  =  0  nach  (E.  81), 
womit  der  Satz  bewiesen   ist.  Dieses  Theorem  erscheint  daher 
als  Specialfall  des  Torhergehenden. 

144.  Es  ist  weiter  sehr  leicht  das  bekannte  DuriK'sche 
Theorem  zu  beweisen,  nach  welchem  die  Richtungen  der 
Durchschnitte  von  drei  sich  in  einem  Punkte  rechtwinklig  durch- 
schneidenden Flächen  diejenigen  der  Erümmungslinien  sind,  wenn 
ausserdem  auch  jedes  Paar  der  Flächen  sich  in  dem  nächst- 
folgenden Punkte  rechtwinklig  schneidet. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  y,  y^,  Vj  ^^  Normalen  der  Flächen, 
sodass 

Sy^Vj  =  Sv^y  =  Syy^  =  0 , 
so   wird  die   erste  Fläche  Ton  der  zweiten  in  einer  Gurve  ge- 
schnitten ,  für  welche  die  Beziehung  (E.  7)  gilt ,  oder 

Udp^  =  UVvv^  =  CTvvj  =  Uv^. 
Diese  Richtung  muss  nun  auf  den  beiden  Flächen  eine  Ejüm- 
mungslinie  sein.  Es  ist  somit  nach  (E.  73)  zu  beweisen 

0  =  S.vdp^Cpdp^  =  ttSv(yyi)$yj 
wo  u  eine  Skalargrosse  bedeutet,  oder 

Svi<pv^  =  0. 
In   gleicher  Weise   muss   gezeigt  werden,   dass  für  die  Funk- 
tionen $|,  Cp2  die  Gleichungen  gelten 

Syj(piy  =  0,  iSy(pjyj  =  0. 
Nun   ergibt  aber   die  Bedingung,   dass  je   zwei  Flächenpaare 
sich  auch  in  dem  nächstfolgenden  Punkte  rechtwinklig  durch- 
schneiden 

dSvv^  =  0  oder  S{vdVi  +  y,dy)  =  0 
daher  auch 
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S{v(Pidp^'{'V^0dp^)  =  O  oder  'S(vCpjVj4.v,cpv,)  =  0  .  (E.  82) 
und  in  gleicher  Weise 

5(vi<p2»  +  Vj^Piv)  =  0 ,  S(vjCpv,  +  v0^v^)  =  0.  .  .  (E.  88) 
Indem  die  beiden  Gleichungen  (E.  88)  addirt  werden  and  von 
dieser  Summe  die  Relation  (E.  82)  subtrahirt  wird ,  erhält  man 

und  sodann  auch  weiter 

SvcpjVj  =  0 ,  ÄjCpVi  =  0. 

145.  Die  Geraden,  welche  man  in  den  Erümmungscentra  der 
Hauptschnitte  senkrecht  zu  den  zugehörigen  Ebenen  derselben 
ziehen  kann ,  werden  von  samtlichen  Normalen  der  Fläche , 
welche,  dem  gewählten  Punkte  unendlich  nahe  liegen,  geschnitten. 

Denn  mit  den  Bezeichnungen  des  Art.  137  sind  diese  Haupt- 
krümmungscentra  durch 


bestimmt  9  und  die  in  dem  Satze  erwähnten  Geraden  sind  daher 


(E.  84) 


Nun  ist  jedoch  die  Gleichung  einer  von  dem  Punkte  p  unendlich 
wenig  entfernten  Normale,  wenn  a  eine  sehr  kleine  Grösse 
bedeutet 

V{u  —  p  —  adp)  (v  +  a0dp)  =  0, 
oder  wieder  mit  Bücksicht  auf  Art  187 

F(«  —  p  —  xa)  {y  4"  ^$«)  ==  0. 
Die  Bedingung,   welche  erfüllt  sein  muss,  damit  diese  Gerade 
die  erste  der  Geraden  (E.  84)  schneide ,  ist  nach  (B.  50) 

Sva^<P»  4*  Sva^a  Sa^^ct^  =  0. 
Weil  aber 

0»  =  —  (p«i  5«,«  —  (p«2  'Säj«  ,  Vv  =  «jÄj ,  S»^(p»^  =  0, 
so  ist  die  Torhergehende  Gleichung  eine  Identität. 

146.   Wir  wollen   nun   noch   einen   Satz  über  Erümmungs- 
linien  bei  der  Fläche  zweiter  Ordnung 

Sp^p  =  b 
beweisen,    nämlich    das  Theorem   von  Joachimstual,   dass 
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länga  einer  solchen  Gurre  das  Produkt  pD  constant  bleibt, 
wenn  p  die  Länge  des  Lotes  ist  aus  dem  Centrum  der  Flache 
zweiter  Ordnung  auf  die  Tangentenebene  in  einem  Punkte  der 
Curve  gefällt,  D  die  Länge  des  Durchmessers  der  Fläche , 
welche  der  Tangente  der  Curve  parallel  ist. 
Die  Tangente  der  Gurre  genügt  der  Oleichung  (E.  74)  oder 

S.(ppdp(pdp  ==  0 (E.85) 

ausserdem  aber  ist 

S(ppdp  =  0 (E.86) 

Weiter  erhalten  wir 

P'^Tcpp'  VS.Udp(pUdp  ' 

und  es  gilt  daher  zu  zeigen,  dass  längs  der  Erümmungslinie 

NcppS.  üdp(p  Udp  =  constant (E.  87) 

oder  durch  Differentiation,  dass 

S.d^p(t>dp       S.(pp(pdp      S.dpd}p_  ^ 

'sMdp^'-m^ W"^    —  ^     ^ 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  aus  (E.86)  durch  Differentia* 
tion  folgt 

ÄP/Kj)p  +  Sdp(pdp  =  0 (E.  89) 

Nach  (E.  86)  kann  weiter  gesetzt  werden 

(pdp  =  a(pp  +  ydp (E.  90) 

und  durch  Operation  mit  S.dp  erhält. man 

S.0p0dp       Sdp0dp 

sodass  (E.  90)  abergeht  in 

Wenn  man  hieran  nun  noch  mit  S,dPp  operirt,  so  entsteht 
eine  Gleichung ,  die  mit  Hälfe  von  (E.  89)  unmittelbar  in 
(E.  88)  übergeführt  werden  kann. 

147.  Hamilton  hat  gezeigt,  dass  man  der  Gleichung  der 
Erümmungslinien  mehrere  anderen  Formen  erteilen  kann,  Ton 
denen  eine  hier  erwähnt  werden  möge.  Weil  nämlich 
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so  erhält  man 

TT^  ^TT            vSvdpdv 
V.dpdUv^ ^^  , 

und  fOr  die  Erümmongslinien  gilt  deshalb  auch  die  Beziehung 

V.dpdüv  =  0 (E.92) 

Im  Anschluss  an  diese  Betrachtungen  über  Erümmungslinien 
einer  Fläche  wollen  wir  noch  die  Fläche  der  Gentra  der- 
selben erwähnen,  weil  diese  Fläche  bekanntlich  als  der  Ort 
der  Schnittpunkte  der  Normalen  der  gegebenen  Fläche ,  welche 
längs  den  Erümmungslinien  an  dieselbe  gezogen  sind ,  betrachtet 
werden  kann.  Ihre  Gleichung  erhält  man,  indem  in  (E.  71)  fA 
als  veränderlicher  Vektor  betrachtet  wird ,  während  der  Punkt  p 
die  gegebene  Fläche  beschreibt,  oder  indem  man  zwischen  der 
Gleichung  der  Fläche 

Fp=C 
und 

^^^'^S.Üdp(pUdp 
den  Vektor  p  eliminirt. 

148.  Wir  gehen  nun  weiterzuden  geodätischen  Linien 
einer  Fläche  über.  Bekanntlich  lassen  dieselben  sich  wie  die 
Erümmungslinien  auf  verschiedene  Weisen  definiren,  doch  ge- 
staltet sich  die  Aufgabe,  deren  Gleichung  anzugeben,  wohl  am 
einfachsten,  wenn  man  davon  ausgeht,  dass  die  Oskulations- 
ebene  der  geodätischen  Linie  in  jedem  Punkte  die  Normale 
9ur  Fläche  enthält.  Setzt  man  daher  in  die  Gleichung  (E.  10) 
den  Wert 

«  =  p  +  y«' 

ein ,  so  muss  fOr  jedes  y  der  Gleichung  genügt  werden.  Dadurch 
erhalten  wir 

S.ydp€pp  =  0 (E,  93) 

Nun  ist  aber,  wie  wir  schon  mehrmals  erwähnten, 

^^^^ 2äp^- 

Daher  ist 

V.vdfVdpc^f       dpSvdp<Pp 


V.vdüdp=  — 


Tdp^        ~      Tdp- 
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und  die  GleichuDg  (E.  93)  ergibt 

V.vdUdp=::0 (E.94) 

Man  kann  weiter  zeigen,  dass  diese  Garve  die  kürzeste  ist, 
welche  zwischen  irgend  zwei  beliebigen  aber  festen  Punkten 
auf  der  Fläche  gezogen  werden  kann«  Wir  wollen  uns  hier  nur 
damit  beschäftigen  darzutun,  dass  die  erste  Variation  des  In- 
tegrals, welches  die  Länge  der  Curve  darstellt,  Tersch windet. 
Bezeichnen  wir  mit  p^  q  die  Endpunkte  der  Curve,  mit  Tdp 
einen  unendlich  kleinen  Bogen  derselben,  so  muss 


//*= 


0 (E.  95) 

J  p 
Es  ist  aber 

iTdp  =  S^  nach  («.21) 

^s^  =  ^Sdipüdp 

üdp 
=  —  dS.ip  Udp  +  S.lpd  Udp 
=  —  dSip  üdp  +  ySvlp  nach  (E.  94) 
=  —  dS,ip  Udp , 
daher 

l  r  Tdp  =  —  [S.ip  üdp]  =  0. 
J  p  p 

149.   Bei  einer  Kugel  erhalten   wir  für  die   Gleichung  der 

geodätischen  Linien 

Spdpd^p  =  0, 

Dieselben   sind   daher  in  Ebenen  enthalten,  welche  durch  den 

Mittelpunkt  gehen,  oder  es  sind  grosste  Kreise  der  Kugel. 

Bei  Kegelflächen  gilt  die  Beziehung  (D.  14) 

Svp  =  0. 

Weil  ausserdem  aber  stets 

Svdp  =  0 , 

so  erhält  man 

vissiX  Vpdp , 

und  für  die  geodätischen  Linien  auf  Eegelflächen  gilt  daher 

S.pdp  Vdpd^p  =  0  oder  S.pdüdp  =  0  , 

oder  schliesslich 

O^dSpUdp-i-Tdp. 


222 

Hamilton  hat  schon  gezeigt,  dass  die  Integration  dieser 
Gleichung  leicht  auf  folgendem  Wege  gelingt.  Mnltiplicirt  man 
mit  2Sfüdp,  80  entsteht 

0  =  d{S.pUdpy  +  2Si)dft 
=  d[{S..füd,)^ -\- f*]. 

Somit  ist  för  eine  geodätische  Linie 

(S.p  UdpY  +  P^  =  constant, 
nnd  bei  Anwendung  der  Formel 

S'  +  NV^N 
entsteht  hieraas 

T  Vp  üdp  z=s  constant. 

Diese  Gleichung  spricht  aus ,  dass  Tpsin  A,  {p ,  Udp) ,  somit 
das  Lot  aus  dem  Scheitel  des  Kegels  auf  die  Tangente  an  die 
geodätische  Linie  ge&llt,  constante  Länge  hat.  Man  ersieht 
hieraus  unmittelbar,  dass  diese  Curve,  wenn  der  Kegel  auf 
eine  Ebene  entwickelt  wird,  eine  Gerade  sein  muss. 

Bei  der  deyeloppablen  Fläche ,  welche  wir  im  Art.  125  in 
Betracht  zogen ,  können  die  geodätischen  Linien  auch  mit  Hülfe 
▼on  Quaternionen  gefunden  werden,  doch  wollen  wir  behufs 
dieser  Untersuchung  jene  Formeln  in  der  einfachsten  Gestalt 
nehmen.  Wenn  wir  nämlich  Toraussetzen 

sei  die  Gleichung  der  Rückkehrkante  der  Fläche,  so  ist  diese 
letztere  durch 

P=f+yf (E.96) 

dargestellt.  Eine  Gurve  auf  der  Fläche  wird  nun  dadurch  be- 
stimmt, dass  y  als  eine  gewisse  Funktion  Ton  u  erscheint. 

Ausserdem  setzen  wir  voraus,  dass  als  unabhängige  Variable 
statt  u  die  Grosse  s  eingeführt  wird ,  sodass  wir  erhalten 

r/  =  i,  s/7'  =  o,  sfr  =  -f\ 

Nach  (E.  SO)  ist  nun 

Weiter  folgt  aus  (E.  96) 

dp=[/(y'  +  l)  +  y/"]d« (E.97) 

d^p  =  [ff  +  (2y  -f  1)/'  +  yndB\ 

sodass  die  Gleichung  der  geodätischen  Linie  wird 
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y»/'*  -  /'H(2y'  + 1)  (y'  + 1)  -  yy'l  -  y(i  +  y')«//"  =  o, 

oder,  wenn 

r/'=^ (E.98) 

gesetzt  wird 

yV  +  4(2y'  +  l)(y'  +  l)-«y"]+y(l+y'y  =  0, 

daher  auch 

and  schliesslich  nach  (£.  98) 

Tfd,^d.atctg^-^ (E.99) 

Nun  ist  aber  nach  (E.  20)  Tf*  der  reciproke  Wert  des  Haapt- 
krümmungsradius  der  Rückkehrkante ,  daher  Tf'ds  der  Winkel 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Tangenten  dieser  Gurve. 
Nach  (E.  97)  ist  weiter 

Der  Tangentialyektor  p'  der  geodätischen  Linie  setzt  sich 
daher  aus  zwei  Segmenten  zusammen,  welche  senkrecht  zu  ein- 
ander sind ,  weil  5//' verschwin- 
det, und  deren  Längen  S 

y2r" 

bezhw.  sind.  Es  erhellt  hieraus, 
dass  wenn  in  der  Figur  6  AB , 
AG  zwei  aufeinander  folgende 
Tangenten  der  Rückkehrkante , 
BP,  GQ  zwei  Tangenten  der  geodätischen  Linie  sind,  die  Rela- 
tion stattfinden  muss 

Demnach  kann  die  Gleichung  (E.  99)  in  der  nachstehenden  Weise 
gedeutet  werden 

ZBAG  =  dZP,PB  =  dZPiBP  =  ZPGQ, 
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sodass  die  geodätische  Linie ,  wenn  die  abwickelbare  Flache  auf 
eine  Ebene  entwickelt  wird,  eine  Gerade  werden  muss. 

150.  Wir  wollen  nnn  noch  einige  Sätze  über  geodätische 
Linien  beweisen ,  zuerst  nämlich ,  dass  die  Normalen  längs  einer 
solchen  Linie  einer  bestimmten  Ebene  parallel  sind,  wenn  die 
Tangenten  derselben  mit  einer  festen  Geraden  einen  constanten 
Winkel  bilden. 

Nehmen  wir  an  es  sei 

Sot  Udp  =  C , 
so  ergibt  eine  Differentiation 

S.ctdp  Vdpd^p  =  0 (E.  100) 

Aus  der  Gleichung  der  geodätischen  Gurren  ergibt  sich 

d^p  =  av+ydp, 

und  indem  dieser  Wert  in  (E.  100)  eingetragen  wird 

&»y  =  0, 
wie  zu  beweisen  war. 

Wenn  auf  einer  Fläche  aus  einem  Punkte  zwei  geodätische 
Linien  gezogen  werden ,  welche  rechtwinklig  zu  einander  sind, 
so  ist  die  Torsion  für  diese  Curyen ,  d.  h.  der  reciproke  Wert 
des  Torsionsradius,  gleich  aber  mit  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen versehen. 

Der  Ausdruck  für  die  Torsion  kann  nämlich  in  dem  Falle, 
wo  man  es  mit  einer  geodätischen  Linie  zu  tun  hat,  sehr  yer- 
einfacht  werden.  Weil  für  dieselbe  die  Beziehung 

d^p  =  orv  -j-  ydp 

gültig  ist,  so  kann  für  die  Binormale  geschrieben  werden 

üVdpd^p=  U.vdp 

und  der  unendlich  kleine  Torsionswinkel  wird 

xTdü.vdp. 
Nun  ist  aber 

dÜ.vdp ydvdp  -f-  vd^p 

U.vdp  vdp 

Der  Zähler  des  unter  dem  Zeichen   V  stehenden  Ausdrucks  ist 
ein  Vektor,  wie  sich  durch  Differentiation  der  Gleichung 

Sydp  =  0 
ergibt.  Somit  kann  man  nun  wie  nachstehend  transformiren 


225 

d  U.vdp  _  V.  V{di>dp  -f  vcPp)  Vvdp 
U.vdp  ~  {vdpy 

dpSvdvdp  —  vSvdpd^p 

dpSvdpdv 

weil  die  Garye  eine  geodätische  ist.  Der  Torsionswinkel  wird  nun 

aSvdpdv 

j  «^=  rpy^rpdp  ' 

und  fQr  die  Torsion  erhält  man 

I  i  — ^  =  ^ = Äv-irfr'*. .  .  .  (E.  101) 

I  r<       aTdp        vMp^ 

In  dieser  Formel  ist  nun  unser  Satz  enthalten.  Denn  bringt 
man  wieder  die  Relation  (E.  101)  in  Anwendung,  so  ist  nur 
noch  zu  zeigen 

S.vüdpq>Udp  +  S.vUdp^(pUdpi=0.  .  .  .  (E.  102) 
wenn 

Sdpdp^  =  0. 
Weil   nun    üv,    Udp,    Udp^    unter  sich  rechtwinklig  sind,   so 
kann  man  schreiben 

Uvüdp  =  ±üdp,,  üvUdp^=zfüdp, 
und  hiermit  geht  die  Gleichung  (E.  102)  in  eine  Identität  über. 
Führt  man  noch  den  Begriff  der  geodätischen  Torsion 
bei  einer  willkürlichen  Curve  ein,  itidem  darunter  yerstanden 
wird  die  Torsion  der  geodätischen  Linie,  welche  dieselbe  be- 
rührt, so  enthält  die  Gleichung  (E.  101)  noch  den  weiteren 
Satz :  Längs  einer  Erümmungslinie  auf  jeder  beliebigen  Fläche 
hat  die  geodätische  Torsion  den  Wert  Null. 

151.  Längs  einer  geodätischen  Curve  auf  einer  Fläche  zweiten 
Grades  bleibt  das  Produkt  pD,  welches  wir  im  Art.  142  schon 
betrachteten,  constant.  Dies  zu  beweisen  haben  wir  nur  zu 
zeigen,  dass  auch  bei  einer  geodätischen  Linie  die  Gleichung 
(E.  88)  gültig  bleibt.  Für  dieselbe  gilt  zunächst  in  diesem  Falle 

S(ppdpd^p  =  0,  8cppdp  =  0. 
Nach   der  ersten  dieser  Gleichungen  kann  nun  gesetzt  werden 

d^p  =  JsCpp  -f-  ydp. 
Die    Werte    von    x   und  y   können   wieder   bestimmt   werden, 

15 
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indem   nach   einander   mit   S,^Pj   S,dp   operirt   wird.    Dadurch 
entsteht  sodann 

{<J>P)^  dp"" 

und    bei    Beachtung    der    Relation    (£.89),    welche  auch   hier 

gültig  ist 

,,  Sdp^dp  ,    ,  S.dpd^p 

Hieraus  kann  nun  (E.  88)  unmittelbar   erhalten  werden ,  wenn 
man  nur  noch  mit  S.^dp  operirt. 
Die  Gleichung 

pD  =  constant 
kann  daher  als  ein  erstes  Integral  der  Gleichung 

S.q>pdpd}p  =  0 
betrachtet  werden.  Hamilton  hat  im  zweiten  Teile  seiner  »Ele* 
ments*'  gezeigt ,  wie  die  Integration  dieser  Gleichung  geschehen 
kann ;   wir   wollen   diesen   Process   hier  kurz   wiedergeben.   Zu 
diesem  Zwecke  setzen  wir,  wie  schon  früher  geschehen 

2>'=l. 
Die  Gleichung  (E.  94)  der  geodätischen  Linie  erscheint  sodann 
in  der  sehr  einfachen  Form 

Vvp"  =  0 (E.108) 

Somit  ist 

p   =a?v, 
und  weil  allgemein  gilt 

daher  durch  Differentiation 

Svp"  +  Sp'(pp'  =  0 , 
so  kann  der  Wert  Yon  as  bestimmt  werden.  Man  findet  dadarch 
den  Ausdruck 

p"  =  —  v-ifipW (E.  104) 

Ist  nun 

fp  =  Sp^pp  =  b, 
die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  so  ist 

fdp  =  Sdp^l^dp ,  d.fdp  =  2S.d:^p'4^dp. 
Mit  Rücksicht  auf  (E.  104)  und  darauf,  dass  die  darin  befind- 
liche Funktion  cp  nun  mit  tp  identisch  ist,  entsteht 
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d.fdp  =  —  2Sy'-^y\^dp8dp^dp  =  —  2fdpS  ^  , 

wo   dp  statt  pds^  d}p  statt  p"d8^  steht.   Oder  wir  können  nun 
auch  schreiben 

(^i^pfd.fdp  +  ifdpSi^p^dp  =  0 , 
eine  Gleichung,  welche  unmittelbar  integrirt  werden  kann,  wo- 
durch sich  ergibt 

(^pYfdp  =  constant , 

oder  schliesslich 

N^pSdpifdp  =s  constant. 

Diese  Gleichung  stimmt  der  Voraussetzung  Tp  =  1  zufolge  ganz 

mit  (E.  87)  überein. 

152.  Der  Vektor  d^p  kann  stets   nach   den   drei  unter  sich 

rechtwinkligen   Vektoren   Vj  dp^  vdp   zerlegt  werden.  Nach  der 

bekannten  Formel  erhalten  wir  sodann  —  indem  beachtet  wird, 

dass  wegen  der  Gleichung 

Sydp  =  0 

auch  die  Relationen 

vdp  =  —  dp.v ,  Syd}p  =  —  Sdvdp 
stattfinden  — 

d^p  =  —  v-^Sdvdp  +  dp-^Sdpd?p  —  y-Hp-^S.ydpd}p  .  (E.  105) 
Für   eine  geodätische  Linie  auf  der  Fläche  verschwindet  das 
dritte  Glied  dieses  Ausdrucks;  somit  ist,  wenn  für  dieselbe  der 
Wert  Yon  d^p  mit  S^  bezeichnet  wird, 

3*p  =  -  y-^Sdvdp  +  dp-^Sdpl^p (E.  106) 

Nach  LiouviLLB  bezeichnet  man  den  Winkel  zwischen  der 
geodätischen  Tangente  in  einem  Punkte  einer  Gurye  und  dem 
nächstfolgenden  Bogenelemente  derselben  als  geodätischen 
Gontingenzwinkel  der  Gurye  in  dem  betreffenden  Punkte. 
Wenn  wir  annehmen ,  dass  die  Werte  yon  dp  in  (E.  105) , 
(E.  106)  übereinstimmen ,  so  gelten  diese  Gleichungen  ftlr  eine 
willkürliche  Gurve  und  deren  geodätische  Tangente.  Der  geo- 
dätische Gontingenzwinkel  Cg  ist  sodann  derjenige  zwischen  den 

Vektoren 

dp  -j-  xi'^p ,  dp  -[-  xd^p* 

Man  erhält  somit 

_  TV{dp  +  a!i'^p){dp  -f  xd}p) 
^9  —  2y^2 
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~  Tdp* 

=  ^^'  nach  (E.  105),  (E.  106), 

und    der    Radius    der    geodätischen    Krümmung    der 
Cuive  ist 

-j«,^iw ^ 

^         e^  Svdpdrp 

153.  Wenn  wir  im  allgemeinen  einen  Ausdruck  suchen  f&r 
die  Änderung,  welche  der  Winkel  zwischen  der  Binormale 
einer  Curve  auf  einer  beliebigen  Fläche  und  der  Normale  zur 
Fläche  erleidet,  so  erhalten  wir 

xdJLv  Vdp<Pp. 
Diesen  Ausdruck  nach  {e.  28)  zu  transformiren ,  bemerken  wir , 
dass 

UV.yrdpd}p  =  ±  Udp  nach  (c.  40). 
Nun  ist 

vVdpd^p.Udp 


vUdp  vUdpVdpd^p' 

Svdpdv  Vdpd^p 

=  WTdp'^    ^      ^TdWp' 
_  Svdpdv        TdpSdpdWp 
~  Tv^Tdp  "^     NVdpd^p 
Nach  (E.  35)  kann  hierfür  nun  aber  auch  geschrieben  werden 

^^"'*^'-^-i^ ^""^ 

wo  Ri  den  Torsionsradius  bedeutet. 

In  dieser  Formel  liegt  nun  der  bekannte  LANCREr'sche  Satz 
ausgesprochen,  nach  welchem  bei  einer  Erümmungslinie  der 
Torsionswinkel  xTdp  in  jedem  Punkte  dem  Differential  des  Win- 
kels zwischen  der  Oskulationsebene  der  Gurye  und  der  Normale 
zur  Fläche  gleich  kommt;  denn  für  eine  Erümmungslinie  ver- 
schwindet das  erste  Glied  der  zweiten  Seite  von  (E.  108). 

Beachtet  man  noch  die  Gleichung  (E.  101),  so  kann  statt 
(E.  108)  geschrieben  werden 
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d Z.vVdpcCp  =  Tdpß  -  -i) 


Im  allgemeinen  ist  daher  bei  jeder  Gnrve  die  Differenz  des 
Torsionswinkels  und  des  geodätischen  Torsionswinkels  in  einem 
Punkte  dem  Differential  des  Winkels  zwischen  der  Oskulations- 
ebene  der  Gurre  und  der  Normale  zur  Fläche  gleich. 

154.  Die  Yon  Aoust  und  Gilbebt  eingeführte  Grösse,  welche 
mit  dem  Namen  Deviation  oder  Abweichung  bezeichnet 
worden  ist,  findet  auch  leicht  einen  Ausdruck  in  der  Theorie 
der  Quaternionen.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Fläche  dadurch 
gegeben,  dass  p  als  eine  Funktion  der  beiden  Skalare  u,  v 
dargestellt  ist,  so  nennt  Gilbkbt  die  Abweichung  der  [J-Curve 
in  Bezug  auf  die  T^-Gurve  die  Grösse ,  welche  man  erhält, 
indem  der  unendlich  kleine  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten 
in  benachbarten  Punkten  einer  T^-Gurve,  an  die  durch  diese 
Punkte  gehenden  {7-Gurven  gelegt ,  durch  die  Länge  des  zwischen 
jenen  Punkten  enthaltenen  Bogenelementes  dividirt  wird. 

Wenn  im  Einklang  mit  Art.  27  der  Theorie  xTduP  die  Länge 

des   Elements   der    F-Gurve  ist,   so  kann   für  jenen  unendlich 

kleinen  Winkel  unmittelbar  der  Ausdruck  hingeschrieben  werden 

ßu  =  xTd^  Ud^ 

TVd,pd\^         ,         Q 
=  a r^r^ nach  ie,  23) 

Nd^p  ' 

und  für  die  Deviation  erhält  man  somit 

Als  die  Richtung  des  Vektors  der  Deviation  wird  diejenige 
des  Elementes  angenommen ,  welches  die  Endpunkte  zweier  zu 
jenen  Tangenten  parallel  gezogenen  Einheitsvektoren  verbindet , 
somit  in  Zeichen  diejen^e  des  Vektors 

d^üdjtP  oder   Ud^pVdvpd^uvP t 
sodass  der  Gesamtausdruck  für  den  Vektor  der  Abweichung  ist 

Nd^pTdupd^p' 
Die  Projektion  der  Abweichung  auf  die  Normale  zur  Fläche 
wird  die  normale  Abweichung  der  Z7-Gurve  in  Bezug  auf 
die   F-Gurve  genannt.   Für  diese  Grösse  findet  man  leicht 
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Nd^pTdupdrfi      ' 
v-^Svd^y^       UvS.  üvd}^ 


Td^d^  Td^d^ 

woraus  der  Satz  entspringt:  Die  normale  Abweichung  in  jedem 
Punkte  der  Gurre  ist  für  jedes  Curyensystem  in  Bezug, auf  das 
andere  die  nämliche.  Denn  der  Ausdruck  für  A«  ändert  seinen 
Wert  nicht,  wenn  u  mit  v  vertauscht  wird. 

Führen   wir   nun   die   Voraussetzung  ein ,    dass   die  27-  und 
T^-Curven  überall  rechtwinklig  zu  einander  sind ,  d.  h. 

S,ditpdj,p  =  0 ,   Uv  UduP  =  Ud^ , 

so  ergibt  eine  Differentiation  der  ersten  dieser  Gleichungen 
nach  u 

S.d,pd}u,P  =  —  S.d^d'uvP (E.  110) 

Der   Ausdruck  für  A»  kann  nun  in  eine  andere  Gestalt  ge- 
bracht werden.  Denn  bei  unsrer  Voraussetzung  ist 

V.d^pd^uvP  =  Td^  V.  Uv  üdupd\rfi 

=  rp^m^       {vSd^pd^uvP  —  dupSvd^uvp) 

und  man  erhält  nun  aus  (E.  109) 

^  ""^'A^dupNd^  ■+■  NyNdupd^p ^    •  ^^^^ 

Bezeichnen  wir  noch  die  Radien  der  geodätischen  Krümmung 
und  Torsion  für  die   F-Curve  mit  A,  r»,  so  ist  nach  (E.  107) 

1  S.üy{Ud^)d'^,p 


8d^d\uP  Sdjfd^uvP 


Nd^Td,p  Nd^Td,p 

und  nach  (E.  101) 

1         S.  Uv  UduPduV         Sd^pduV 


nach  (B.  110) 


r«  TuTd^  TuTd^pd^ 

Der  Zähler  dieses   Ausdrucks   kann   leicht  umgestaltet  werden; 
denn  aus 

Svd^  =  0 
folgt 

SdftvdvP  =  —  Svd\^ , 
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somit  wird 

1  S.vcP^t^ 

'f^  "^  ^  TÜTdJd^' 
Aus  der  Gleichung  (E.  111)  schliesst  man  nun  an  mittelbar,  dass 
die  Relation 

in  dem  vorliegenden  Falle  gültig  ist. 

Wir  können  hier  nicht  näher  auf  diese  Betrachtungen  ein- 
gehen, doch  hat  sich  allerdings  die  Anwendbarkeit  der  Quater- 
nionen  auch  auf  diesem  Gebiet  genügend  ergeben. 

155.  Wir  schliessen  diesen  Abschnitt  mit  der  Herleitung  der 
Formel  für  die  totale  Krümmung  und  das  Mass  der 
Krümmung  eines  Flächenteils  nach  Gauss.  Sind  nämlich 

Py  p  +  xdp,  p  +  yip 

drei  einander  unendlich  benachbarte  Punkte  der  Fläche,  so  ist 
der  Inhalt  des  von  denselben  gebildeten  Dreiecks  bestimmt  durch 

2/\  =  aryTVdpip (E.  113) 

Die  Normalen  in  diesen  Punkten  können  nun  mit 
V ,  V  +  xdv  ,  V  -\-  yiv  oder  v ,  v  +  ^^dp ,  v  +  y^^P 
bezeichnet  werden    und  wenn  wir  aus  einem  Punkte  drei  Ein- 
heitsvektoren parallel  zu  diesen  Normalen  ziehen,  so  sind  die- 
selben darstellbar  durch 

üv,   üy  +  a?(dv2V-i  —  üySv-^dy) ,  u.s.w. 
oder  durch 

üv,    [Iv  +  xUvVv-^dv,    üv  +  yüyVv-^iv, 

so   weit   nur  unendlich   kleine  Grössen  erster  Ordnung  in  Be- 
tracht gezogen  werden. 

Der  Inhalt  des  durch  die  Endpunkte  dieser  Einheitsvektoren 
gebildeten  Dreiecks  kann  daher  aus 

2A'  =  ^TV.  Vv-'dv  Vv-^iv 
bestimmt  werden  und  eine  kleine  Transformation  ergibt 

2A' ==  oyTu-^Sy-^duh (E.  114) 

Aus  diesem  Ausdruck  für  die  totale  Krümmung  des  Flächen- 
teiles erhält  man  das  Mass  der  Krümmung  durch  Division  mit 
(E.  110).  Dasselbe  ist  daher 
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A""^      TVdßip      ' 
ein  Ausdruck,  welcher  leicht  trausformirt  werden  kann.  Es  ist 
nämlich 

S.vdviv  =  SyCpdpCplp 

=  xS.y<p''^  Vdpip  nach  (/.  82) 
bei   der   gewöhnlichen   Bedeutung  yon   a  für  die  Funktion  $. 
Also  weiter 

Svdvh  =  ±  aT  Vdpip  8.  Dv(p'-^if 
weil 

Uv  =  ±  uvdpip, 

sodass  man  schliesslich  erhält 

K  =  ±  xS.v-^(J>-h-^ (K  115) 

Aus   der  Yergleichung  yon  (£.  115)  mit  (E.  67)  erhält  man 
sodann  den  bekannten  Satz 

^-=^, -(^-ii«) 

Bei  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 

Sp^pp  =  h 
ist 

v  =  ifp^  <P  =  *, 
somit 

—         Sp^jp         bss 

A  =  Ä  -7-. — n  = 


Weil  aber  die  Länge  des  Lotes,  aas  dem  Mittelpunkte  der 
Fläche  auf  die  Tangentenebene  im  Punkte  f  gefallt^  durch 

b 

dargestellt  wird,  so  kann  man  sagen,  dass  das  Mass  der 
Krümmung  in  den  verschiedenen  Punkten  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  der  vierten  Potenz  jenes  Lotes  proportional  ist. 


THEORIE  DER  GERADLINIGEN 
STRAHLENSYSTEME. 


156.  Diese  Theorie,  welche  zuerst  von  Hamilton  im  Jahre 
1830  in  einer  im  sechzehnten  Bande  der  »Transactions  of  the 
R.  Ir.  Acad."  erschienenen  Abhandlung  entwickelt  ist  —  jedoch, 
wie  ans  der  Jahreszahl  schon  hervorgeht,  ohne  Anwendung  der 
Quaternionen  — ,  wollen  wir  im  Folgenden  mit  Hülfe  dieses 
Kalküls  auseinandersetzen.  Es  wird  sich  dabei  die  besondere 
Eleganz  dieser  Methode,  welche  übrigens  auch  schon  in  den 
beiden  vorhergehenden  Abschnitten  zu  Tage  getreten  ist,  klar 
herausstellen. 

Ein  Strahl  des  Systems  sei  bestimmt  durch  einen  Punkt  o- 
desselben  und  einen  Einheitsvektor  r  in  seiner  Richtung.  Das 
Gesetz,  welches  die  Strahlen  zum  System  vereinigt,  kann  da- 
durch gegeben  werden,  dass  tf  und  r  als  Funktionen  zweier 
beliebigen  Skalarveränderlichen  t«,  v  gedacht  werden. 

Diese  Abhängigkeit  kann  jedoch  noch  auf  eine  ganz  andere 
und,  mit  Rücksicht  auf  die  im  Quaternionenkalkül  ange- 
wandten Operatoren ,  weit  zweckmässigere  Weise  dargestellt 
werden.  Wenn  wir  nämlich  im  allgemeinen  r  als  Funktion 
von  9  betrachten,  so  ist  einleuchtend,  dass  man  die  Abhän- 
gigkeit stets  durch  eine  Relation  von  der  Form 

T-«,i?;cr  +  «,i?;(r+«3i^,(r (F.  1) 

ausdrücken  kann ,  wo  «^  ol^^  «3  beliebige  aber  feste  Vektoren , 
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Fj ,  i^3 ,  J^3  willkürliclie  Skalarfanktionen  von  o-  bedenten.  Eine 
solche  Beziehung  wollen  wir  im  Folgenden  gegeben  yoraus- 
setzen. 

Der   Winkel   von  irgend   zwei  Strahlen   in  den  Richtungen 
r,  r,  ist  sodann  bestimmt  durch 

tf  =  9r  —  Z  TT,  oder  sin  6  =  TFtt, (F.  2) 

Die  kürzeste  Entfernung  dieser  Strahlen,  welche  die  Punkte 
9 ,  0-,  enthalten ,  ist  nach  (B.  53) 

A  =  (FTT,)-iS.((r  — (tJtt, (F.  3) 

und  der  Fusspunkt  derselben  auf  dem  ersten  Strahle  nach 
(ß.  52) 

ic  =  (r  — TS.((r  — (r,)T,(FTT,)-i (F.  4) 

157.  Es  werde  nun  die  Voraussetzung  gemacht,  a^  — a  und 
T|  —  r  seien  unendlich  kleine  Vektoren.  Wir  setzen  sodann 

ö-j  —  0"  =  do" ,  T,  —  T  =  dr  ^ 
mit  der   Bedingung,   dass    Tda   und  Tdr  verschwindend  klein 
sind.   Den   durch  0-,  r  bestimmten  Strahl  wollen  wir  stets  den 
ersten  Strahl  nennen. 
Man  erhält  zunächst 

Srdr  =  0 (F.  5) 

und  die  Formeln  (F.  3),  (F.  4)  ergeben 

A  =  _  dT-WSrdvdr (F.  6) 

X  =  (T  —  rSdadr-^ (F.  7) 

wenn  unendlich  kleine  Grössen  von  der  zweiten  Ordnung  yer- 
nachlässigt  werden. 

Nun  ergibt  aber  die  Formel  (F.  1) 
dr  =  »^dF^v  +  ot^dF^tr  -f  »^dF^v 

=  ÄjSvjdö'  +  »^8v^d<r  -f-  ^zSv^<^  nach  Art.  91 , 
sodass  dr   als  eine   lineare   Vektorfunktion   von   dff   erscheint, 
welche  wir  mit  cp-^^  bezeichnen  wollen.  Dieselbe  ist  aber  nicht 
selbstconjugirt,   wie   man  unmittelbar  ersieht.  Setzen  wir  dem- 
nach 

dT  =  (J>-^d(r,  dfF  =  <pdr (F.  8) 

80  erscheinen  die  Gleichungen  (F.  6) ,  (F.  7)  nun  weiter  in  der 
Form 

A  =  —  TdT^^SrdTCpdr 
X  =  <r  +  tS.  DdT(p  Udr. 
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Der  Eürze  halber  können  wir  nun  noch 

UdT  =  cs (P.  9) 

setzen,  wodurch  die  yorhergehenden  Gleichungen  übergehen  in 

St«  =  0 (F.  10) 

X  =  raTdrSrtoCPQi (F-  H) 

x  =  cr  +  T5»(pa; (F.  12) 

158.  Die  Gleichung  (F.  6)  stellt  bei  einem  bestimmten  Werte 
von  dr  den  Fusspunkt  der  kürzesten  Entfernung  von  zwei  be- 
stimmten, einander  unendlich  benachbarten  Strahlen  auf  dem  einen 
derselben  dar.  Indem  man  aber  jener  Grösse  alle  möglichen 
Werte  erteilt ,  erhält  man  auf  dem  einen  Strahl  sämtliche  Fuss- 
punkte  der  kürzesten  Entfernungen  yon  allen  ihm  sehr  nahe 
liegenden  Strahlen  des  Systems.  Es  lässt  sich  nun  fragen,  ob 
T{}c — ff)  einen  Maximum-  oder  Minimumwert  erreichen  kann, 
d.  h.  ob  jene  Fusspunkte  über  dem  ganzen  ersten  Strahle  ver- 
teilt sind,  oder  nur  auf  einer  bestimmten  Strecke  desselben 
vorkommen  können. 

Nach  (F.  12)  ist 

T{k  —  <r)  =  Ä»(p«. 

Im   Artikel    161    der  Theorie  ist  nun  aber  gezeigt,  dass  man 
stets  schreiben  kann 

(p«  =  $0«  +  F3« (F.  13) 

wo  $Q  eine  selbstconjugirte  lineare  Yektorfunktion  und 

3  =  |7(«,v,+«,v,  +  «3V3) (F.U) 

ist.  Deshalb  erhält  man 

Saqxa  =  ScoCPqGO  =  T{x  —  (t) (F.  15) 

Es  folgt  hieraus  nach  (G.  42) ,  dass  T{x  —  ff)  der  reciproke 
Wert  ist  von  dem  Quadrate  des  in  der  Richtung  u  gezogenen 
Halbmessers  der  Fläche  zweiter  Ordnung, 

SpCpQP  ==  1. 

Die  Frage,  wann  Scü0q(£   einen   Maximumwert   erreichen  wird, 
wobei  die  Bedingungen  gültig  sein  müssen, 

Srfi/  =  0,   Ta  =  l, 

fallt  demnach  mit  derjenigen  zusammen ,  die  Achsen  des  Durch- 
schnittes der  Fläche  zweiter  Ordnung 

SpCpoP  =  1 
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mit  der  Ebene 

Ärp  =  0, 
d.  h.  mit  einer  Diametralebene,  zu  bestimmen.  Im  Art.  74  ist 
diese   Aufgabe   aasfährlich   diskutirt  und   wir  können  die  dort 
gewonnenen  Resultate  hier  unmittelbar  benutzen. 
Setzen  wir 

T{K  -<r)  =  r, 
SO  ist  die  Länge  der  Achsen  des  Kegelschnittes  nach  dem  Vor- 
hergehenden — pr  und  man  hat  nun  in  (C.  89) ,  (C.  90)  b  durch 

Vr 

1 ,  ß  durch  T  und  p"^  durch  —  r  zu  ersetzen.  Man  erhält 
sodann  für  r  die  quadratische  Gleichung 

ST((pQ  +  r)-W  =  0 (F.  16) 

und  die  zugehörigen  Werte  von  u  sind  durch  die  Gleichung 
bestimmt 

«=ü{(p„  +  r)-^T (F.  17) 

Es  ergibt  sich  hierdurch  somit ,  dass  es  stets  zwei  Richtungen 
08^  und  «2  für  Udr  gibt,  welche  senkrecht  zu  einander  sind 
und  für  die  der  Fusspunkt  der  kürzesten  Entfernung  eine 
Grenzlage  erreicht.  Hierbei  denken  wir  uns  Ui ,  u^  derart  ge- 
wählt, dass  die  Gleichung  stattfindet 

was  wegen  der  Rechtwinkligkeit  des  Systems  u^^  u^j  t  möglich 
ist.  Die  diesen  Werten  entsprechenden  kürzesten  Entfernungen , 
welche  zu  tu  parallel  sind,  müssen  sodann  aber  ebenfalls 
senkrecht  zu  einander  sein;  denn  es  ist 

iS(t»,)  (t«j)  =  —  Stu^u^t  =  Sco^co^  =  0. 

Die  Hauptebenen  des  Strahles  sind  normal  zu  jenen 
kürzesten  Entfernungen,  d.  h.  zu  ru^,  tu^  oder  zu  a;^,  (v^  und 
die  Gleichungen  derselben  können  daher  unmittelbar  hinge- 
schrieben werden 

S{p  —  (r)«2  =  0 ,  iSfp  —  tr)«i  =0 (F.  18) 

Bekanntlich  heissen  die  den  Werten  a^ ,  u^  entsprechenden 
Fusspunkte  die  Grenzpunkte  des  ersten  Strahles;  die 
Entfernungen  von  dem  Punkte  v  des  Strahles  sind  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (F.  16).  Nach  dem  Vorhergehenden  sind  diese 
Entfernungen  aber  auch 


237 

r,  =iS«,(po«p  rj  =  SwjCpoWj (F.  19) 

Ist  nun  r  die  Entfernung  des  Fusspunktes  fttr  einen  belie- 
bigen Strahl  des  Systems  yon  dem  Punkte  a  und  x  der  Win- 
kel zwischen  dem  kürzesten  Abstände,  welcher  diesem  Strahle 
entspricht  und  demjenigen,  welcher  in  dem  Qrenzpunkte  r^ 
sich  befindet  —  ein  Winkel,  den  wir  in  der  Richtung  zahlen, 
worin  die  Drehung  um  einen  rechten  Winkel  yon  «|  nach  09^ 
erfolgt  — ,  so  lässt  sich  leicht  die  Beziehung 

r  =  r^cos^x  -j-  r^sin^x (F.  20) 

zeigen. 

Wenn  nämlich  dem  Werte  r  die  Richtung  o»  zugehört,  so 
kann  man,  weil  «,  «j,  «2  sämtlich  senkrecht  zu  r,  daher 
complanar  sind,  schreiben 

«  =  —  «,iS«i«  —  «j-Sw^a (F.  21) 

oder 

=  —  «,S(t«j)  (t«)  —  oa^S(Ta^  (t») 
a=^  oi^cosx-^-  a^sinx. 
Hieraus  folgt  nun  leicht,  weil  Soa^^Q^i^^  verschwindet, 

SuCPqU  =  co«^X/S«,(pQ«j  4-  sin^xSa^CpQU^ , 
und  mit  Rücksicht  auf  (F.  19)  erfolgt  sodann  unmittelbar  (F.  20). 
159.  Fragen  wir  nun  weiter,  wann  der  erste  Strahl  yon 
einem  der  unendlich  benachbarten  Strahlen  geschnitten  wird 
oder,  wie  wir  auch  sagen  können,  bestimmen  wir  nun  die 
Brennpunkte  des  Strahles. 

Es  muss  sodann  die  kürzeste  Entfernung  (F.  11)  yerschwin- 
den,  somit 

Sra(pa  =  0 (F.  22) 

sein.  Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  mit  (F.  10),  oder 

Stco  =  0 ,  und  «^  =  —  1 , 
die  Werte  yon  u ,  so  ist  das  Problem  gelöst.  Diese  Gleichungen 
sind  yon  derselben  Form  wie  (C.  86),  (C.  87).  Nur  ist  hier  die 
Funktion  <$  nicht  selbstconjugirt  und  eine  Relation  von  der 
Form  (C.  81)  ist  nicht  yorhanden.  Wir  müssen  deshalb  um 
die  Werte  yon  a>  zu  bestimmen ,  hier  einem  ganz  anderen  Weg 
folgen  als  dem  im  Art.  74  erörterten. 
Setzen  wir  gemäss  (F.  22)  wieder 

$«  =  ^T  -f  y« (F.  23) 
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80  ergeben  sich  darch  Operation  mit  5.«,,  S.co^  Gleichungen, 
welche  mit  Rücksicht  auf  (F.  21),  (F.  19)  in  die  Form 

sich  bringen  lassen.  Hieraus  können  Sa^Uy  Sa^a  eliminirt  wer- 
den und,  wenn  wir  beachten,  dass 

Sa^oo^i  =  Sri  t 
so  entsteht  in  dieser  Weise  für  y  die  Beziehung 

(y  +  r,)  ^  +  r,)  +  .S»r3  =  0 (F.25) 

Mit  den  beiden  hieraus  sich  ergebenden  Werten  von  y  erhält 
man  nun  auch  zwei  Werte  von  «,  nämlich 

«=  U{0^y)-^T (F.  26) 

und  daher  auch  zwei  Brennpunkte. 

Die  Entfernungen  derselben  von  dem  Punkte  ^  lassen  sich 
wieder  auf  sehr  einfache  Weise  darstellen.  Für  dieselbe  gilt 
nämlich  die  Gleichung 

r  =^  Sa^QOd. 
Nun  folgt  aus  (F.  28)  durch  Operation  mit  S,a 

—  y  =  S,a<pQ(» ,  somit  y  =  —  r. 
Die   Werte   r  für  die   Brennpunkte  werden  daher  unmittelbar 
aus  der  Gleichung 

(r-ri)(r  — rj)  +  5*TJ  =  0 (F.  27) 

welche  aus  (F.  25)  hervorgeht ,  bestimmt  werden  können  und 
die  diesen  Brennpunkten  entsprechenden  Werte  von  »  genügen 
der  Gleichung 

«=  U{(p-]-r)-^ (F,28) 

welche  mit  (F.  26)  identisch  ist. 

In  (F.  27)  ist  nun  aber  ein  bekannter  Satz  enthalten.  Sind 
nämlich  r ,  r'  die  den  Brennpunkten  entsprechenden  Werte 
von  r,  so  folgt  aus  jener  Relation 

r'-}-r''  =  r,-^r^ (F.  29) 

oder  in  Worten:  die  Mitte  der  Strecke  zwischen  den  Brenn- 
punkten fällt  mit  derjenigen  der  Strecke  zwischen  den  Grenz- 
punkten zusammen. 

Man  ersieht  nun  auch  leicht ,  dass  die  Grossen  /,  /'  unab- 
hängig von  t*!,  r^  aus 

Sr((p  +  r)~V  =  0 (F.30) 
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bestimmt  werden  können,  einer  Gleichung,  welche  aus  iSr»  =  0 
nnd  (F.  28)  hervorgeht. 

160.  Dem  Vorhergehenden  entsprechend  wollen  wir  die  den 
Brennpunkten  zugehörigen  Werte  von  eo  mit  u^  a''  bezeichnen. 

Die  Brennpunkte  sind  nur  reell,  solange 

das  heisst,  so  lange  die  halbe  Distanz  zwischen  den  Grenz- 
punkten grösser  ist  als  die  Projection  des  Vektors  2  auf  den 
ersten  Strahl.  Findet  Gleichheit  zwischen  diesen  Linien  statt, 
ist  somit 

(r,  -  r,)'  =  45>rJ, 

so  fallen  die  beiden  Brennpunkte  zusammen. 

Die  Brennpunkte  sind  schliesslich  mit  den  beiden  Grenz- 
punkten identisch,  wenn 

5tJ  =  0. 

Der  Mittelpunkt  des  Strahles  kann  leicht  dargestellt  werden. 
Nach  dem  Vorhergehenden  erhält  man  für  denselben 

und  der  Wert  von  r,  +  ^2  ^^  unmittelbar  der  Gleichung  (F.  16) 
zu  entnehmen,  welche  in  entwickelter  Form  geschrieben  für 
den  jetzigen  Fall  lautet, 

xSt(^^-^t  —  (x^  +  ST$oT)r  —  r»  ==  0    ...  (F.  31) 
Somit  ist 

A*  =  er  -  |t(^,  +  5r(poT) (F.  32) 

Die  Strecke  zwischen  den  Grenzpunkten  hat  die  Länge  r^ — r^, 
diejenige  zwischen  den  Brennpunkten  ist  r  —  r".  Nun  ist  jedoch 

(r'  —  ry  =  (/  +  T"f  -  4rV' 

=  (^1  +  »-2)*  —  *K^2  +  ^-rJ)  nach  (F.  26) 

=  (^1-^2)^-45^^», 
somit  ist  stets 

oder  der  Mittelpunkt  des  Strahles  liegt  den  Brennpunkten  näher 
als  den  Grenzpunkten,  es  sei  denn,  dass  diese  Punktepaare 
zusammenfallen . 
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161.  Es  ist  nun  auch  weiter  leicht  die  Fokalebenen  des 
Strahles    anzugeben.    Dieselben    enthalten    nämlich    die   den 
ersten   Strahl   durchschneidenden   Strahlen ,   somit  nach   (F.  9) 
die  Vektoren  (a\  a'  und  ihre  Gleichungen  sind  daher 
.    S{p  —  cr)T«'  =  0 ,  S(p  —  (r)T«"  =  0. 

Die  gegenseitige  Beziehung ,  welche  zwischen  den  Fokalebenen 
und  den  Hauptebenen  besteht,  tritt  in  merkwürdiger  Weise 
hervor ,  indem  man  die  Operatoren  vergleicht,  wodurch  die  Vek- 
toren a\  a\  o^j ,  »2 ,  welche  in  jenen  Ebenen  enthalten  sind , 
aus  dem  Vektor  r  erhalten  werden;  wir  führen  dieselben  hier 
nochmals  vor 

«'=  i7($  +  /)-ir,  u.s.w.| ^^-"^^^ 

Man  kann  leicht  den  Satz  beweisen ,  dass  die  Ebene ,  welche 
den  Winkel  zwischen  den  Fokalebenen  halbirt ,  mit  derjenigen , 
welche  die  nämliche  Eigenschaft  in  Bezug  auf  den  Winkel 
zwischen  den  Hauptebenen  hat,  zusammenfallt.  Wendet  man 
nämlich  die  erste  der  Gleichungen  (F.  24)  auf  die  beiden  Vek- 
toren u\  di"  an ,  so  erhält  man  durch  Division  der  dadurch  sich 
ergebenden  Relationen 

rj  —  r'  Sa^oa'  Sri       Su^a' 

oder 

wenn    man    auf  die   Werte   von  r ,  r'   aus   (F.  27)   Rücksicht 
nimmt.  Weil  aber  jeder  dieser  Brüche  dem  folgenden  gleich  ist 

dessen  Wert  gleich  Eins  ist,  so  erhält  man 

iS«j«'  =  *Sa2«"i 
und  hiermit  ist  der  obige  Satz  bewiesen. 

Aus  den  Gleichungen  (F.  24)  können  nun  noch  weitere  Rela- 
tionen hergeleitet  werden,  welche  zwischen  den  Entfernungen 
der  Brennpunkte  und  Grenzpnnkte  und  den  durch  die  Fokal-  und 
Hauptebenen   eingeschlossenen  Winkeln   bestehen.  Es  folgt  aus 
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denselben  nämlich ,  wenn  man  sie  auf  den  Vektor  ^*  anwendet 
und  die  erhaltenen  Resultate  dividirt, 

5*«y  r^  —  r'      ^     * 

wenn  j5,  der  Winkel  ist  zwischen  »',  »^;  somit 

cosB,  =  l/"*!:!!^,  sinB,  =  l/"!^-=^. 

In  derselben  Weise  erhält  man,  wenn  B^  den  Winkel  zwischen 
fli",  0^2  bedeutet 

undy  wenn  noch  der  Winkel  zwischen  a,  a"  oder  zwischen  den 
Fokalebenen  mit   Wq  bezeichnet  wird, 

8inW^  =  stn(B^'-B,)=- ,  cosWq=:^  .  .  (F.  34) 

r^  —  r  j  r^  —  r^ 

162.  Wir  wollen  nun  weiter  den  Ort  der  Grenzpunkte  und 
der  Brennpunkte  sämtlicher  Strahlen  bestimmen.  Wählen  wir 
zum  Beispiel  den  Ort  der  ersteren ,  so  hat  man  die  Gleichungen 

Zwischen  denselben  und  einer  anderen,  welche  den  Ort  des 
Punktes  o-  bestimmt,  müssen  nun  die  Grössen  r^  v^  r  eliminirt 
werden.  Diese  letzte  Gleichung  kann  aber  nicht  willkürlich 
gewählt  werden;  weil  wir  nämlich  die  Annahme  gemacht 
haben  !ZV  ==.  1 ,  so  folgt  aus  (F.  1) 

{(t^F^<r  +  cc^F^tr  +  »^F^try  =  —  1 (F.  35) 

Diese  Fläche  ist  somit  als  der  Ort  des  Punktes  o-  zu  betrachten. 
A.US  der  Relation 

Srdr  =  0 
folgt  die  andere 

Sr^-^dff  =  0  oder  ^^((p-^T  =  0. 

Demnach  fällt  der  Vektor  {(p^^yr  mit  der  Normale  zur  Fläche 
(F.  35)  zusammen. 
In  derselben  Weise  erhält  man  die  Gleichung  der  Brennflächen 

16 
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des  Strahlensjsiems.  Auch  die  Mittelfläche  des  Systems ,  der  Ort 
der  Mittelpunkte  der  Strahlen,' kann  durch  Elimination  von  o-,  t 
zwischen  (F.  32) ,  (F.  2) ,  (F.  35)  gefunden  werden. 

163.  Wir  kommen  jetzt  zum  wichtigen  Begriff  des  Dichtig- 
keitsmasses  des  Systems.  Zur  Berechnung  desselben  in  dem 
willkürlichen  Punkte  0-  des  Strahles  denken  wir  um  diesen 
Punkt  auf  der  Fläche  (F.  35)  eine  unendlich  kleine  geschlossene 
Curve  construirt  und  bestimmen  die  Schnittpunkte  der  durch 
die  Punkte  des  Umfanges  dieser  Curve  gehenden  Strahlen  des 
Systems  mit  einer  zur  Richtung  des  ersten  Strahles  senkrechten 
den  Punkt  0-  enthaltenden  Ebene.  Sodann  denken  wir  aus  dem 
Centrum  einer  Einheitskugel  Radien,  parallel  zu  jenen  Strahlen 
des  Systems  gezogen.  In  der  Ebene  und  auf  der  Einheitskugel 
erhält  man  sodann  auch  unendlich  kleine  geschlossene  Curven, 

welche    Flächen  /  und  /^    begrenzen.    Der    Bruch  ~  ist  das 

Dichtigkeitsmass  im  Punkte  o-. 

Wenn  (t  -f  «Ar  ein  Punkt  der  Curve  auf  der  Fläche  (F.  35) 
ist,  so  gilt  es  zunächst  den  Schnittpunkt  der  Geraden 

ff  -^  dff  -}-  y{r  +  dr) 
mit  der  Ebene 

S{p  —  (r)T  =  0 

zu  bestimmen.  Man  erhält  sodann 

0"  +  dö"  4"  rSräfT  ==  o-  —  t  Vrda , 

wenn  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  nicht  berück- 
sichtigt werden. 

Dem  Linienelemente  —  t  Vrdff  in  der  durch  o-  gehenden 
Ebene  wird  nun  das  Element  dr  auf  der  Einheitskugel  ent- 
sprechen. Dem  Flächeninhalt  zwischen  —  t  Vrdff ,  —  r  Vriff 
entspricht  somit  derjenige  zwischen  dT  =  ^~~^dff ,  5t  =  <p""^5^. 
Setzen  wir 

A  =  TV.{t  Vrd7)  (t  Vrlff) ,  A'  =  TVdriT 

oder  nach  Transformation  des  ersteren  Ausdrucks 

A  =  STj(rd(r,  A'=r7(fTJT, 

so  ist  -j-  das  Yerhältniss  der  Flächeninhalte  correspondirender 
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Sektoren  der  Gurven  in  der  Ebene  und  auf  der  Eogel.  Nun  ist 
jedocb 

^         Srivdr         Srcpircpär 
A"  ~  TVdTiT  ""    TVdrir 

xS.rCp'-^  Vdrir 

""  TVdriT       ' 

wenn  x  wieder  die  gewöhnliche  Bedeutung  in  Bezug  auf  die 
Funktion  (p  beigelegt  wird;  hierbei  ist  der  im  Art.  159  der 
Theorie  bewiesene  Satz  in  Anwendung  gebracht.  Somit  ist 
weiter 

^  =  _  x&r(p'-^  UVdrlr  =  —  aSrCP'-^T. 

Für  je  zwei  correspondirende  Sektoren  ist  daher  das  Ver- 
hältnis der  Flächeninhalte  constant,  sodass  wir  unmittelbar  für 
das  Dichtigkeitsmass  D  die  Formel  hinschreiben  können 

1  =  — a?5r(p'-V (F.  36) 

Man   kann   nun   leicht  den  Satz   beweisen,   dass  die  Grösse 

-y^  dem   Produkte   der  Entfernungen   der  beiden  Brennpunkte 

von  dem  Punkte  o-  gleich  ist. 

Nach  Art.  153  genügen  diese  Entfernungen  r\  t"  nämlich 
der  Gleichung  (F.  30) 

5t($  +  tY^t  =  0 , 

oder 

j?/St$-V  —  r(a?j  +  /Sr(pT)  —  r*  =  0, 

sodass  man  erhält 

rV  =  —  a?5fT(|)-V (F.  37) 

Sind  nun  »',  tä"  zwei  Vektoren  senkrecht  zu  r^  so  ist 

NVJJ' "^^'^^  ^'-  ^2> 
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~      TVooW 

somit  ist 

i?  =  i (F.38) 

TT 

wie  zu  beweisen  war. 

164.  Wir  wollen  jetzt  den  Drehungswinkel  eines  zwei- 
ten Strahles  T-\-dT  gegen  den  ersten  für  die  Strecke  ab  be- 
stimmen. Es  ist  dies  der  Winkel  der  Normalen,  aus  zwei  Punk- 
ten des  zweiten  Strahles  auf  den  ersten  gefallt,  wenn  letzterer 
in  den  Punkten  a,  b  getroffen  wird.  Sind 

die  Vektoren  der  Punkte  a,  6, 

(r  +  dff+yiir  +  dr),    er  +  d(r  +  yj(T  +  dr) 
die  Punkte  auf  dem  zweiten  Strahl,  aus  denen  die  Senkrechten 
gefallt  werden,  so  muss  die  Strecke 

senkrecht  zu  r  sein;  somit 

Sr[dff'  +  yi  (^  "I"  ^^)  —  a?iT]  =  0 ,  yj  =  a?i  -|-  Srda. 
Die  beiden  Normalen  sind  daher 

a^dr  —  T  Frcfa- ,    x^dr  —  t  Vrda^ , 
und  die  Tangente  des  Winkels  zwischen  denselben  ist 

„_        TVjxidT  —  T  Vrdv)  {x^dT  —  r  Yrda) 
^  S(.ifi  cZt  —  T  Vrdtr)  {x^dr  —  r  Vrdtr)  ' 

Führt  man  nun  wieder  die  in  (F.  8) ,  (F.  9)  angegebene  Be- 
zeichnung ein  und  beachtet,  dass 

j?,«  —  T  VT0ca  =  ($  +  ^i)«  +  rSr{(p  +  ^i)  « 

so  entsteht  nach  einer  kleinen  Transformation 

^^~       S.VT{<J>  +  x,)oiVr{(p  +  x,)»    •  •  •  ^*'^^^ 
Fohren  wir  weiter  die  Voraussetzung  ein ,  dass  die  Punkte  a , 
b   mit  den  Brennpunkten  des  ersten  Strahles  zusammenfallen,  jl 

so   haben  wir  nur  in  dieser  Formel  ^j,  x^  durch  /,  t"  zu  er- 
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setzen.   Es  läset  sich  sodann  zeigen,  dass  das  Resultat  von  a 
unabhängig  ist. 
Setzt  man  nämlich,  was  offenbar  gestattet  ist, 

«=y»'  +  ^«" (F.  40) 

and  beachtet,  dass  nach  (F.  28) 

T=U{<p-{-  r>'  =  ü{<p  +  r>" 
80  sind  die  Gleichungen 

{(p  •+  r>  =  uT  +  z{r'  —  />", 
(<p  +  r")«  =  UT  —  y(r'  —  r'V 

gfiltig,  wo  u  eine  Skalargrösse  ist.  Der  Nenner  des  Ausdrucks 
(F.  39)  geht  sodann  für  diesen  .Fall  über  in 

—  yzir'  —  rySu'u". 

In  gleicher  Weise  wird^der  Zähler  des  Bruches  für  tyW 

=  8r{(p  +  r')t){(f)  +  r")u 

=zyz{r'  —  rySn'ti"T 

=  —yz{^r'-ryTVa'u", 

sodass  man  schliesslich  erhält 

Wir  haben  daher  den  Satz  erhalten:  Der  Drehungswinkel  für 
die  Strecke  zwischen  den  Brennpunkten  eines  Strahles  hat  für 
alle  unendlich  nahen  Strahlen  denselben  Wert,  nämlich  denjenigen 
des  Neigungswinkels  zwischen  den  Fokalebenen  des  Strahles. 

165.  In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  «^  und  x^  noch  willkürliche 
Werte  haben,  wollen  wir  für  ^,  Null  setzen,  d.h.  den  Dreh- 
ungswinkel längs  dem  Strahle .  wollen  wir  von  dem  Punkte  ^ 
aus  messen.  Es  entsteht  sodann  aus  (F.  39) 

und  wenn  hierein  der  Wert  von  a  aus  (F.  40)  eingetragen  wird 

t9W  = , (P.41) 

x^zjr'  —  r")TVu'a" 

j?,[y  V  +  z-r"—yz(r'  +  r")S«'«"]  —  (y  V»  +  zV'»—  2y  zr'r'Sa'a")' 

Nun  wollen  wir  weiter  den  Winkel  einführen ,  den  die  Nor- 
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male  zum  ersten  Strahle  im  Punkte  0-  mit  der  Normale  zur 
Halbirungsebene  des  Winkels  zwischen  den  Fokalebenen  bildet, 
d.  h.  den  Winkel  zwischen  den  Vektoren  —  t  VrCpa  und  «'  +  «", 
oder  zwischen  —  (yr «'  +  zr"a")  und  («'  +  «").  Bezeichnen  wir 
diesen  Winkel  mit  A,  so  ist 

^  %rV  +  ^r V)  («' +  O   -  ^/'  +  y/   ^    2    ' 

wenn,  wie  im  Art.  161,  der  Winkel  zwischen  «',  o»'' gleich  W^ 
gesetzt  wird. 

Hieraus  folgt  nun  leicht 


und  durch  Substitution  dieses  Wertes  in  (F.  41) 

,,  W-  ^^^^'  -  ^^^)  ("^"  2  A  -■  CO.  TF,) 

'^  "^       —  2rV'«n  TTq  +  x^  [(/  +  r")^  W^  +  (/  -  /;)«n  2A] 

Löst  man  nun  ^^  ^^^  ^^^^  beachtet ,  dass  nach  (F.  34) 
r'  —  r"  =  (r|  —  r^)  sin  Wq  ,  2St5  =  {r^  —  r^)  cos  Wq  , 

so  erhält  man 

^~(ri  +  r^)sinW+2STicosW-^{r,^r^)cos{2h+  W)'  ^^'^^ 

Dieser  Ausdruck  lässt  sofort  erkennen,  dass  a^  einen  Maxi- 
mum- und  einen  Minimumwert  erreicht  bei  constantem  Dreh- 
ungswinkel  W,  wenn 

cos{W+2h)  =  ±l,  A  =  -.  — ±J. 

Es  gibt  somit  für  jeden  Wert  von  W  zwei  unter  sich  recht- 
winklige Normalen  im  Punkte  0- ,  denen  zwei  bestimmte  Strahlen 
des  Systems  entsprechen,  derart  dass  die  Strecke  auf  dem 
ersten  Strahle,  längs  welcher  ein  gegebener  Drehungswinkel 
sich  vorfindet,  eine  Maximum-  oder  Minimumlänge  hat.  Für 
die  Länge  dieser  Strecken  findet  man 

rV'sin  W 


X 


^-MsinW+&Tico,W-D^ 

r'r"sin  W 


(F.  43) 


x"= 


'»       Mrni W+  SricoaW+  D '  J 
wenn  man  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  Strahles  vom 
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Punkie  0-  mit  M  und  die  halbe  Distanz  zwischen  den  Grenz- 
punkten  mit  D  bezeichnet.  Die  Bedeutung  der  Grösse  &ih  kann 
dem  Artikel  154  entnommen  werden.  Schliesslich  ergibt  sich 
sodann  noch  die  Relation 

\^_co,-^g^m^ ^^^^ 


wenn  gesetzt  wird 


«2        x^  a?2 


W 


Zwischen  den  Maximum-  und  Minimum  strecken  und  einer  be- 
liebigen anderen  Strecke ,  denen  sämtlich  eine  gegebene  Drehung 
W  entspricht,  besteht  demnach  eine  einfache  Relation  von  be- 
kannter Form. 

166.  Kehren  wir  wieder  zur  allgemein  gültigen  Formel  (F.  39) 
zurück.  Wenn  die  Werte  von  o;  und  W  gegeben  sind ,  d.  h. 
wenn  wir  einen  bestimmten  Drehungswinkel  eines  festen  Strahles 
gegen  den  ersten  Strahl  ins  Auge  fassen,  so  kann  die  Strecke 
auf  dem  ersten  Strahle,  für  die  jener  Drehungswinkel  ezistirt, 
verschiedene  Werte  erhalten ,  indem  x^ ,  x^  in  (F.  39)  variabel 
sind.  Fragen  wir  nun ,  wann  x^  —  x^  einen  Maximum-  oder 
Minimumwert  erhalten  wird.  DifiPerentiirt  man  (F.  39)  bei  con- 
stantem    W  und  a  und  setzt  nachher 

d{x^  —  x^^=^^  oder  dx^  =  dx^ , 
so  entsteht  die  sehr  einfache  Gleichung 

oder 

•^1  +  ^2  =  2/S«(p«  =  2S«(po« (F.  45) 

Diese  Gleichung  mit  (F.  39)  zusammen  bestimmt  die  ge- 
suchten Werte  von  «^  und  x^.  In  (F.  45)  liegt  aber  ein  Satz 
enthalten ,  nämlich :  die  Mitte  der  Maximal-  oder  Minimalstrecke, 
für  die  ein  fester  zweiter  Strahl  einen  bestimmten  Drehungs- 
winkel gegen  den  ersten  Strahl  ergibt,  fällt  mit  dem  Fuss- 
punkte  der  kürzesten  Entfernung  der  beiden  Strahlen  zusammen. 
Mehrere  ähnliche  Betrachtungen  könnten  noch  an  die  Glei- 
hung  (F.  39)  geknüpft  werden ;  doch  müssen  wir  uns  mit  den 
hier  mitgeteilten  begnügen. 

Es  erübrigt  noch  zu  erwähnen ,  dass  das  Strahlensystem  die 
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Normalen  einer  Schaar  yon  Flächen  beliebiger  Ordnung  dar- 
stellen wirdi  falls  der  Vektor  r  die  Eigenschaften  des  Vektors 
V,  die  wir  im  vierten  Abschnitte  erörterten,  hat  Es  erfordert 
dies  nur,  dass  das  Differential  Srdff  integrabel  sei,  es  sei  denn 
unmittelbar  oder  mittelst  eines  skalaren  Faktors.  Diese  Be- 
dingung wird  somit  nach  Art.  98  durch  die  Gleichung 

S.T  V  r  =  0 
ausgedrückt. 


ANHANG. 

DAS  PRINCIP  DER  DUALITÄT. 


167.  Bisher  haben  wir  fortwährend  voransgesetzt,  indem 
wir  die  HAiciLTON'schen  Anschauungen  festhielten ,  ein  Vektor 
stelle  einen  Punkt  dar.  Man  kann  jedoch  auch  irgend  eine 
andere  Annahme  machen  und  wir  wollen  eine  derselben  in 
diesem  Abschnitte  naher  untersuchen. 

Setzen  wir  fest,  dass  der  Vektor  »  eine  Ebene  darstellt, 
welche  durch  den  Punkt  a»"^  senkrecht  zur  Richtung  von  a 
gelegt  wird,  wo  a  einen  beliebigen  aber  constanten  Skalarwert 
haben  kann,  so  kann  nur  eine  Unbestimmtheit  eintreten  in  den 
beiden  Fällen,  wo  die  Ebene  den  Ursprung  der  Vektoren  ent- 
hält oder  ins  Unendliche  rückt.  Im  ersteren  Falle  muss  T»  unend- 
lich gross  sein,  im  letzteren  verschwinden.  Wir  wollen  des- 
halb für  einen  Vektor  von  bestimmter  Richtung  Ux  mit  unend- 

00 

lichem   Tensor   das  Zeichen  wählen  «,   für  einen   Vektor  aber 

mit  verschwindendem  Tensor  das  Zeichen  V,  In  dem  letzteren 
Falle  braucht  nämlich  die  Richtung  des  Vektors  in  Überein- 
stimmung mit  den  üblichen  Anschauungen  der  analytischen 
Geometrie,  wonach  sämtliche  Punkte  ins  Unendliche  in  einer 
einzigen  Ebene  enthalten  sind,  nicht  erwähnt  zu  werden. 
Hiermit  steht  somit  die  HAKiLTON'sche  Auffassung,  der  Versor 
eines  Nullvektors  sei  unbestimmt,  im  Einklang. 
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168.    Nach  diesen   YoraoBsetzungen  fragen   wir  zuerst  nach 
der  Art  des  von  der  Gleichung 

S{p  —  »)ß  =  0 (G.  1) 

dargestellten  Gebildes.  Wählen  wir  einen  Wert  von  /},  welcher 
dieser  Gleichung  genügt,  so  ist 

•  _ 

S{a  —  ap^^)p  =  0  oder  Sap  =  a  .....  .  (G.  2) 

die  Gleichung  jener  Ebene  p,  wenn  u  der  veränderliche  Vektor 
eines  Punktes  ist.  Nimmt  nun  p  sämtliche  der  Relation  (G.  1) 
genügende  Werte  an ,  so  enthalten  alle  Ebenen  (G.  2)  den  Punkt 

aß 

wie   man   sich   leicht  überzeugt   durch   die   Substitution  dieses 
Wertes  für  u.  Man  kann  demnach  sagen,  die  Gleichung  (G.  1) 
stelle  diesen  Punkt  dar. 
Setzen  wir 

aß  _ 

so  ist 

Spy  =  » 

die  Gleichung  des  Punktes  mit  dem  Vektor  y.  Ins  besondere, 
wenn  wir  annehmen  »  sei  das  Symbol  für  eine  Ebene,  welche 
in  dem  Punkte ,  dessen  Vektor  ar^  ist ,  senkrecht  zu  »  gebracht 
wird,  so  ist 

Spß  =  \ 
die  Gleichung  des  Punktes,  dessen  Vektor  ß  ist. 
Wir  untersuchen  nun  weiter  die  Gleichung 

S(p  -  a)ß  +  xS{p  -  x,)ß,  =  0. 
Dieselbe  stellt  offenbar  den  Punkt  dar,  dessen  Vektor  ist 

Sxß  +  xSa,ß, ^^-"^^ 

Nimmt  man  an,  dass  die  Relation 

stattfindet,  so  ist  (G.  8)  der  Vektor  eines  Punktes  i2,  welcher 

auf  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  anderen  P,  Q  oder 

aß  a/3, 

S»ß  S«j/3i 
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enthalten  ist  und  die  Strecke  zwischen  denselben  so  teilt,  dass 

PR\RQ=:^x:\ (G.4) 

Man  kann  demnach  allgemein  sagen,  die  Gleichung 

(Spß-c)  +  x{Spß,-c) (G.5) 

stelle  einen  Punkt  R  dar  in  der  Yerbindungsgeraden  der  Punkte 
P,  Q  oder 

Spß  =  c,  Spß,=€ 

und  zwar  den  Punkt,  f&r  welchen  die  Relation  (G.  4)  gültig  ist. 

Wenn  nun   x   alle   Skalarwerte  durchläuft,  so  ist  (C.  5)  die 

Gleichung  einer  Geraden,  nämlich  der  Yerbindungsgeraden  der 

Punkte  mit  den   Vektoren   — ,  — ^,  deren  gewöhnliche, Glei- 
te 

chung  ist 

Wir  können   aber  auch   die   Gerade   als   Schnitt  der  beiden 
Ebenen  x,  ß  auffassen;  und  weil 

Spa  =  a ,  Spß  =  a 
die  Gleichungen  jener  Ebenen  sind,  so  ist 

die  Gleichung  der  durch  die  Ebenen  «,  ß  bestimmten  Gerade. 
Fragen  wir  noch  weiter,  welcher  Ort  durch  die  Gleichung 

V{p  —  x)ß  =  0  oder  p  =  x-{- xß 
dargestellt  wird.  Eine  der  in  derselben  enthaltenen  Ebenen  hat 
die  Gleichung 

Scop  =  a  oder  /S«(ä  -f~  xß)  =  a , 
und  man  hat  die  Enveloppe  derselben  bei  yeränderlichem  x  zu 
suchen.   Dieselbe   ist   aber  offenbar  die  Durchschnittgerade  der 
Ebenen  mit  den  Gleichungen 

Suct  =  a ,  Saß  =  0 , 

00 

deren  Vektoren  a,  ß  sind. 
169.  Im  allgemeinen,  wenn 

F(p)  =  0 (G.6) 

eine  beliebige  Skalargleichung  ist ,  welcher  der  Vektor  p  genügen 
muss,   so   hat   man  es  bei  den  hier  auseinandergesetzten  Prin- 
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cipien  mit  der  Enveloppe  der  Ebene 

unter  der  Bedingung  (6. 6)  2u  tun.  Dieses  Problem  stimmt 
aber  für  negatives  a  mit  demjenigen  des  Artikels  36-  überein , 
nämUch  die  Beciprokalfläche  der  Fläche  mit  der  gewöhnlichen 
Gleichung  (G.  6)  in  Bezug  auf  eine  um  den  Ursprung  der  Vek- 
toren mit  dem  Radius  VTa  beschriebene  Engel  zu  finden. 

Dieselbe  Interpretation  bleibt  aber  natürlich  auch  gültig  fiir 
den  Fall,  wo  die  Gleichung.  (G.  6)  eine  Yektorgleichung  fär 
p  ist. 

Man  kann  daher  auch  in  der  Theorie  der  Quaternionen  jeder 
Gleichung  eine  doppelte  Deutung  beilegen,  je  nachdem  man 
den  yeränderlichen  Vektor  als  einen  Punkt  oder  als  eine  Ebene 
betrachtet,  was  darauf  hinauskommt,  dass  die  beiden  so  er- 
haltenen Figuren  reciprok  zu  einander  sind  in  Bezug  auf  eine 
feste  Eugel. 

Hiermit  ist  nun  das  Dualitätsprincip  in  die  Theorie  der  Qua- 
ternionen aufgenommen.  Wir  wollen  bei  demselben  nicht  lange 
stehen  bleiben;  nur  ein  einziges  Beispiel  sei  gegeben,  dass  die 
Yorhergegangenen  Gleichungen  sich  in  dem  bekannten  Sinne 
unmittelbar  übertragen  lassen ,  wie  aber  von  vorn  herein  selbst- 
verständlich ist.  Ist  (G.  6)  die  Gleichung  einer  Fläche,  so  ist 

S{a  —  p)v^O (G.7) 

wo  V  durch  die  Relation 

dFp  =  Svdp 

definirt  wird,  die  Gleichung  des  Berührungspunktes  der  Tan- 
gentenebene p.  Man  findet  nämlich  diesen  Berührungspunkt 
als  Schnittpunkt  der  Ebenen  mit  den  Vektoren 

p,  p  +  xdp,  p  +  y^p -.  (G.  8) 

wo  Xj  y  sehr  kleine  Skalarwerte  haben.  Die  Gleichungen  dieser 
Ebenen  sind  nach  dem  Vorhergehenden ,  wenn  o-  ein  veränder- 
licher Vektor  ist, 

ASjp  =  a,  aS(j(p  +  ^dp)  =  a ,  Scr{p -\- yip)  =  a. 
Für  den  Schnittpunkt  o-  ist  daher 

aSj/»  =  a ,  Sffdp  =  0 ,  Sffip  =  0 , 
somit 
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Spdpip 
Nun  ist  jedoch  nach  dem  Vorhergehenden 

Sacr  ==  a 
die   Gleichung   des   Punktes   mit  dem  Vektor  0-,  d.  h.  des  Be- 
rührungspunktes. Derselbe  wird  somit,  wenn  wir  den  Wert  von 
er  aus  (G.  9)  einführen,  dargestellt  durch 

S.{cü—fi)Vdpip  =  0 (G.  10) 

Weil  aber  die  Ebenen  (G.  8)  der  Fläche  (G.  6)  angehören ,  so  ist 

Svdp  =  0,  Ä3p  =  0, 
oder 

1/  =s  ^  Vdpip, 
Die   Gleichung  (G.  10)   ergibt  daher  för   den  Berührungspunkt 
die  in  (G.  7)  erwähnte  Beziehung. 


i 


ZUSATZE  UND  BERICHTIGUNGEN. 


Seite  4,  Zeile  17  yon  oben,  lies  OC  ataU  OB,  OB'  statt  00'. 
,>   12,      „      13     „  unten,  im  Nenner  des  Bruches  lies  c-\-a 

statt  c  +  «• 
„  15:  Die  Oonstruction  des  Punktes  A  aus  den  gegebenen 
Punkten  A',  B',  G  erhält  allerdings  eine  mehr  sym- 
metrische Q-estalt,  wenn  aus  der  Gleichung  fär  a 
(Zeile  18  V.  o.)  die  Grösse  a  —  p,  bestimmt  wird, 
wodurch  sich  ergibt 

Bei  den  spedellen  Annahmen  ?]  ^?2=^?3=^?9  ^^^ 
sodann  erhalten 

2  A'A  =  A'C  H-  yC'B'. 
Beschreibt  man  daher  ein  gleichseitiges  Dreieck  GTB' 
und   zieht   noch   AT,  so  ist  der  Punkt  A  die  Mitte 
dieser  Geraden. 

„  18,  Zeile  15  v.  u. ,   lies   Dreiecks      statt    Dreieks. 

„   19 ,      „       9  V.  o. ,      „     y  — «  „       y  —  a. 

„  21,      „     10  ▼.  u. ,      „     a«  +  aj/3         „       a»-\-a^ß, 

„  22,      „       9  ▼.  o.,      „     «-1  „       a-i. 

,^28,      „     13  y.  u. ,     „     allgemeinen    „       allgemeine. 

„  31.  Die  im   letzten   Teile   des   Artikels  16  angestellte  Be- 
trachtung kann  noch  weitergeführt  werden. 
Dass   die   Gleichung,   welche  x  bestimmt,  stets  drei 


255 

positive   Warzeln    hat   ergibt   sich    folgendermassen. 
Man  setze 

f{x)  =  a?(l  +  a^  -  xf  —  k\a}  —  x)\ 
so  ist  y(0)  negativ ,  /(a*)  positiv ,  y(l  -[-  a*)  negativ  ^ 
ßso)   positiv.  Bezeichnet  man  daher  die  drei  reellen 
Werte  von  n(«  —  a)  der  Reihe  nach  mit  *, ,  «^ ,  f, , 
so  gilt  die  Ungleichheit 

0  <  «,  <  a  <  <j  <  y/l+a?'  <  «3  <  00  . 
Für  Jl[«  — «)  =  <i  ist 

l  +  a^  +  («  — «)'>0,  a*  +  («  — ä)*>0, 
somit   fällt   a  —  »    der   Bichtang   nach    mit  »y  —  x 
zusammen.    Das   Nämliche   gilt   fär    T{a  —  x)=^t^^ 

weil    sodann    1  -|-  a^  -f-  (^^  —  ^Y   ^^^   «^  +  («  —  *)* 
zugleich  negativ  sind.  Für  T{(a  —  et)=^t^  gilt  aber 

1  +  a^  +  (ö  — «)^>0,  a*  +  («  — «)a<0. 
Man  kann  deshalb  stets  zvtrei  Inversionscentra  PpP^ 
finden,  aus  denen  eine  beliebige  Kugel,  deren  Cen- 
trum A  im  Punkte  »  sich  befindet,  in  eine  um  a^ 
beschriebene  Kugel  invertirt  wird  und  die  mit  «,  an 
der  nämlichen  Seite  des  Punktes  »  liegen,  während 
das  dritte  zu  jenem  Zwecke  dienliche  Inversions- 
centrum  P2  zur  andren  Seite  liegt  derart,  dass  ÄP2 
stets  zwischen  AP|  und  AP3  enthalten  ist. 

Seite  83,  Zeile  5  v.  u.,   lies    a,  — a     statt    a^  —  o». 
„     36,      ,,      1  V.  u.,     „     folgenden     „       folgende. 
„     37,      „    14  V.  u. ,    im   Nenner    des   Wertes  für   v  —  ä, 

lies  y,^  —  7*   statt  y^  —  y^, 
„     40,      „    11  V.  u. ,  lies    von    statt   van. 
„     50,      „    13  V.  u. ,     „     zu  einander    statt    einander. 
„     63,      „      4  V.  u. ,     „     sein  somit        „       somit. 
„     77 ,      „      7  V.  u. ,     „     a    statt  ä. 

„     78 ,  Die  Elimination  der  Grösse  r  aus  der  Gleichung  (G.  5) 
kann  auch  einfach  durch  Operation  an  dieselbe  mit 
S.{(P(r  +  *)  stattfinden. 
„     80,  Zeile  7   und   8  v.  u. ,   lies  Durchschnittsgerade    statt 

-geraden. 
„     84 ,      „      6  V.  u.,  lies  S<r\(p(r'+2€)  +  a  statt  Sflr'((per+2f  )4-a. 
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Seite 

■    88 

,  Zeile 

i    6 

V.   u. , 

lies 

a    statt 

ct. 

n 

101, 

f          ff 

15 

V.    u. , 

ff 

*3          ff 

<h' 

n 

102. 

t          ff 

1 

V.    0., 

ff 

welcher 

statt 

\    welche. 

n 

102, 

1           ff 

11 

V.    u. , 

ff 

(C.  64) 

ff 

(0.  67). 

n 

102, 

1           ff 

8 

V.   u. , 

ff 

(c.  46) 

ff 

(C.  46). 

n 

103, 

1           ff 

15 

V.    0., 

ff 

(0.  64) 

ff 

(C.  67). 

n 

107, 

)          ff 

11 

V.  u. , 

ff 

^1 

ff 

lt. 

y> 

114, 

1           ff 

11 

V.    0.  , 

ff 

V^xCp» 

ff 

V»(J)». 

tf 

115, 

ff 

17 

V.   u. , 

ff 

F.9 

ff 

Fh' 

f> 

126, 

ff 

3 

V.    0., 

ff 

SU.p<pp, 

ff 

SUpcpp,. 

« 

126, 

ff 

5 

V.    0., 

ff 

SU.p0p^ 

ff 

SUp(pp^. 

w 

126, 

ff 

8 

V.    0., 

ff 

SU(pVp,p, 
SU.pcpT 

ff 

SUpVp^p^  und 
SUpCpr. 

ff 

128, 

ff 

8 

V.   u. , 

ff 

p  —  et 

ff 

p  —  a. 

ff 

131, 

ff 

8 

V.    u. , 

Anfang  des  Artikels  88. 

ff 

132, 

ff 

16 

V.    u. , 

lies 

Sp-ijc     statt 

Sp~^x, 

ff 

135, 

ff 

15 

V.    0., 

ff 

«"'««' 

ff 

Ä""^«Ä/. 

ff 

146, 

ff 

9 

V.    0., 

ff 

u  -\-  zx 

ff 

a  -\-  za^ 

ff 

149, 

ff 

5 

V.    0., 

ff 

25 

ff 

23. 

ff 

156, 

ff 

10 

V.    0., 

ff 

V.a  V{q'{ 

(«.^. 

+  »^F.  +  «3^»)^ 

ff 

ff 
ff 

ff 
ff 

ff 
ff 
ff 
ff 
ff 

ff 


157 

161 
162 

168 

168 

164 
168 
169 
172 
173 


175, 


ff 

ff 
ff 

tf 

ff 

ff 
ff 
ff 
ff 
ff 

ff 


Statt    V.<r  Vq\a^F^  +  a^F^  +  «3/5)9. 

6  V.  u.,    lies  F{TVap,  S.ctüp)  statt  F(TVap. 

Sx  Up). 
16  und  20  V.  0.,   lies   V.dpVvX^  statt  dpVv?^^. 

7  y.  u. ,  lies  die  soeben  erwähnte  Beziehung, 

stau   (D.  63). 
statt    (D.  66). 


17 

4 

15 
19 
9 
10 
11 

3 


V.  0. , 

V.  u. , 

V.  u. , 

V.  u., 

V.  0., 

V.  u.. 


ff 

ff 

ff 
ff 
ff 
ff 


(D.  65) 

ixdz 
werden 
81 
64 


ff 

ff 
ff 

ff 
ff 


werde. 

61. 

67. 

S^px^» 


y.  u. :  Die  hier  geschriebene  Gleichung  ist 
mit  (D.  105)  zu  bezeichnen. 

V.  o. :  Die  hier  geschriebene  Gleichung  ist 
mit  (D.  113)  zu  bezeichnen. 
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Seite  175,  Zeile 


7  V.  u.,   lies   -^     statt     -jf 


n 
n 

n 
n 
w 


n 
ff 
ff 
ff 

tf 

ff 
ff 

ff 
ff 
ff 


180, 
181, 
182, 
184, 

184, 

185, 

187, 
196, 
199, 
200, 

209, 

215, 
216, 

218, 
219, 
224, 


„     225, 
„     228, 


ff 
ff 
ff 
ff 
ff 


ff 

ff 
ff 
ff 
ff 

ff 

ff 
ff 

ff 
ff 
ff 


15  V.  u.,     „     D.  180     statt    D.  110. 

2  V.  u.,     „     116  „       112. 

9  V.  u.,     „     D.  134       „      D.  185. 
12  ▼.  u.,     „     Art.  181    „       Art.  18. 

2  y.  u. ,  Im  Anfang  der  zweiten  Seite  dieser 

Gleichung  ist  eine  eckige  Klammer  weggelassen. 

^*+l 


2  y.  u. ,  lies 


statt 


5  y,  o. , 

18  y.  o. , 

2  y.  o., 

11  y.  0,, 

12  y.  o., 


ff 
ff 
ff 
ff 

ff 


\k+\) 

V 

ersieht 
die 


V^ir^Nß)" 


ff 
ff 
ff 
ff 


16  y.  o. , 
14  y.  u., 


6  y.  u. , 
18  y.  u. , 


ff 
ff 

ff 
ff 


n. 

TA  =  0. 

ersieht. 

diese. 

4a*\ 

Nßr 

Flache. 


( 


ff 


ff 


Fläche 

das    zweite    Mal    (E.  76)    statt 

(E.  77). 
Uy    statt     Vy. 
85        „       86. 
19  und  20  y.  o. ,  liss:  so  ist  die  Torsion,  d.h. 
der  reciproke  Wert  des  Torsionsradius ,  für  diese 
Curyen  gleich  u.  s.  w. 

9  y.  o. ,  lies    (D.  9)    staU    (E.  101). 

xTdp 


6  y.  u. , 


Rt 


ff 


xTdp. 


BERICHTIGUNGEN  UND  ZUSÄTZE 

ZUR 

THEORIE  DER  QÜATERNIONEN. 


Seite  16,  Zeile  12  v.o.,  lies:  die  Gesamtheit,  statt:  das 
Complex. 

Seite  52,  Art.  48.  Die  im  Anfang  dieses  Artikels  für  das 
Produkt  dreier  oder  mehrerer  Qaaternionen  g^ebene  Definition 
kann  nur  in  speciellen  Fällen  Anwendung  finden.  Im  allge- 
meinen kann  die  Grösse  qcfq  als  das  Produkt  des  Quateinionen 
jY'  ™^^  9  definirt  werden,  eine  Betrachtungsweise,  welche 
tatsächlich  schon  im  Art.  49  angewandt  ist. 

Seite  61 ,  Art.  52.  Hier  kann  die  Formel  hinzugefugt  werden 

Es  ist  nämlich 

q^=q\q'  -jTJ,  nach  (i.  65) 

=  {qq)  —jf ,  nach  (6.  59) 
=  ^  ,  nach  (b.  65). 


Seite  83,  Die  erste  Seite  der  Formel  (b.  146)  muss  ;'o  heissen. 

Seite  88 ,  Zeilen  3 ,  4 ,  6  v.  u.  Hier  ist  überall  BB^  durch 
B,B,  B'B/  durch  B/B'  zu  ersetzen. 

Seite  90 ,  Art.  73.  In  diesem  Artikel  sind  durch  ein  Versehen 
zwei  Sätze  fehlerhaft  dargestellt.  Im  Folgenden  ist  der  ganze 
Artikel  aufs  Neue  abgedruckt;  auf  den  weiteren  Teil  der  »Theorie" 
ist  dies  jedoch  ohne  Einfluss  gewesen. 

Art.  73.  Proportionen  mit  Quaternionen.  Wenn  wir 
vier  Quaternionen  q,  9',  ^'^  ^'"  wählen ,  die  der  Relation  genügen 

q:q'  =  q':q"  oder  ^,  =  %• (6.171) 

so  sollen  dieselben  proportional  genannt  werden. 

ff 

Weil  -,   und  ^   Quaternionen  sind,  so  kann  nach  Art.  29 

9  q 

die  Beziehung  (6.171)  nur  stattfinden,  falls 

T%=T^  oder  nach  {b.  69)  Tq  :  Tq'  =  T/  :  Tj'"  .  (6. 172) 
und 


J7-^  =  U^  oder  nach  {b.  70)   Uq  :  Uq'==  Uq":  Uq"' .  (6. 173) 

Wir    wollen    uns   in    diesem    Artikel    mit   einigen    wenigen 
Eigenschafken  dieser  Proportionen  beschäftigen. 

Nach   (6.72)   in*  Verbindung   mit  dem    Satze:   wenn  q  =  q\ 

so  ist  auch  -==-,,  folgt  aus  (6.  171)  unmittelbar 

i  =  i^     wenn  %=  ^ (6.  174) 

q      q  q      q 

Operirt  man   nun   an   diese  Gleichung  mit  dem  Symbol  Kj 
so  wird  nach  (6.  54),  (6. 15)  erhalten 

Kq^^^Ki'  ^?" 

und  indem  mit  Kq  und  durek  ■=-^,  multiplicirt  wird 

Kq 

Kij  _  Kg 
Kq'"  ~  Kq" ' 


oder 

Kq :  K(i'  =  Kq' :  Kq"\  wenn  q:q'  =  q  :  ({"  .  (6.  175) 
also  in  Worten:  Bei  einer  Quaternionenproportionen  können 
die  beiden  mittleren  Quaternionen  umgetauscht  werden ,  wenn 
man  zugleich  alle  Quaternionen  durch  ihre  Conjugirten  ersetzt. 

Der  nämliche  Satz  gilt  auch  für  die  Qmtauschung  der  beiden 
äusseren  Quaternionen. 

Hat  man  es  in  der  Proportion  nur  mit  rechten  Quaternionen 
zu  tun 

r:r'  =  /':/", 

so  sind  nach  dem  Vorhergehenden  und  nach  {b,  74)  die  beiden 
mittleren  oder  die  äusseren  Glieder  ohne  Weiteres  commutatiy. 
Dasselbe  gilt  natürlich  auch  bei  der  Proportionalität  von  Vektoren. 
Diyidirt  man  die  beiden  Seiten  der  Gleichung  (6. 175)  durch 
die  der  nachstehenden 

Nq  :  Nq''  =  Nq' :  Nq'" 

und  beachtet  {b.  24*) ,  so  entsteht  dadurch 

-:-7v  =  — :-7;7,  wenn  q:q'  =  (/^:g"'  .  .  .  (6.176) 
q   q         ??  iiii  \ 

oder  in  Worten:  Bei  einer  Quaternionenproportion  können  die 
beiden  mittleren  Quaternionen  umgetauscht  werden,  wenn  gleich- 
zeitig alle  Quaternionen  durch  deren  Reciproken  ersetzt  werden. 
Aus  einer  gegebenen  Proportion  f  :  ;'  =  q"  :  q^  kann  man 
eine  jede  der  Grössen  auflösen,  und  zwar  geschieht  dies  wie 
nachstehend : 

Aus2;  =  l^folgt^g'  =  ^5r'  oder  q'^,q'=z^q' 

oder  schliesslich 

.     qr  =^  ^,  wenn  q\c[  =zq  \  q'" (6.  177) 

Aus  (i.  174)  folgt  in  derselben  Weise 

/// 
q'^hrq,  wenn  q:q'  =  q":q"' {b.  178) 

Ebenso  findet  man 

q"  =  %  q'"  und  q'"  =  ^  q",  wenn  q:q'  =  q"  :  ?'"  •  (*•  179) 


Wir  schliessen  diesen  Artikel  und  die  Betrachtungen  über  Pro- 
portionen mit  der  Bemerkung,  dass  die  Proportion 


auch  in  andrer  Gestalt  erscheinen  kann.  So  ist  z.  B.  nach  (6.  24*) 

l_Kq 

q  ~  Nq' 
und  deshalb  wird 

Nq''  ~    Nq'"    ' 


/// 


oder  auch 

Nq"\qKq'=Nq\q"Kq' 
und  } {b.  180) 

Nq".qKq'  =  Nq.q"Kq' 
weil 

Nq  :  Nq'  =  Nq"  :  Nq'". 

Seite  108,  Art.  88.  Hier  kann  noch  die  Formel  Platz  finden 

Denn  es  ist  nach  (i.  108) 

K.$*  =  {ß—  r)i»  =  cos  In ^ j  —  ««tn (n  ^ j 


*-«. 


Seite   119.   Die   Formel   (c.  52)   kann   auch  wie  nachstehend 
bewiesen  werden 

S.VxßVyi  =  S.cLßVyi,  weil  Sxß.Vyl  ein  Vektor  ist; 

=  S.X  V(ß  Vyi) ,  weil  ccS(ß  Vyl)  ein  Vektor  ist ; 
=  S,(t(}Sßy  —  ySßl)  nach  (c.  40) 
=  SctiSßy  —  SxySßl. 

Seite  121,  Art.  91.  Hier  kann  noch  hinzugefügt  werden: 
Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

q^iw-^rxi-^yj-^rzk^rzSq  —  iSiq  — jSjq  —  l^kq , 
somit,  wenn  statt  q  ein  Vektor  p  genommen  wird, 

p  =  —  iSip  —  jSjp  —  kSkp , 
eine  Formel ,   welche   auch  unmittelbar  aus  {c,  46)  hervorgeht , 
wenn  darin  «,  /3,  p^  durch  t,  /,  k  ersetzt  werden. 


Seite  158,  Art.  111.  Ein  direkter  Weg  um  zu  dem  Aus- 
druck für  eine  konische  Drehung  zu  geraten,  ist  der  folgende: 

Wenn  von  den  coinitalen  Vektoren  «,  ß  der  zweite  einen 
Winkel  tv  um  den  ersteren  als  Achse  gedreht  wird,  so  bleibt 
der  Component  von  ß  längs  «,  welcher  duroh 

ß  Tß  ß 

=  aS-  nach  (6.99) 

=  c^-^S»ß , 

dargestellt  wird,  ungeändert.  Der  zu  »  senkrechte  Component 
ß  —  »-^Saß  =  Ä~"^  Vaß  geht  nach  Art.  85 ,  wenn  T»=l  ge- 
setzt wird,  in  »^^(ß  --  x-^Saß)  =  »^^^Vaß  über.  Somit  ist  das 
Resultat 

p=cc-^Saß  +  x^'-^Vxß 
=  »%a-''-^Sxß'+  «'-1  Fi/3) 

=  .'[.— ^  ?^  +  «-^  ?^]  nach  (..  14),  (c.  15) 

=  «'  ßcosft  ^ j  —  »sin  (t  -=)  cr-^ß»     nach  (c.  9) 

=  «'/3[co«(«j)-«««(«0] 

=  a^ßar^  nach  (c.  9). 

Augenscheinlich  bleibt  dieser  Ausdruck  ungeändert,  wenn 
man  die  Voraussetzung  Tot  =  1  &llen  lässt.  Setzt  man  nach 
Art.  85  «^  =  9,  so  ist 

p  =  qßq-^ 
der  Ausdruck  für  den  Vektor,  welcher  aus  ß  durch  eine  ko- 
nische  Drehung  um   Äx.q^  deren  Winkel  %Aq  betragt,  ent- 
steht. 

Seite  19S,  Art.  189.  Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden: 
Die  Funktion   cp~~^)  wird  die  Lösung  der  Gleichung  cp^  ^=5 } 
sein;  denn  aus  $$p  =  3  folgt  (pp  =  Cp""^J,  p  =  $""^4)~^>=«^~*J. 


Es   ist    weiter    leicht    ersichtlich,     dass   fiir   ganze,   positive 
Werte  von  k,  l  die  Beziehung  stattfindet 

Anstatt  der  linearen  Yektorfunktion  0^p  sei  \pp  gesetzt.  Wir 
können  sodann  auch  schreiben 

(pp  =  t/^Vt 
um   za   einer    Definition  f^r  gebrochene  Potenzen  des  Symbols 
\p  za  geraten.  In  gleicher  Weise  wollen  Vir  annehmen,  dass 

aus  cp"p  =  ^P  folgt  0pr=\l^*p. 
Auf  die  Frage,   ob  bei  beliebiger   Wahl  von  \f^p  auch  stets 

eine    lineare   Yektorfunktion   Tp"^   gefunden   werden   kann,    sei 
hier  nicht  eingegangen. 
Weiter  sei  noch  gesetzt 

wenn  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  sind. 

Seite  208,  ZeUe  10  y.  o.  Ues  182,  statt  181. 

Seite   205.    Die    Gleichung    (/.  65)   kann    noch    vereinfacht 
werden.  Weil  nämlich 

y  =  —  iSiy  —j^r  —  hSky , 
so  ist 

''  =  -'^^V"6V ^?6V^ J-'^^J^  (a.s.w.).... 

iSvy       jSjy       kShy 


a 


a  h%  ^1 


6>  c' 


Seite  205,  Zeile  5  v.  u.  lies   V»yß ,  statt   Vaßy. 

Seite  210,  Art.  153.  Die  folgende  Bemerkung  findet  nachher 
Anwendung :  Die  Hauptrichtungen  für  die  Funktionen  ^p,  ^^p 
werden  stets  übereinstimmen.  Wenn  nämlich  die  Beziehung 
stattfindet 

^p^=zmp,  so  ist  p  =  m0~^p ,  $'"V  =  —  P« 

m 

Dasselbe  wird  auch  für  die  Funktionen  (pV  cpV-*««  gelten. 


Denn  man  bat  wieder  bei  der  Annahme  0p=:mp,  (pV=^9p=» 
=  m^Pj  U.B.W. 

Seite  214,  Art.  159.  Bisweilen  können  aacb  die  Ausdrücke 
für  die  Invarianten  a?i ,  a?2  bei  Anwendung  der  dreigliedrigen 
Grundform  benutzt  werden.  Man  findet  nach  (/*.  41)  für  ^j , 
wenn  statt  A,  pt?  v  die  Vektoren  Vy^'y^y  ^^iT^u  ^7x7%  fifö- 
setzt  werden,  sodass 

^  _  SiVy^y^  V»^»3  +  ^rz7i  ^»n^i  +  ^^i^a  V»i»i}S^7i7i7i 
'~  S.Vy,r,Vy,y,Vy,y, 

=  -S{  Vy^y,  Vx^x,  +  Vy,y,  Vx,a,  +  Fy,y,  T«,«,). 

Um  ;i?2  zu  bestimmen ,  schreiben  wir  nach  (/.  41) ,  (/.  29) 

__  g(A<p  VfAV  +  fi(p  F»A  +  »<P  V^m) 

und  wählen  für  A ,  iC4 ,  v  die  Grössen  «j ,  «^ ,  «3 ,  wodurch  wir 
erhalten 
(J>F/c*y  =  y,S«i«j«3,  <?)FyA=yjS«i«2«3,  ^1^-^A*  =  y8Ä»i«j«3  , 

Diese  Resultate  bleiben  ungeändert,  wenn  man  die  Grössen 
»  mit  den  y  verwechselt.  Somit  haben  stets  die  Invarianten 
X,  j?! ,  x^  für  die  Funktion  cp  und  deren  Gonjugirte  den  näm- 
lichen Wert. 

Seite  217,  Art.  161.  Die  Gleichung  (/.  95)  muss  heissen 

J  =  1  F(y,Ä,  +  yj«j  +  ^3*3). 
Für  die  Grösse  i  kann  auch  der  nachstehende  Ausdruck  ge- 
geben werden 

_  V(0a  Vßy  +  (pß  Vycc  +  <py  Vxß) 

2Sxßy  ' 

wo  »j  ßy  y  beliebige  Vektoren  sind.  Aus 

pSxßy  =  aSßyp  +  ßSyap  +  ySxßp 
folgt  nämlich 

0»Sßyp  +  (pßSyap  +  <PyS»ßp 

'^f s^ 

und   wenn   man   mit   diesem  Ausdruck  nach  (/.  95)  die  Grösse 
i  berechnet,  so  erhält  man  den  oben  geschriebenen  Wert. 


8 

Seite  222.  Am  Schlüsse  des  Artikels  166  kann  noch  hinza- 

gefugt  werden:   Ist  nämlich  -^  pogitiTf  so  moss  -^  negatiT 

sein,  daher  hat  man  die  beiden  nachfolgenden  f^lle  zu  unter- 
scheiden 

V.  Jf,>0,   y,>0,   j?>0,   y<0, 
2^.  J?,>0,   y,<0.   jf>0,   y>0, 
weil  Umdrehnng  der  Zeichen  der  beiden  Grossen  j?,  y  zugleich 
oder  Ton   x^ ,  y,    keine   andere  Form   f&r  die   Vektorfanktion 
eigibi 

Seite  244,  Zeile  5  r.  u.  lies  ßSrp,  statt  ßSßp. 

Seite  245.  In  der  Gleichung  (/.  212)  kann  das  Zeichen  V 
TOT  dem  Brache  weggelassen  werden.  £ine  ähnliche  Eemer- 
knng  bezieht  sich  anf  die  Toihergehende  Gleichung  und  muf 
(/.  220) ,  Seite  247. 

Seite  247,  Zeile  12  y.  u.  Vor:  Es  mnss  somit  A  soikrecht 
zu  i  sein,  hinzuzufügen:  es  sei  denn,  dass  p  unendlich  gross 
wäre. 
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